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Determinanten &...

1 Stelsels
Stelsels oplossen:
3Jr+1ly=7 {aI+cy:e
22 + 4y =8 bz +dy = f

Los op via combinatiemethode
3+ 1y =7|-2
20 + 4y = 8[+3
(1-(=2)+4-3)y=7-(-2)+8-3 —bey + ady = —be + fa

ar +cy =e|-b
bx 4+ dy = f|+a

(+)
(ad — be)y = af — be
a e
af —be b f
al.sadfbc#()éy_adibc_‘a -
b d

1= a(§ ) =[5 §=aa-te

Figuur 1: https://www.geogebra.org/m/ky53wsdg

2 Inverse

Determinant via inverse matrix

Definitie: A-A'=T=A"1.4

AR

ar+cy=1 az+ct=0
br+dy=0 bz+dt=1
1 e 0 ¢
0 d d 1 d —c d -—c
r=1—=— == - _— —
Al 4] Tl A A (A Td e
- o T
“ (1)‘ \ @ o‘ A 4]
- b1 a
Yy =Ta = 1 __
[~ 4] AT T

Figuur 2: https://www.geogebra.org/m/ky53wsdg
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3 Lineaire transformatie

3.1 Definitie

Definitie:

Zij V en W vectorruimten over R.

Een afbeelding 7": V' — W noemt men een lineaire afbeelding of lineaire transformatie als geldt:
1 Vu,veV :Tu+v)=T(u)+T(x)

2. Vv eV ,VAeR: T(hv) = AT (v)

Ta: R? = R?: g — Az met A € R?? is een lineaire transformatie

Figuur 3: https://www.geogebra.org/m/qptms4qgh

Definitie lineaire transformatie
w63 =6 =) e
resaeen= (3 2)[(D)-( 2] (2 ()2

Figuur 4: https://www.geogebra.org/m/qptms4qgh

3.2 Grafische betekenis

Lineaire transformatie

6 Ty B2 SR X s A- X A= (1 3>

basis vectoren: ; = ( (I)) Ia,

| <
(9

1

Figuur 5: https://www.geogebra.org/m/qptms4qgh

-1 AN
: £ willekeurige vector:  x= | ,I ) ( 2) =-1 (0) +2 (1

€ 7 Kies ook eens: ( ?) of ( _l ) Wat valt op?
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3.3 Eigenvector en eigenwaarde

Lineaire transformatie

6 TaREoR:X A X p= G‘ ?;)
’ o (1Y m 4 2 1y _ 4] _
bamsvectoren.el_(o) (1 3) (0)_(1)_
0\ Tu (4 0
()= (1)
—1 1 0
A 2 4 willekeurige vector: X~ { tj ) ( l) =-1 (0) +1- (l)
N ez
= . 2 1\ w .
& Kies ook eens: | of | Wat valt op?

ax=(13)(1)=(73)==( 1)

De uitkomstvector is een veelvoud van de oorspronkelijke vector.

S
Il

We zeggen dat ( -1 ) cen eigenvector is met eigenwaarde 2

1
Figuur 6: https://www.geogebra.org/m/qptms4qgh

3.4 determinant

Lineaire transformatie

Ty BRI XA X an (3 1)

(a x|b)/2 (a+c,b+d)
i . - (1w (31 1 ) _g =(§)
() ba5|svecloren.e1:(0)~>(l 4)»(0):(1):& b
4
- _ (0T (3 1 0N _ (1Y _ gz —(¢
3 a-(2)=(11)(0)-(1)-# =0
s al meetkundige betekenis determinant A = (g’ 2)
)
4 (a.b) i T opp opgespannen door €j, €3 — (georiénteerde) opp opgespannen door E 1y Eg
& Z B opp=1 opp= 11
-2 10 é 1 2 5 6 7 8 9 afleiding
1 R 1
» det(A)=(a+c)x (b+d)—2-bxe—2-_ (ax b)—2--(cxd)
-2
=(a+c)(b+d)—2bc—ab—cd
i =ab—+ ad+ be+ ed — 2bc — ab — cd

= ad — be
det(A) = (3)- (4)—(1)- () =11

Figuur 7: https://www.geogebra.org/m/qptms4qgh
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Lineaire transformatie
-1 -2
8 T :RPoR:X— A X A=(1 2)
basis vectoren: €] = Yo =1 =23 (1) _(-1})_ E
M, s 0 1 2 0 1 ~ ~
N E=2-F
S [ 0\ Ty =1 =2\ (0\_ [ -2)_ =
S a
\\
! 2 . 6
. ] ) o -1 = NEATY A
. 2 willekeurige vector:  X= ( l).} AX = ( 1 3 ) (\l } = ( 6)
A . : )
% meetkundige betekenis determinant
€ T + o e 2 4 5 opp opgespannen door €}, & — (georiénteerde) opp opgespannen door Ey, By =0
N Interpretatie:
i We gaan dus de basisvectoren zo transformeren dat ze op één lijn liggen.
We zijn met andere woorden van een tweedimensionale ruimte naar een ééndimensionale ruimte overgegaan.
4 Wanneer we onze gereduceerde ruimte nu terug willen ontrafelen tot onze originele ruimte staan we dus voor een prt
Er is geen manier om te achterhalen wat de richtingvan een vector in onze getransformeerde ruimte was voor de tran:
Dit alles wijst erop dat een inverse transformatie onmogelijk is.
6 ra
— A7! bestaat niet L4

Figuur 8: https://www.geogebra.org/m/qptms4qgh

4 Rang van een matrix

De rang van een mxn-matrix A is gelijk aan r als en slechts als er tenminste één van nul verschillende minor
van de r-de orde bestaat, terwijl alle minoren van de (r+1)-de orde gelijk zijn aan nul. Volgende regels gelden
dan bij het oplossen van stelsels

o 7(A) =r(A4y) : #onbekenden: unieke oplossing
o r(A) <r(Ap): Vals stelsel

o 7(A) =r(Ap) < #onbekenden: onbepaald stelsel

rang van een matrix met behulp van determinanten

1140 ’ andere matrix
A=1110 2 —
1151
M orde2 ¥ Orde3
1 1 4 0
0 2 1 4 0
L ! '} g|:74 10 2=-6
15 1

1 1 5 1

het gele punt kan je verplaatsen

Rang(A) =3

Figuur 9: https://www.geogebra.org/m/Thk96QYz
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Stelsels met parameter

) @ + my = m(m+3)
5( 3m .—mun+2\‘|:( 6,8) me + y = —2m
1—m 1—=m ’
1 m _ 3 |
- 1|_1 m?=(1—-m)(1+m)
als m#1 en m# — 1 unieke oplossing :
m(m+3) m
el ~2m 1] _3mit3m_ 3m@m+l) _ 3m
- 1 m T 1-m?  (1-m)(1+m) 1-m
m 1
T 5 8 gz i |1 m(m+3)
_m —2m | _ —2m-m*(m+3)  -m(m+1)(m+2)  -m@m+2)
v= 1 m - 1—-m? T (-m)(1+m) 1-m
m=2
- m 1
alsm =11
- y=—0.5x+5
=-=2r—4 11 4 11 4
v ‘ - ‘ : Vals stelsel
. 11| -2 00 | -6
-10 als m = —1
1 -1 | -2 1 -1 | -2
2 H b ld stelsel; !
33 o f Y onmttnes
-1a z = —2+k
{y _ A ykER
e 1
e« 13713 e wm (DR s -

Figuur 10: https://www.geogebra.org/m/g7TcQBkv

6 Markov

Migratiematrices:

Onderstaande graaf geeft de migratiepercentages
tussen stad (S) en platteland (P)

0.2

]

).6

S

Deze gegevens kunnen weergegeven worden in een migratiematrix:

4 5 P
M = 5(0.3 0.6
P

0.2
Deze matrix is een voorbeeld van een markovmatrix:
elk element 20 en de som van elke kolom geeft 1

Ngo=

Beginsituatie:

Evolutie na 1 perioden:

)

t=1

e

2
8

0.8 0.6
0.2 0.4

Figuur 11: https://www.geogebra.org/m/h7g2xd8b

)=(

6.4
3.6

)
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Migratiematrices:

Onderstaande graaf geeft de migratiepercentages

0.8 0.6y =
tussen stad (S) en platteland (P) { © + y=x

0.2z +04y =1y

0.2
—0.22 4+ 0.6y =0

< ¢ 0.2+ —-0.6y=0

Cl r+y=1

-02 06 0 (1 0 0.

o =1
o oot

REREF(| 02 -06 0
0.6 1 1 1

Deze gegevens kunnen weergegeven worden in een migratiematrix:

0 0

)

x = 0.75
4 S P « { = 0.25
M — S 0.8 0.6 Deze matrix is een voorbeeld van een markovmatrix: y==u
- p ( 0.2 elk element 20 en de som van elke kolom geeft 1 10
[ 08 06 _( 075 0.75
Stabiele situatie: andere meLhOde‘( 0.2 04 ) N ( 0.25 0.25 )
( 0.8 0.6 ) . ( z) _ ( 2) De stabiele situatie: 75% woont in de stad en 25%
02 04 y v zal op het platteland wonen.

Figuur 12: https://www.geogebra.org/m/h7g2xd8b

Stellingen (1ste bachelor wiskunde):

1. Een stochastische matrix heeft altijd 1 als eigenwaarde en alle andere eigenwaarden liggen strikt tussen
-len 1.

2. Als S een stochastische matrix is, dan bestaat lim S, en de limiet, die we S**° is ook een stochastische

n—+oo

matrix

3. Als S een stochastische matrix is, en als v een willekeurige stochastische vector is, dan is S** - v een
eigenvector bij eigenwaarde 1 van S
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7 Lesleymatrices

Lesleymatrix 2s000g2ta] .
Veronderstel dat een populatie in het dierenrijk in drie leeftijdscategorieén wordt ingedeeld klassc L: f(t‘) =8.13-1.55
kind(K), puber(P) en volwassen(V) 240
2: f = 245-1.55%
Per periode schuiven een aantal dieren een categorie op, worden er nakomelingen geboren klasse 2: f (T) 2.45-1.55
De overgangsmatrix tussen de verschillende leeftijdscategorieén 2200000 . i
en de beginaantallen kunnen in volgende matrices worden weergegeven: klasse 3 : f(t‘) =0.4-1.55"
200
()r 4 3 5 0
=05 0 0] Ng=|(3
0 025 0 1 .
k=29
Hoe evolueert de populatie, periode na periode: —. 140
2 2686948.78 120
Nyg=L™-No=| 865737.18
139800 100

De "groei’ van elke klasse kan visueel voorgesteld worden:

Elke leeftijdscategorie 'lijkt' exponentieel te groeien

Algemeen : f(z) = b-a” met a de groei factor

De groeifactor kan men ook algebraisch berekenen. Dit is namelijk de dominante eigenwaarde. Een eigenwaarde

A kan men berekenen door de vergelijking 4. x = Ax op te lossen met A een vierkante matrix met dim A=nxn en
X een kolomvector met dim X= nx1

Eigenwaarden berekenen:

0 4 5
A= |05 0 O
0 02 0

Hiervoor moet volgend stelsel opgelost worden:

AX =AX < (A-A)X =0

Wil dit stelsel een oplossing, verschillende van de nul-oplossing hebben, moet
4 5

A—M|=0 & det A0y e -A+22+05=0

[T

oplossingen : {A=-1.267, A=-0.2587, A = 1.5257}

Figuur 13: https://www.geogebra.org/m/jcS4NRh8

Stellingen:
Zie Euler-Lotka vergelijking
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8 Leontief

Input-Output modellen van Leontief

Sector 1 Sector 2 Sector 3
311 =05 312=D.1 313=D
o ® L
3, =0.4 2,,=075  3,3=005
.
844 =0.7 85,=0 333=0
® L] [
Opdat Sector 1 één geldeenheid Opdat Sector 2 één geldeenheid Opdat Sector 3 één geldeenheid
Zou kunnen produceren, Zou kunnen produceren, Zou kunnen produceren,
@n=3 heeft zij een input van heeft zij een input van heeft zij een input van
0.5 eenheid van sectorl, 0.1 eenheid van sectorl, 0 eenheid van sectorl,
0.4 eenheid van sector2, 0.75 eenheid van sector2, 0.05 eenheid van sector?,
0.7 eenheid van sectord nodig. () eenheid van sectord nodig. 0 eenheid van sector3 nodig.
Inputmatrix Vraag dqq =205
. d,, =620
/ 0.5 0.1 0 205 5
A [ 0.4 0.75 0.05 | D=1{ 620 d.. =350
- : | 13
\ 0.7 0 0 ) 350 P

Met X de bruto cutput

O =

X - AX =D 1 0 05 01 0 05 —0.1 0
(I-A)X =D I-A=(0 10 |- 04 075 005 | = -04 025 -005

0 0 1 0.7 0 0 07 0 1
X=(I-4)"'D

. 3.07 1.23 0.06 L 307 1.23 0.06 205 1411.04
(I—-A)" = 534 613 031 X=(I-A) D= 534 613 031 620 | = | 5005.21
215 0.86 1.04 215 0.86 1.04 350 1337.73

Figuur 14: https://www.geogebra.org/m/xes8c7NN
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9 Meetkundige toepassingen

/ Determinantvergelijking rechte:
7
8<(7,6) x y 1
: r—|r; 1 1 =0
5 T2 Y2 1
* Dit geeft hier:
3 z y 1
A Z(2,2) r—|2 2 1=0&7r«— —4x+4+5y = 2
: 7 6 1
1 Afleiding formule:
z oy 1 R R T—x Y= 2
T Y =0 —'I,;—R; x Y1 =0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 @ oy 1 i @12 ya—y O
ontwikkelingnaar®s (g — 3)(y2 — y1) — (22— 1) (y — 1) =0
S (2= ) (y—y) = (Y2 — 1) (T — 1)
5 ﬁy—m:i’:%zl(m—xl)

Figuur 15: https://www.geogebra.org/m/vfenrnkv

Oppervlakte driehoek m.b.v. determinant

) y11 3 2

1
i : - 1
\\ opp AABC = %\ T2 Yo Dit geeft hieppp AABC = §| -2 -2 1f|
C(xdy3) = (-3,4) xry ys 1 -3 4 1

A(xq,¥1) = (3, 2)
; i -4

=

Afleiding formule: 3 17
1
opp AABC = 5 met b=|BC| en h= d(A,BC)
-4 1 2 3 4 5
BC| = /(e — 22 + (s — o)
r oy 1
BCo|m yp =0 & (n-y)r— (72— )y + 2wz — wste =0
T3 Ys 1 ontw. Ry
i3 x oy 1
llwe w2 1]
4 d(A,BC):‘uIl+UyJ+w‘ _ w3 y3 1
Vul + 12 2 2
-5 (2 = ys)" + (s — x2)
ooy 1
i [lz2 w2 1]
3 oy 1

1
H oppAABC = /(x5 1) -

Figuur 16: https://wuw.geogebra.org/m/vienrnkv
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10 Bewijstechnieken

10.1 Rechtstreeks bewijs

Eigenschappen inverse matrix

A en B zijn reguliere matrices met dimensie nxn:; k € Ry
AAT =1=A"'A
BB'=1=B"'B

"de inverse matrix van een geg matrix is de matrix die (rechts en links) vermenigvuldigt met de geg matrix de eenheidsmatrix geeft met als notatie: A~!
-1t —1 1 - 1 1
1. (A ) =A bewijs (A’l) is de matrix die (links en rechts) vermenigvuldigt met A~ I geeft, dat is dus A want geg AA™ =T =A""A

‘ y—1 —1 -1 N
2.(A-B) =B '-A bewils  (AB)~" is de matrix die (links en rechts) vermenigvuldigt met AB I geeft
B'ANAB =B YA 'A)B=BB=B"'B=1

AB(B'A™)=A(BB A '=AIAT = AAT =1
1
-1 _1
3. (kA) - E A bewijs (kA)"'is de matrix die (links en rechts) vermenigdvuldigt met kA I geeft

1 1
AVEA= (CR)ATIA=1T=1
(a)ra=o

1 -1 . 1 -1 _ —
kA(kA )7(kk)AA =1I=1I

1t _ o a-1n\T " . )
4. (A ) - (A ) bewijs (A7) 'is de matrix die (links en rechts) vermenigvuldigt met AT I geeft
(AN'AT=(aAa ) =1"=1

AT(A N = (atA) =0T =1
Figuur 17: https://www.geogebra.org/m/yfqwindn

10.2 Bewijs uit het ongerijmde

Gegeven: inverteerbare matrix A

TB: de inverse van deze matrix A is uniek

bewijs:

Veronderstel dat deze inverse matrix niet uniek is

dat er twee inverse matrices van de matrix A bestaan, we noemenze Ben C
Uit de definitie van inverse matrix volgt dan: A-B=I—B-A

A C=IT=C-.-A
Volgende berekeningen gelden dan:

B=B:-1 =B-(A-C)=(B-A)-C=1-C =C
Dus B=C, dus de inverse matrix is uniek, met notatie =~ g4—1

|4 44 16/16 pp p|

Figuur 18: https://www.geogebra.org/m/yfqwindn
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10.3 Volledige inductie

3 -2 3" 1-—3"
Gegeven: A = TB: n=
g [0 1 ] 4 [0 1 ]
Bewijs: 3 -2 ! 3 -2
We gaan na dat de uitspraak klopt voor n=1: [0 1 ] = [0 1 ]

Inductiestap: We veronderstellen dat de eigenschap klopt voor n=k

We gaan na dat dan de eigenschap ook klopt voor n=k+1

ARFL_ Ak A — [3’“ 1—3’“]_{3 —2] _[3*34 (@ —3%.0 3¢ (—2)+(1—3%-1
o~ Lo 1 0o 1]~ 0-3+1-0 0-(=2)+1-1
inductiestap
F.o(=2)+(1-3%-1=-2.3"-3 4+ 1=-3.3" 4+ 1=1- 3"

_ {3194-1 1— 3k+1}
“lo 1

Figuur 19: https://www.geogebra.org/m/qmvbgwhc

10.4 Ontkrachting door tegenvoorbeeld

Niet commutatief!

definitie commutativiteit wil zeggen dat AB=BA

voorbeeld 1 dim A= 3 x 2 en dim B=2 x 3, dim AB=3 x 3 en dim BA=2x 2 voorbeeld 2 _ |11 2 _ |11 2
Dus de dimensies van AB en BA zijn verschillend, dus A= 3 4 en B = 2 1 dan AB # BA
AB # BA

Figuur 20: https://www.geogebra.org/m/wXBpgbAy
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