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Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen
mit Hilfe der Parameterform
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1 Gegenseitige Lage zweier Geraden

%
Fiir diesen Abschnitt sind zwei Geraden g : @ = @ +¢t- @ und h : @ = b +s- U vorgegeben, wo-
%
bei die Vektoren @ und b die Stiitzvektoren und die Vektoren @ und ¥ die Richtungsvektoren

der Geraden sind.

1.1 Rechenwege

1. (a)
(b)

Uberpriifen, ob die Richtungsvektoren (? und ?) Vielfache voneinander sind.
Sind die Richtungsvektoren linear abhéngig, so sind die Geraden parallel oder iden-
tisch.

Nun wird die Punktprobe mit einem der Stiitzvektoren und der anderen Ge-
raden (z.B. mit @ und k) durchgefiihrt.

Ist die Punktprobe positiv, so sind die Geraden identisch.

Sind die Richtungsvektoren linear unabhéngig, so sind die Geraden windschief zuein-
ander oder haben genau einen Schnittpunkt.

Nun wird gepriift ob die Vektoren 7, 7 und @ — ? linear abhingig sind.

Sind die drei Vektoren linear abhingig, so haben die Geraden genau einen Schnitt-

punkt.

g und h gleichsetzen und ein lineares Gleichungssystem (LGS) daraus aufstellen:

al—blzs-vl—t-ul
ag—bQIS-UQ—t'UQ

CL3—b3=S-U3—t"LL3

Das LGS nach den Koeffizienten s und ¢t auflésen, wobei hierfiir nur zwei der drei

Gleichungen benoétigt werden.

Die ermittelten Werte fiir s und ¢ tiberpriifen, indem sie in die dritte Gleichung
eigesetzt werden.
Merke:

e Hat das LGS keine Losung, so sind die Geraden parallel oder windschief zu-
einander und es miissen die Richtungsvektoren auf lineare Abhéngigkeit gepriift

werden.
e Hat das LGS genau eine Losung, so haben die Geraden genau einen Schnittpunkt.

e Hat das LGS unendlich viele Losungen, so sind die Gleichungen identisch.
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1.2 Beispiele

Die folgenden Beispiele sind den Beispielen der Vortrige im Mai 2017 nachempfunden oder

entspammen diesen direkt.

Beispiel 1:
4 2 8 -2
g: 7 =10]+s-|4 h:Z=|8|+r|-4
4 2 8 -2

Priifen, ob die Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind: es gilt dabei, dass

2 —2
4l =-1-|-4
2 —2

und somit sind die Richtungsvektoren linear abhéngig.
Punktprobe mit (8|8|8) auf der Geraden g:

8 2
81 =10 +s-14
8 2
fihrt zu
8=4+s-2 —s=2
8=0+s-4 —s5s=2
8=4+s-2 —s=2

Da die Werte hier alle gleich sind, sind die Geraden g und h identisch.

Oder: g und h gleichsetzen und das LGS aufstellen:

2 -2
Ol +s- |4 =8| +r-| -4
2 -2
4 8 -2 2
Of— |8 =r-|-4]|—-s-14
4 8 -2 2

Da in dem LGS die Zeilen 1 und 3 gleich sind, entféllt einer dieser Zeilen bei Subtraktion:

—4=-2.-r—2-s —4=-2-r—-2-s
—8=—-4-r—4-s —8=—-4-r—4-s
—4=-2-r—-2-5 0=0-r4+0-s
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Da Zeile 2 das doppelte von Zeile 1 ist, entfillt auch die zweite Zeile bei Subtraktion:

—4=-2.r—-2-s —4=-2.-r—-2-s
—8=—-4-r—4-5s 0=0-74+0-s

Es verbleibt eine Gleichung mit zwei Unbekannten und zwei Gleichngen der Form 0 = 0. So ist

an dem LGS zu erkennen, dass die Geraden identisch sind.

Beispiel 2:
3 12 9
g:wd=|[10]+s-]15 h:Z=|25|+r-|5
4 3 5,5 1

Gleichsetzen von w und z und LGS aufstellen:

3 12 9 4

10| +s-{15]=[25]|+r-[5

4 3 5,5 1
3 9 4 12
w|l-|(2]|=r|5]=-s115
4 5,5 1 3

Wir vertauschen die Zeile 1 mit der Zeile 3 und nutzen anschlieSend das Additionsverfahren um

einen Losung des LGS zu bestimmen:

6=—4-r+12-s 1,5=—1r+4+3-s
15=-5-r+15"s 15=-5-r+15-s
1,6=—1r+3-s 6=—4-r+12-s

Wird das Fiinffache der Zeile 1 von Zeile 2 subtrahiert, ergibt sich:

1,0=—1r+4+3"-5s
7,5=0-r+0-s
6=—-4-r+12-s

In Zeile 2 ist nun einen Widerspruch, so dass es keine Losung gibt. In diesem Fall muss noch
gepriift werden, ob die Geraden parallel oder windschief zueinander liegen. Dazu werden die

Richtungsvektoren auf lineare Abhéngigkeit untersucht. Dabei ist:

12
5] =3-
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Also sind die Geraden parallel.

Beispiel 3:
4 3 1
g:Z=|5|+r15 h:Z=|8|+t-|8
8 7 16 0

Priifen, ob die Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind: Gibt es eine Zahl k, so dass fol-

4
— k|8

0
k=

Zeile 2 k=

gende Gleichung gilt:

N Ot W

Zeile 1

O Uk W

Zeile 3 k = keine Losung moglich

Die jeweiligen Zeilen liefern also verschiedene Werte fiir k, d.h. die Richtungsvektoren sind linear
unabhéngig.

Um zu priifen, ob die beiden Geraden noch einen Schnittpunkt haben oder windschief zueinander
liegen, werden die Richtungsvektoren 7, 7 und der Vektor ? — ? zwischen den Stiitzvektoren
auf lineare Abhéngigkeit untersucht. Dabei ist zu priifen, ob es Zahlen a, b und ¢ ungleich Null

gibt, so dass folgende Gleichung gilt:

4 1—-4 -3
a-|5|+b6-|8] =c-| 8-5 ]| =c-| 3
0 16 — 8 8

Eingabe eines ,,solve“-Befehls in den Taschenrechner leifert: Die drei Vektoren sind linear un-

abhingig.

Oder: Gleichsetzen der beiden Geraden und Aufstellen des LGS:

3 1
+r-|5] =8|+t
7 16

4

4 4
) 8
8 0
4 1 3
(5 - 8| =t-1]8 r'(5
8 16 0 7
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Wir ziehen das Doppelte der Zeile 1 von der Zeile 2 ab. Aus der Zeile 3 lisst sich ersehen, dass

—7-r = —8 ist, womit wir den ersten Wert fiir r erhalten.
3=4-t-3-r 3=4-t-3-r
—-3=8-t—5-r —-9=0-t+1-r
8
—8:—7 = =
r r==x

Aus Zeile 2 ergibt sich r = —9, was im Widerspruch zu Zeile 3 steht. Damit hat das LGS keine
Losung und die Geraden miissen somit windschief zueinander liegen, da die Richtungsvektoren
linear unabhéngig sind.

Beispiel 4:
4 1 4 -1
f:x=|4+r-|2 d:7=|-2|+s-]1
-3 -5 3 2
Die beiden Geraden werden gleichgesetzt und das LGS gelost.
4 1 4 -1
A l+r-f2|=]-2]+s|1
-3 -5 3 2
4 4 -1 1
4 | —1-2]|=s - 2
-3 3 2 -5
Aus Zeile 1 folgt r = —s, dies kann in Zeilen 2 und 3 eingesetzt werden.
O=—-s—7r r=—s
6=s—2-r 6=5—2-(—s)
—6=2-5+5-7r —6=2-5+5-(—s)

Somit ergibt sich in Zeieln 2 und 3:

Es ergbit sich s = 2 und damit r = —2. Das LGS hat also eine eindeutige Lésung und die beiden
Geraden somit genau einen Schnittpunkt.
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Dieser Punkt S wird durch Einsetzten von s oder r in die jeweilige Geradengleichung berechnet:

4 1 4-2 2
ST=a4|-2]12|=| 4-4 |=]o0 S = (2/0|7)
-3 -5 -3410 7
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2 (Gegenseitige Lage zwischen einer Ebene und einer Gerade

%
Fiir diesen Abschnitt sind eine Gerade g : 7 = @ +¢- @ und eine Ebene E : 7 = b —&—)\-74—#-@2
%
vorgegeben, wobei die Vektoren @ und b die Stiitzvektoren, der Vektor @ der Richtungsvektor
der Geraden g und die Vektoren 7 und & die Spannvektoren der Ebene sind.

2.1 Rechenwege

1. (a)

(b)

()

Gleichsetzen der Gleichungen fiir Ebene und Gerade und ein LGS aufstellen:

DAt T =b+AT+p-@
T-B=ATtuW—t-@

ag—bi=A-vi+p-w —t-u
ag—by=A-vo+p-wy—1t-us

a3 —bg=A-v3+pu-w3—t-us

Das obige LGS nach den Koeffizienten A, i und ¢ auflésen. Es werden dabei alle drei
Gleichungen benoétigt, da es auch drei Variablen gibt.

Merke:

e Hat das LGS keine Losung so liegt die Gerade parallel zur Ebene.

e Hat das LGS genau eine Losung, so gibt es genau einen Schnittpunkt zwischen
Ebene und Gerade.

e Hat das LGS unendlich viele Losungen, so liegt die Gerade in der Ebene.

Uberpriifen, ob die Spannvektoren und der Richtungsvektor voneinander linear

abhingig sind.

Sind diese drei Vektoren linear abhéngig, so liegt der Richtungsvektor der Geraden in
einer Ebene mit den beiden Spannvektoren. Die Gerade verlduft also entweder par-
allel zur Ebene oder in der Ebene.

Nun wird eine Punktprobe mit dem Stiitzvektor der Geraden und der Ebene durch-
gefiihrt.

Ist die Punktprobe positiv, so ist die Gerade ein Teil der Ebene.

Sind die drei Vektoren aus (a) linear unabhéngig, so liegen diese drei Vektoren nicht
in einer Ebene. Somit schneidet die Gerade irgendwo die Ebene.

Der Schnittpunkt wird z.B. mit Rechenweg 1. bestimmt.
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2.2 Beispiele

Beispiel 1:
13 —1 2 2 —4
g =7 |+r-|1 E:Z=|13+x|1|+n]|3
—20 3 13 —6 12

Die beiden Gleichungen werden gleichgesetzt und das LGS aufgstellt:

13 -1 2 2 —4
7 +7r 1 =113 +Xx-|1|+p-]3
—20 3 13 —6 12

13 2 2 —4 -1

7 — 113 =A 1 | +p-| 3 -7 1

—20 13 —6 12 3

11=2-A—4-p+r
—6=A+3-p—r
—33=—6-A+12-pu—3-7

Es ist am leichtesten den Koeffizienten r als erstes aus zwei Gleichungen des LGS zu entfernen:

dazu wird Zeile 1 zu Zeile 2 addiert und das Dreifache von Zeile 1 zu Zeile 3 addiert.

l=r+2-A—4-p l=r+2-A—4-p
—6=—-r+A+3-p 5=0-7+3-A—p
—33=-3.-r—6-A+12- 4 0=0-74+0-A+0-p

An der Zeile 3 ist zu erkennen, dass dieses LGS unendlich viele Losungen hat, somit muss die

Gerade ein Teil der Ebene sein. Aus Zeile 2 ldsst sich eine andere Darstellung der Geraden g

konstruieren.
Beispiel 2:
1 -1 2 5 0
g:Z=|-2|+r|-1 E:Z=[1]l+Xx| 0 |+p]|-1
3 5 5 —15 2

Als erstes wird gepriift, ob die Spannvektoren und der Richtungsvektor linear abhéngig von-
einander sind, also ob die folgende Gleichung eine Losung fiir a, b und ¢ hat, die nicht Null
ist:
-1 5 0
a-|-1]=b-1 0 | +c-|-1
5 —15 2
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Die Losung ist: @ = 1, b= —1 und ¢ = 1, also sind die drei Vektoren linear abhingig.

Dann muss noch eine Punktprobe erfolgen und zwar mit dem Stiitzpunkt von g und E:

1 2 5 0
=2 =11]+A 0 |+p- -1
3 5 —15 2
1 2 5 0
2| - = 0 | +p-|—-1
3 5 —15 2
Es ergibt sich:
1
—1=5-A A=——
5
—3=—p p=3

—2=—-15-A+2-p

Werden die beiden Werte in Zeile 3 eingesetzt, ergibt sich: —2 = —15- (—%) +2-3=34+6=9

ein Widerspruch. Somit verliuft die Gerade parallel zur Ebene.

Das folgende Beispiel entspammt den Vortriage im Mai 2017.

Beispiel 3:
1 0 0 3 —2
g: T =|-1|+t-|2 E:Z=-3+X|3|+u-|5
0 4 2 0

FE und g gleichsetzen und das LGS aufstellen:

1 0 0 3 —2
—1|+t- (2l =]-3[+x-|3|+u]|5>5
0 4 2 0

Zeile 3 liefert sofort ¢ = % und dann wird noch Zeile 1 von Zeile 2 subtrahiert.

1=3-A-2-pu 1=3-2-2-p
2=3-A4+5-p—-2-¢ 1=7-p—-2-1
1
—2=-4-1 t=—
2

Es folgt aus Zeile 2, dass pu = % und damit dann aus Zeile 1, dass 1 =3 -\ —2- % Also ergibt

sich fiir A = o1

Das LGS hat genau eine Losung, somit gibt es einen Schnittpunkt, der mit Hilfe der Geraden-



Geschwister-Prenski-Schule

gleichung bestimmt wird, indem der Wert fiir ¢ dort eingesetzt wird:

1 , 0 140 1
v =|-1 g2 = -1+r1f=]0
0 4 0+ 2 2

S = (1/0J2)

11
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3 Weitere Formen von vektoriellen Ebenengleichungen

3.1 Das Skalaprodukt

Das Skalaprodukt ist eine Verkniipfung zwischen zwei Vektoren, welche als Ergebnis eine reelle

Zahl liefert. Dabei werden zwei Vektoren wie folgt miteinander multipliziert:

al by
%
a-b=a | |b| =01 b1+ay-bo+as-bs
as b3

Das Skalaprodukt dient zur Bestimmung von Winkeln zwischen zwei Vektoren; wenn das Ska-

laprodukt zweier Vektoren Null ist, stehten diese Vektoren senkrecht zueinander.

Beispiel:
1 0 1 0
— —
a=|-2 b =18 ad-b=|-2|-|8|=10-2-844-4=-16+16=0
4 4 4 4

3.2 Normalform der Ebene

Die Normalform wird mit Hilfe eines Vektors erzeugt, der im rechten Winkel auf der Ebene
steht. Dieser Vektor heifit daher auch Normalenvektor der Ebene. Der Normalenvektor hat
die Eigenschaft senkrecht zu beiden Spannvektoren zu stehen und wird mit 7 notiert.

Die Ebene in Normalenform sieht im Allgemeinen so aus:
E:0=7-(Z-7)

Dabei ist 7 der Stiitzvektor der Ebene und Z der Ortsverktor zu einem beliebigem Punkt X

in der Ebene.

Beispiel:
-2
P=@47)ud @ =] 3
4
—2 1 —3
Die Gleichung der Ebene E in Normalenform lautet somit also: £ :0=| 8 |- | zy —4
4 T3 — 7

Wird das Skalaprodukt ausgerechnet ergibt sich die Koordinatenform der Ebene:

0=—-2-214+64+8-20—324+4-23—28=-2-21+8-20+4-x3—54
594 =—-2-21+8 - x90+4-1x3

Es ist also jederzeit moglich, den Normalenvektor aus der Koordinatenform der Ebene abzulesen.



