KUZELOVY SECKY

Tecna v bodé elipsy
planimetricky

Zdn Pol Kastrol

7. cervence 2022



1 ZAVOD S PLACNUTIM O ZED

Yoo

1 Zavod s placnutim o zed

Jesté nez zacneme blbnout s tecnou, podivejme se na jeden esencielni
priklad, ktery se nam bude hodit. Asi ho zname z voptiky a tak. ..

Priklad 1

Je ddna primka p a dva rizné body E, F' ¢ p lezici ve stejné po-
loroviné dané primkou p. Najdi bod T € p takovy, aby vzdalenost
|ET| 4+ |FT| byla minimalni. (Zéavod z F do E, zédvodnik musi
placnout do zdi p — kde se méa dotknout?)

Pro hledany bod T plati: T'=pN EF’, kde F’ je obraz bodu F' v
osové soumeérnosti s osou p (obr.la).
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Obr. 1

Diikaz. Na p zvolime libovolny bod X # T' (obr.1b). Trojthelni-
kova nerovnost pro AEXF' iika, ze |EX| + |F'X| > |EF'|, tedy

|[EX|+ |F'X| > |ET| + |F'T)| (1)
Osova soumérnost dle p 1ika, ze

|F'X[=[FX[; [F'T|=|FT] (2)




1 ZAVOD S PLACNUTIM O ZED

Yoo

Dosadime (2) do (1):
|EX|+|FX| > |ET|+ |FT| (3)

Ze vsech bodu primky p ma tedy bod T nejmensi soucet vzdéle-
nosti od £ a F. Minimum souctu tedy existuje a je pravée
jedno. [

Poznamka 1: Pokud body F, F' lezi v opacnych polorovinach
danych primkou p, pak je hledanym bodem T samozdiejmé prii-
sercik p a EF'F.

Poznamka 2: Jak poznat na prvni pohled, ze T" odpovida mi-
nimu? Z konstrukce bodu 7" (obr. 1b) plyne, Ze shodnost t¥i dvo-
jic Ghla (viz obr. 2)!
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(b) p svird s Cervenymi (©) p je osou dhlu

(a) Kolmice ¢ je osou' ., o . -
useckami shodné uhly JFTF

ZETF

Obr. 2: Jak poznat bod Tip, jemuz odpovidd minimum souctu vzale-
nosti od E a F?
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2 Definice tecny elipsy

Definice 1: Tec¢na elipsy

Tecna elipsy je takova primka, kterd s ni ma spole¢ny praveé je-
den bod.

Véta 1: Pomocna véticka o tecné elipsy

Vsechny body te¢ny elipsy (kromé dotykového bodu) lezi vné
elipsy.

Diikaz. Tohle je prima dikaz, jenz vyuziva myslenky z predchoziho pri-
kladu — ¢um na obrazek 3 a zmackni odkaz na aplet v GeoGebre. [
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(a) Primka TY protind dsecku EF (b) Pfimka TY neprotind usecku EF

Obr. 3:

[ https://www.geogebra.org/m/jeuxpq8u ]
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3 Veéta o tecné elipsy

3.1 Formulace 1

Véta: O tecné elipsy — formulace 1

Primka p je tecnou elipsy € s ohnisky F, F' v dotykovém bodé T,
praveé kdyz je kolm4 na osu ihlu ET'F (obr.4).

Obr. 4: , Tecna je kolmice na osu vnit¥niho thlu pruvodica (ZETF).“

Tato formulace véty o tecné krastné koresponduje s vétou o tecné
kruznice:

Piimka p je te¢nou kruznice k se sttedem S v dotykovém bodé T
pravé kdyz je kolma na polomér ST.

Kruznice je totiz specialni pripad elipsy, ktery dostaneme tak, ze
ohnisko F' presuneme do ohniska E. Privodice splynou a na ose jejich
thlu ¢ lezi polomér ST. Kolmost p a ¢ se zachova (obr.5 + odkaz na
aplet 1 v GeoGebte v popisku obrazku) a tecna kruznice je tedy kolma
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na polomeér ST

(a) Tecna je kolmd na osu pravodicu ¢ (b) Tefna je kolmé na polomér ST

Obr. 5: Viz Aplet 1 zde: https://www.geogebra.org/m/nkzbxzky

3.2 Formulace 2

Mrkneme-li se na obr.5a, vidime, ze pa¢ p L ¢ a zaroven uhly mezi
pruvodi¢i (ET,FT) a ¢ jsou shodné, museji byt shodné rovnéz dhly
mezi pravodi¢i a tecnou!

Tim dostavame druhou formulaci véty o tecné elipsy:

Véta: O tecné elipsy — formulace 2

Primka p je tecnou elipsy € s ohnisky E, F' v dotykovém bodé T,
pravé kdyz tuhly, které svird s pruvodi¢i ET a F'T se rovnaji
(obr.6).
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Obr. 6: ,, Tecna svira s pravodi¢i ET a FT stejné thly.“

Musim uznat, ze tohle je moc pékna a snadno zapamatovatelna for-
mulace! I tato vlastnost se pochopitelné zachovava pri prechodu od
elipsy ke kruznici (obr.7 — plus aplet v GeoGebre).

(a) ZVTE = /WTF (b) LVTS = ZWTS

Obr. 7: Viz Aplet 2 zde: https://www.geogebra.org/m/nkzbxzky
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3.3 Formulace 3

Mrkneme-li se na obr.8, vidime, ze pokud trochu prodlouzime pruavodice
ET a FT za bod T, potom diky vlastnosti vrcholovych thli budou
uhly oznacené tfemi ¢arkami shodné jako ty, oznacené dvéma carkami.
Jinymi slovy — tecna je osou vnéjsiho thlu priavodici:

Obr. 8: Vrcholové dhly: L/ VTE = /WTG a AZWTF = /VTH.

Véta: O tecné elipsy — formulace 3

Piimka p je tecnou elipsy € s ohnisky E, F' v dotykovém bodé
T, pravé kdyz je osou vnéjsiho thlu privodica (puli vnéjsi thel
privodi¢i) (obr.9).

I tato vlastnost se pochopitelné zachovava pti prechodu od elipsy ke
kruznici (obr.10 + Aplet 3 v GeoGebre).
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Obr. 9: , Teéna je osa vnéjsiho thlu pruvodi¢u (LFTG resp. ZFTH).“

(a) ZWTF = /WTG (b) LWTS = LZWTG

Obr. 10: Viz Aplet 3 zde: https://www.geogebra.org/m/nkzbxzky

4 Dikaz véty o tecné elipsy

Véta méa tvar ekvivalence, takze dikaz udélame ve dvou krocich, kdy
dokazeme postupné dvé implikace.
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4.1 Dukaz Kroku 1

V diikazu Kroku 1 vyjdeme z Formulace 3:

Krok 1: p je osa vnéjsiho tihlu privodicd = p = tec¢na.

Jestlize primka p prochézi bodem T’ elipsy ¢ s ohnisky F, F' a je
osou vneéjsiho thlu privodicii, potom je to tecna elipsy v bodé T'.

Obr. 11: Co chci dokézat v Kroku 17

Dikaz. Mame tedy primku p, ktera je osou vnéjstho thlu privodici
(obr. 11 vlevo). Dle Poznamky 2 k Piikladu 1 a obr. 2c vidime, ze bod
T odpovidd minumu souctu vzdalenosti od ohnisek F a F' (dle definice
elipsy je tento soucet roven 2a) a vime, Ze toto mimimum je jediné.
Vsechny ostatni body primky p maji soucet vzdalenosti od ohnisek vétsi
nez 2a, takze jsou vnéjsimi body elipsy. Pfimka p ma tedy s elipsou
jediny spolecny bod, takze je to teCna. [

4.2 Dukaz Kroku 2

V dikazu Kroku 2 vyjdeme z Formulace 2:
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Krok 2: p = tecna = p svira s pruvodic¢i shodné tuhly.

Jestlize primka p prochazejici bodem 7' elipsy € s ohnisky FE, F', je
tecnou, potom uhly, které svird s pruvodic¢i ET a FT se rovnaji.

Obr. 12: Co chci dokédzat v Kroku 27

Diikaz. No ty ve, to bude snadné. Pro T plati |ET|+|FT| = 2a (definice
elipsy) a mame dokézano (Véta 1), Ze pro vSechny ostatni body tecny
plati |[ET| + |FT| > 2a. Bod T je tedy dle Prikladu 1 tim bodem
piimky p, pro ktery plati, Ze soucet |ET| + |FT| je minimélni. Tim
padem, dle Poznamky 2 v tomto prikladu, plati, Ze dhly, které sviraji
usecky ET a EF s primkou p, jsou shodné. O
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