Zadatak 041 (Trojac, gimnazija)

Odredite tjeme kvadratne funkcije f(x)=2-(x- 5)2 +3.

Rjesenje 041
Ponovimo!

2
Graf kvadratne funkcije f(x)=a- (x—xo) +3) parabola je s tjemenom u toc¢ki T(xo, yo) dobivena

translacijom parabole y = a - x°. U to&ki X, funkcija f poprima najmanju vrijednost y, ako je a > 0, a
najvecu vrijednost y, ako je a < 0.

f(x) =a - (x - x0)? + Yo

APSCISA
TJEMENA

ORDINATA
TJEMENA

/ T~
\ /
T(xo, Yo)

Primjeri:
o F(0)=a(x-32+5> f(x)=a-(x=3)>+5 = T(3,5)
o« fW)=a (=3 =52 f()=a(x=3)+(-5) = T(3,-5)
o f(W)=a (x+37+5 = f(x)=a-(x-(-3)7 +5 = T(-3.5)
o flx)=a-(x+3) -5 f(X)=a'(x—(—3))2+(—5) = T(-3,-5)

Tjeme zadane funkcije f(x)=2-(x—5)" +3, dakle, je:'T(5, 3).
Vjezba 041

Odredite tjeme kvadratne funkcije f(x)=2-(x- 4)2 +7.
Rezultat: T4, 7).

Zadatak 042 (2A, TUPS)
Dan je skup polinoma drugog stupnja: f(x)=x 2 —(m—1)-x—m, me R. Koji od polinoma
ovog skupa prima najmanju vrijednost za x = — 2? Koliko ta vrijednost iznosi?
Rjesenje 042
Ponovimo!
Kvadratna funkcija

f(x)=a-x2+b-x+c

. s . b
ima ekstrem u tocki s apscisom: X0="5

2-a
2
.. . . 4-a-c—1
Vrijednost ekstrema iznosi: Yo = Laeme
4-a

Ekstrem je minimum ako je a > 0, maksimum ako je a < 0.
Odredimo koeficijente zadanog polinoma:

= . 2 . a:1
f(x)=a-x"+b-x+c b= (m-n) |
FE=x?~m-) o]y,

Trazimo m za koji polinom f (x)=x 2 (m—=1)-x—m poprima najmanju vrijednost u xo = — 2.



b :—L:—Z/-(—Z-a):b:4~a:—(m—1):4~1:>
=2 2-a

= -m+l=4 = -m=4-1= -m=3/(-1) = m=-3.
Za taj m imamo polinom:

m=-3

f(x)=x2—(m—1)~x—m

Najmanja vrijednost (minimum) tog polinoma je:

}: F(x)=x2=(=3=1)-x=(=3) = f(x)=x +4-x+3.

1.inacdica
x=-2

f(X)=x2+4.x+3} = f(—2)=(—2)2 +4-(-2)+3 = f(-2)=4-843 = f(-2)=-1.

2.inacica
2 a=l,b=4,c=3 2
f(x)=x"+4-x+3 N ’ Sy _413-4 N _12-16 .
a=1,b=4,c=3] y=2a<b 0" 41 Ty
4-a
_4 1
= yO—T:> yO_—

Vjezba 042
Dan je skup polinoma drugog stupnja: f(x)= x2 +(1=m)-x—m, me R. Koji od polinoma
ovog skupa prima najmanju vrijednost za x = — 2? Koliko ta vrijednost iznosi?

Rezultat: f(x)=x2+4-x+3 . m==3.

Zadatak 043 (2A, TUPS)

Dan je skup polinoma drugog stupnja: f(x)=x 2 —(m—=1)-x—m, me R. Dokazi da svi
polinomi imaju realne korijene.

Rjesenje 043
Ponovimo!

(x—y)zzx2—2-x-y+y2 , (x+y)2=x2+2-x~y+y2 , x22(),xeR.

Diskriminanta kvadratne jednadzbe « - x 2 +b-x+c=0 jebroj D=0 2 4-a-c.
e Ako je D > 0, jednadZba ima dva realna rjeSenja (korijena).
e Ako je D =0, jednadZba ima jedno dvostruko realno rjesenje (korijen).
e Ako je D <0, jednadZba ima kompleksno-konjugirana rjeSenja (korijene).

Da bi svi polinomi imali realne korijene mora vrijediti:

D30 = bZ—d-q-¢>0.
=2 (m=1)-x— a=1,b=—(m-1),c=—-m
Fl)=x=(m=1)x=m | 5 ) :>(—(m—1))2—4-1-(—m)20:>
a=1,b=—(m-1),c=—m b —4-a-c>0

= (m-1) +4m20 = m>-2-m+144-m20 = m2+2-m+120 = (m+1)> 20,

Tvrdnja je tocna.



Vjezba 043
Dan je skup polinoma drugog stupnja: f(x)=x2 +(1=m)-x—m, me R. DokaZi da svi
polinomi imaju realne korijene

Rezultat: Dokaz analogan.

Zadatak 044 (2A, TUPS)

Dan je skup polinoma drugog stupnja: f (x)=x 2

—(m—1)-x—m, me R. Zakoje se m dobije
polinom s korijenima suprotnih predznaka?

Rjesenje 044
Ponovimo!

Da bi korijeni polinoma f(x)=a-x 2 + b - x + ¢ bili suprotnog predznaka nuzno je i dovoljno da bude
a-f(0)<0 = a-c<0.
Tako bi u ovom zadatku uvjet za m bio:
f(x)=x2 —(m-1)-x-m
a=1,c=—m

Vjezba 044

a=1,c=—m
}:> }:>1-(—m)<0:>—m<0/-(—1):>m>0.
a-c<0

Dan je skup polinoma drugog stupnja: f (x)=x o (I1—m)-x—m, me R. Zakoje se m dobije

polinom s korijenima suprotnih predznaka?
Rezultat: m > 0.

Zadatak 045 (2A, TUPS)
Dan je skup polinoma drugog stupnja: f (x)=x 2 —(m—1)-x—m, me R. Odredi skup totaka
ravnine $to ga Cine tjemena parabola koje su grafovi svih polinoma iz danog skupa.

Rjesenje 045
Ponovimo!

Graf kvadratne funkcije f(x)=a-x 2 +b-x+c je parabola koju dobivamo translacijom parabole

y=a-x 2, tako da joj tjeme bude u tocki T(xo, yo), pri Cemu je

b 4-a~c—172
Xy =—— s Vy = ——mm
0 2-a "0 4-a
Pomoc¢u koordinata tjemena postavimo sustav jednadzbi:
b 3 —(m—l)
_ 2 0="5 0=
f(x)=x"=(m-1)-x-m 2-a 2:1
= N =
a=1,b=—(m-1),c=—m _Aac-b 4-1-(= m)—=(=(m-1))
0 4-a 07 41
_m-1 X :m_l _m-—1
Y0="5" 077 0=
= 2 =
_—4-m—(m-1) —4~m—(m —2-m+1) _—4-m-m~+2-m-1
07 2 Yo = 2 Y0 4



m—1
Xn =—— Xy =—— Xy =———
0 2 0 2 0 2 eliminiramo, isklju¢imo
= 2 = = 2 i Ao ,
-mT=2-m-1 _ omT+2-m+l1 (m+1) m iz dobivenog sustava
Y0~ 4 07 4 0~ 4
m—1
=" 2-xn=m—1 m=2-x,+1 2
0= /7 0 0 (25 +1+1)
= = 2> 2> yy=——— =
() [ 7y ()T [T (a7 [0 1
Yo=- 2 0 4 0 4
2 2 2
(2~x0+2) (2~(x0+1)) 4 (x0+1)
= Yy=" 2 = V9=~ 1 = Vy=- 4 =
2
4~(x0+1) 2
= Yo=- 4 = y0=—(x0+1) .
Vidimo da je skup tjemena parabola koje su grafovi polinoma iz danog skupa takoder parabola
y=—(x+1)2.

Vjezba 045
Dan je skup polinoma drugog stupnja: f(x)=x"+(1-m)-x—m, me R. Odredi skup to¢aka
ravnine $to ga ¢ine tjemena parabola koje su grafovi svih polinoma iz danog skupa.
Rezultat: y=—(x+ 1)2 .
Zadatak 046 (2A, TUPS)
Za koje vrijednosti realnog parametra m polinom IL. stupnja: f(x)=m-x“ —x—1-m ima

korijene istog predznaka?

Rjesenje 046
Ponovimo!

a>01._a<01 a a>0| a<0

a-b<0 = ili , —<0=> ili .
b<0|  b>0] b b<0f  b>0
a>01,_a<01 a a>0]| . a<0

a-b>0 = ili , —>0=> ili .
b>0[  b<0f b b>0|  b<O

Rjesenja x,, x, kvadratne jednadzbe a- x 2 +b-x+c=0 zadovoljavaju Vieteove formule:
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Drugo rjesenje x, je negativno pa prvo rjesenje x;, zbog uvjeta zadatka, mora biti takoder negativno:

m
Racunamo vrijednosti parametra m:

1+m l+m>0} m>-—1
—<0 =

= 0 } = me(-1,0).

X, - X
a 1 ™2
1.inacdica

Nademo korijene polinoma tako da rijeSimo kvadratnu jednadzbu:

a=m ,b=-1,c=—-1-m 1+\/1 7 ( 1 )
. —x—1-m= +J1-4-m-(-1-m
m-x~—x-1-m=0 - b+ ,b2—4-a~c = X ,=
a:m,bZ—l,CZ—l—m X = - 4 2m
1,2 2-a
2 2
1x\1+4-m+4-m _l+ (l+2~m) _11(14_2 m)
= M2~ 2om ~N27 m LT -
B _1+(1+2 m) 1+1+2-m :2+2 m 5 (1+m) em
1 2-m 1 2-m 1 2-m xlz xlz_
= = 2-m = m
_1—(1+2 m) . :l—l—2~m . :—Z-m =] R
= 2-m 2 2-m 2 o2m 2 2

1—'__Wl<0'

m m<0
<
N
>
< >
=- 00 - 1 0 =+ oo
1+m<0 <1
. H_m<() = " = m = J prazan skup.
m m>0 m>0
<
o~ prazan N
skup <
< >
- -1 0 + o0
2.inacica

Uporabom druge Vieteove formule dobije se:

m-Xx

a=m ,b=-1, c=
AR I
= = — =—]- X Xy =—
a=m , b 1,c¢ 1-m 17277,
Budu¢i da korijeni imaju iste predznake, slijedi:
—1-m
XXy >0 = ~ >0/ (1) =

Racunamo vrijednosti parametra m:

1+m

m

<0 =

1+m>0 m>-—1
= = me(-10).
m<0 m<0

—1-m

1+m

m

= XXy =

<0.

—1-m

m



1+m 1+m<0} m<-—1
e — <0=> =

} = J prazan skup.
m>0

m m>0
Vjezba 046

2

Za koje vrijednosti realnog parametra m polinom IL stupnja: f(x)=m-x“ —x—(1+m) ima

korijene istog predznaka?

Rezultat: me(—1,0).

Zadatak 047 (2A, 2C, TUPS)

Odredi be R tako da tjeme parabole y =— 3 - x> + b - x — 16 bude u to¢ki T(- 2, — 4).
Rjesenje 047

Ponovimo!
Graf kvadratne funkcije f(x)=a- x2 +b-x+c je parabola y=a- x2 +b-x+c. Tjeme T najniza je
tocka parabole i parabola je otvorena prema gore ako je a > 0. Tjeme T najvisa je tocka parabole i
parabola je otvorena prema dolje ako je a < 0. Koordinate tjemena T(xo, yo) su:

b ‘ _4-a-cfb2

Xy = s Y
0 2-a 0 4-a
l.inacica
Iz formule za apscisu (prvu koordinatu) tjemena T:

dobije se koeficijent b.
T(xo, yo) =T(—2, - 4)

b b b
y=—3-x2+b-x—16 :>|:X0= } = -2=- :>—2=g/-6:>b=—12.
a=-3,b=b, c=-16

2.inacica
Budué¢i da tocka T pripada paraboli, uvrstit ¢emo vrijednosti koordinata tjemena T u jednadZzbu
parabole:

T(x, y)=T(—2,—4) 2
5 = —4=-3.(-2)"+b-(-2)-16 => -4=-3.4-2-p-16 =
y=-3-x"+b-x-16
= -4=-12-2b-16 = 2:b=-12-16+4 = 2.b=-24/:2 = b=-12.
Vjezba 047
Odredi be R tako da tjeme parabole y =2 - x> + b - x + 1 bude u to¢ki T(1, — 1).
Rezultat: -4

Zadatak 048 (2A, 2C, TUPS)

7
Odredi a e R tako da tjeme parabole y = a - x° — X + 4 bude u tocki T(l, Ej

Rjesenje 048

Ponovimo!
Graf kvadratne funkcije f(x)=a-x 2 iboxte je parabola y=a-x 2 ibox+te, Tjeme T najniZa je
tocka parabole i parabola je otvorena prema gore ako je a > 0. Tjeme T najvisa je tocka parabole i
parabola je otvorena prema dolje ako je a < 0. Koordinate tjemena T(xo, yo) su:



Xp = , Y= ———
0 2-a 0 4.a
l.inacica
Iz formule za apscisu (prvu koordinatu) tjemena T:

dobije se koeficijent a.

T(x,- y0)=T(1, 9

b -1 1 1

y=a-x2—x+4 = | X =" > l=——=l=— = 2.a=1/:2 = a=—.
2-a 2-a 2

a=a ,b=-1, c=4

2.inacica
Buduéi da tocka T pripada paraboli, uvrstit ¢emo vrijednosti koordinata tjemena T u jednadzbu
parabole:

T(x, y):T(l, %)

y=a-x2—x+4

7 7 7 7 1
= —=a~12—1+4 = —=a+3 = a+3=— => a=—-3 = a=—.
2 2 2 2 2

Vjezba 048
Odredi a e R tako da tjeme parabole y = a - x*—4 - x + 1 bude u to¢ki T(1, — 1)
Rezultat: 2.

Zadatak 049 (Marina, gimnazija)

Parabolay = x> + a - x + b ima isto tjeme kao parabolay = — x*—2-x—2.Izralunaja-b.
Rjesenje 049

Ponovimo!
Graf kvadratne funkcije f(x)=a- X2 4boxte je parabola y=a- X 4boxte Tjeme T najniZa je
tocka parabole i parabola je otvorena prema gore ako je a > 0. Tjeme T najvisa je tocka parabole i
parabola je otvorena prema dolje ako je a < 0. Koordinate tjemena T(xy, yo) su:

b 4~a~c—l72
X = —— . ),’ =
0 2-a 0 4-a
Nademo tjemena zadanih parabola.
a
T X ,y Xy = ———
y=x2+a~x+b ( 0 0) 0 2:1
. = 2 | = (=
a=1 S b=a s c=b . :_L . :4'61‘(,—17 _4.1.b_a
0 2-a "0 4-a yO_ 4.1
Lo a
07 2 a 4b-a’
= 7 (= T|——,
4-b—a 2 4
Yo = 1



2 | =
=—1,b==-2,c==2 b y _4-a-c-b
0 2.0 0 4-a
-2
Xn =— _ _
0 2 (_1) xo ! xo_ ! X :—1}
= = 8—4 p = 4 = = T(-1,-1).
2 = — —_—— —
, _4(=1)(=2)-(-2) Yo= T4 Y=, 0="1
R
Budu¢i da obje parabole imaju zajednicko, isto tjeme, slijedi:
2 a a
- _%’ 4-b;a —5_—1 —E_—1/-(—2) 42
= = = =
4~b—a2_ 1 4~b—a2_ 1/-4 4-b—a2=—4
T(-1,-1) 2 1
2

= 4.b-2"=-4 = 4b-4=-4 = 4.b=—4+4 =4.b=0/:4 = b=0.
Zato je
ab=2-0 = a-b=0.
Vjezba 049
Parabola y = x* + a - X + b ima isto tjeme kao parabola.y= — x* — 2 - x — 2 . Izraunaj a + b.
Rezultat: 2.

Zadatak 050 (Dragan, gimnazija)
Zadana je funkcija x> — 2 - k - x —.L. 42 - k> =y = 0, gdje je k realan parametar. Nadi
geometrijsko mjesto tocaka minimuma funkcije kad se k mijenja.

Rjesenje 050
Ponovimo!

(a—b)2 2612—2-61'b+b2.

2
Graf kvadratne funkcije f(x)=a-(x—x0) +Y( Je parabola s tjiemenom u tocki T(xo, yo). U

tocki x, funkcija f poprima najmanju vrijednost ako je a > 0, a najvecu vrijednost ako je a < 0.

Kanonski oblik zadane funkcije glasi:
x2—2-k~x—1+2~k2—y=O = —y=—x2+2-k~x+1—2~k2 /-(-1) =
= y=x2—2~k~x—1+2-k2 = y=x2—2-k~x—1+k2+k2 =

= y=x2—2-k-x+k2+k2—1 = y=(x2—2-k-x+k2)+k2—1 =

= y=(x—k)2+k2—1.
Koordinate tjemena T parabole iznose:
f(x)za.(x—xo) +5g T(xo, yo) N T(k,kz—l).

Fx)=(x—k) 24k 2 -1

Trazeno geometrijsko mjesto tocaka dobije se eliminiranjem parametra k iz sustava jednadzbi.
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T(x, y):T(k,kz—l) = )

=
y=k -1

y=k2-1 y=k“ -1

metoda zamjene,
=

} 2
L = y=x -1
supstitucije
TraZeno geometrijsko mjesto to¢aka je takoder parabolay = x> — 1.
Vjezba 050
Zadana je funkcija x> +2 - k> =y + 2 - k - x + 1, gdje je k realan parametar. Nadi geometrijsko
mjesto tocaka minimuma funkcije kad se k mijenja.

Rezultat: y=x"—1.

Zadatak 051 (4A, TUPS)
1 2
Putanja lopte opisana je funkcijom h=—ﬁ-x2 +—-x+1, gdje je h visina lopte iznad

zemlje, a X horizontalna udaljenost od mjesta ispucavanja. Veli¢ine h i x izraZene su u metrima. Nadi
visinu najvisSeg poloZaja lopte iznad zemlje.

Rjesenje 051
a b a+b a " a "
—t—= , —_ e T .
n o n n b b

Ponovimo!
2
y=a-x +b:x+c

postiZe minimum m ako je a > 0, a maksimum M akoje'a < 0. Minimum (ili maksimum) je u to¢ki

weee

b
X F ——,
0 2-a
a njegova vrijednost iznosi
2
4-a-c—-b
Yy = ——m
-0 4-a
Minimum i maksimum funkcije zajednicki zovemo ekstrem funkcije.
A A
y y
a>0
Yo
Yo=M
Xo
0 X 0 Xg X
a<0
Yo Yo = M
1 2 2
y=——x +—x+l = a=—, b=—, c=1
100 5 100 5

Buduéi da je koeficijent a negativan, znaci da je graf funkcije parabola s otvorom prema dolje.
Ekstrem funkcije bit ¢e maksimum. Po formuli nalazimo maksimum:



1 2
=, =—, C:1 1 2 1 2 2
100 5 =——,b=—, c=1 4. —— |1 =
100 5 100 5
h=y, = = h= =
- 1
> h—4 a-c—b 4.(_j
_4-a-c-b - 4.4 100
Y0 4.a
14 Rl R
= h 25125:;1_ 215:>h=%:>h——:>h=5m.
25 25 25
Visina najviSeg poloZaja lopte iznad zemlje je 5 m.
#ﬁg

Vjezba 051

Putanja lopte opisana je funkcijom h=- 0.01-x 2 +0.4-x+1, gdje je h visina lopte iznad
zemlje, a X horizontalna udaljenost od mjesta ispucavanja. Veli¢ine h i x izraZene su u metrima. Nadi
visinu najviSeg poloZaja lopte iznad zemlje.

Rezultat: 5 m.

Zadatak 052 (Marina, srednja Skola)
Koliki su koeficijenti kvadratne funkcije prikazane na slici?

Rjesenje 052
Ponovimo!
Funkcija zadana formulom:

‘f(x):a~x2+b~x+c ,a,b,ceR , a#0
zove se kvadratna funkcija ili kvadratni polinom. Za broj a kaZemo da je vodeci koeficijent, b je
linearni, a c slobodni koeficijent kvadratne funkcije. Graf kvadratne funkcije f (x) =a-x 2 +b-x+c

jeparabola y=a-x 2 +b-x+c.
Broj x¢ je nultocka funkcije f ako vrijedi

7 (xp) =0,

Realna nultocka funkcije apscisa je tocke u kojoj graf funkcije sijece (ili dira) x — os. Graficki nultocke
odredujemo tako da nacrtamo parabolu

2
y=a-x +b-x+c

1 odredimo tocke na x — osi u kojima parabola sijece (ili dira) x — os. Ako su poznate nultocke x; i X»
kvadratne funkcije, tada se ona moze faktorizirati

d _a.x2+ ‘X+c
f(x)= g = fx)=a(x=x ) (x-x)

Xp» Xy —nultocke funkcije

10



A 4

Budu¢i da su nultocke (korijeni) prikazane kvadratne funkcije brojevi x; = — 2 i x, = 3, funkciju
moZemo zapisati u obliku

F(9)=a(x-) (-x,)

_ 3 = f(X)=a~(x—(—2)).(x—3) = f(x)=a (x+2)-(x-3) =
X ==2, Xy =

= f(x)=a~(x2 —3~x+2-x—6) = f(x) =a~(x2 —x—6).
Tocka A(0, — 6) pripada grafu funkcije pa njezine koordinate uvrstimo u zadanu jednadzbu i odredimo

koeficijent a:

A(x, y)=A(0, -6) )
2 = —6=a-(0 —0—6) = —6=a-(-6) = 6:a=6/:6 = a=1.
y=a-(x —x—6)

Znaci da funkcija i koeficijenti glase:

a=1
f(x)=1-(x2—x—6) = f(x)=x2—x—6 = f(x)=l-x2—1-x—6 = b=-1
c=-06

Vjezba 052
Koliki su koeficijenti kvadratne funkcije prikazane na slici?

A

A 4

Rezultat: fx)=x*-4 , a=1 , b=0 , c=-4.
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Zadatak 053 (Ekipa, TUPS)
Koju funkciju prikazuje sljedeci graf?

v

2 2 2 2
A f(x)=(x+3)"+4 B. f(x)=(x+3)"-4 C. f(x)=(x-3)"+4 D. f(x)=(x-3)" -4
Rjesenje 053
Ponovimo!
Graf kvadratne funkcije zadane formulom
2
f(x) :a~(x—x0) + Y #0
parabola je s tjemenom u tocki
(%)
U tocki x, funkcija poprima najmanju vrijednost y, ako je a > 0, a najvecu vrijednost y, ako je a < 0.

1.inacdica

A

T

Sa slike odredimo koordinate tjemena parabole T(3, — 4).
JednadZba parabole glasi:

T(xo, yo) =T(3, —4)
f(x)=a-(x—x0)2+y0

Odgovor je pod D.
2.inacica

= f()=a-(x=3)° 4 = [a=1] > f(x)=(x-3)" -4,
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Sa slike odredimo koordinate jedne tocke koja pripada paraboli. Na primjer, to¢ka A(1, 0).
Koordinate tocke redom uvrstavamo u ponudene odgovore A, B, C i D.

Odgovor A.
A(x. f(x))=A(1,0)
f(x)z(x+3)2+4

OdgovorB

Al f (x
f(x)=(x+

OdgovorC

} = 0=(143)%+4 = 0=4%44 = 0=1644 = 0=20 nije tono

=(1+3) 2 4= 0=4724 = 0=16-4 = 0=12 nijc toéno

f(x)=(x- 3
Odgovor D.
Al f (x
F(x)=(
Odgovor je pod D.

3 }
A(x, f(x) 2
= 0=(1-3) 244 = 0= (-2)"+4 = 0=4+4 = 0=8 nije tocno
2 o
}:>O= - —4:>0=(—2) -4 = 0=4-4 = 0=0 tocno je

Vjezba 053
Koju funkciju prikazuje sljedeci graf?

A 4

A F(0)=(x+2)249 B f(x)=(x+2)2=9 € f(x)=(x=2)2+9 D. f(x)=(x-2)*-9
Rezultat: Odgovor je pod D.
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Zadatak 054 (Nikola, srednja Skola)

vese

slici.
Rjesenje 054

Uocimo tocke u kojima parabola (graf kvadratne funkcije) sijece x i y os. Njihove koordinate
glase:

A-2,00 , B@© 1) , CQ1,0).

Koordinate svake tocke uvrstimo u jednadzbu parabole (graf kvadratne funkcije).

Alx, f(x)):A(—Z, 0) 5
. = 0=a-(-2)"+b:(-2)+c = 4-a-2-b+c=0.
)—a X +b x+c

f(x

B(x, £(x))=5(0.1)
(x)—ax +b-x+c
C(x £ (x)=¢(1.0)

o > = O=a~12+b-1+c = a'l+b1+¢c=0 = a+b+c=0.
f(x)=a~x +b-x+c

= 1=a-02+b-0+c = 1=0+0+¢c = c=1.

Iz sustava od tri linearne jednadZbe sa tri nepoznanice dobiju se koeficijenti a, b i c.

4-a-2-b+c=0

{metoda} 4-a—2-b+1=0} 4-a—2-b=—1}
c=1}; = = = =

zamjene a+b+1=0 a+b =-1
a+b+c=0

14



metoda suprotnih 4.a-2-b=-1 4.a-2-b=-1
= =
2-a+2-b =-2

} = 6a=-3/:6 =

koeficijenata a+b =-1/-2
3 o arb=-l 1 1 1
> a=-——=>a=—— = 1 = ——+b=-1 = b=-1+— = b=——.
6 2 a=—— 2 2
2
Kvadratna funkcija glasi:
1 1
a=—— ,b=——, c=1 1 2
2 2 = f(x)z—— x T ——-x+1

f(x)za-x2+b~x+c
Vjezba 054
Odredite koeficijente a, b, ¢ kvadratne funkcije f(x) = a - X + b - x + ¢ &iji je graf
prikazan na slici.

Rezultat: f (x) =x 2 —4.

Zadatak 055 (XY, gimnazija)

Projektil je koso ispaljen iz to€ke-na nadmorskoj visini od 50 m i giba se po paraboli. Nakon 2
km postiZze nadmorsku visinu od 610 m. Nakon sljede¢a 2 km nalazi se na nadmorskoj visini od 530
m. U trenutku kada projektil dostiZze svoju maksimalnu visinu, 500 m iznad njega leti helikopter. Na
kojoj se nadmorskoj visini u tom trenutku nalazi helikopter?

Rjesenje 055
Ponovimo!
Graf kvadratne funkcije

f(x):a-x2 +b-x+c,a#0
je parabola

y =a~x2 +b-x+c.
Kvadratna funkcija

: 2
f (x) =a-x +b-x+c,a#0
ima ekstrem u tocki s apscisom
b

Xy = .
0 2-a

Vrijednost ekstrema iznosi:

4~a~c—b2
Vy =—
-0 4-.a

Ekstrem je minimum ako je a > 0, maksimum ako je a < 0.

15



Budu¢i da se projektil giba po paraboli, uoc¢imo tri tocke parabole za koje su poznate koordinate. Sve
koordinate izrazit ¢emo u kilometrima. Uvedemo koordinatni sustav tako da tocka A ima koordinate
A(0, 0.05) jer projektil nije ispaljen sa povrSine zemlje nego iz tocke na nadmorskoj visini od

50 m =0.05 km.

Tocka B ima koordinate B(2, 0.61) jer nakon 2 km od ispaljivanja projektil postiZe nadmorsku visinu
od
610 m =0.61 km.

Tocka C ima koordinate C(4, 0.53) jer nakon sljedeca 2 km, tj. nakon ukupno 4 km od ispaljivanja
projektil postize nadmorsku visinu od
530 m = 0.53 km.

Koordinate svake toc¢ka: A, B i C uvrstimo u jednadZbu parabole
y=a-xX’+b-x+c¢tj.
a-x’+b-x+c=y.
Tocka A
A(x, y)=A(0, 0.05) ’
2 = a0 " 4+b:0+¢c=0.05 = a-0+b6-04+¢c=0.05 = ¢=0.05.
a-x +b-x+c=y
Toc¢ka B

B(x, y)=B(2,0.61) ’
> = a2 +b-2+c=061 = 4-a+2-b+c=0.61.
a-x +b-x+c=y

Tocka C

C(x, y)=C(4,053) ’
5 = a-4"+b-4+¢=053 = 16-a+4-b+c=0.53.
a-x +b-x+c=y

Dobili smo sustav od tri jednadZbe s tri nepoznanice. Iz sustava jednadZbi izraCunamo koeficijente a, b
ic.

c=0.05

4-a+2-b+c=0.61 ; = {

metoda } 4~a+2~b+0.05=0.61}
f—
16-a+4-b+c=0.53

supstitucije 16-a+4-b+0.05=0.53

4-a+2-b=0.61-0.05 } 4-a+2-b=0.56 } [metoda suprotnih}
= =

= =
16-a+4-b=0.53-0.05 16-a+4-b=0.48 koeficijenata

4-a+2-b=056 } 4-a+2-b=0.56

= = = —4.4=032 =
16-a+4-b=048 /: (-2) -8-a—4-b=-0.24

= —4.a=032/:(-4) = a=-0.08.
Racunamo koeficijent b.
a=-0.08
4-a+2-b=0.56
= 2:b=056+032 = 2-b=0.88 = 2-b=0.88/:2 = b=0.44.

} = 4-(=0.08)+2-b=0.56 = —-0.32+2-b=0.56 =

Budu¢i da se maksimalna visina y, racuna po formuli

B 4-a~c—b2
yO 4.a )
slijedi:
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a=-0.08 , b=044 , c=0.05 2
4-(-0.08)-0.05-0.44

= =0.655 =
4-(-0.08) Y0

_4~a~c—b2 = Y=
Y0 4-a
= y0=0.655 km = y0=655 m.

Helikopter se nalazi na visini od
655 m + 500 m = 1155 m.

A
! ==
A
500
/// yﬂ \\\
/ \
/ \ x
\\
>

Vjezba 055

Projektil je koso ispaljen iz tocke na nadmorskoj visini od 50 m i giba se po paraboli. Nakon 2
km postize nadmorsku visinu od 610 m. Nakon sljede¢a 2 km nalazi se na nadmorskoj visini od 530
m. U trenutku kada projektil dostize svoju maksimalnu visinu,.445 m iznad njega leti helikopter. Na
kojoj se nadmorskoj visini u tom trenutku nalazi helikopter?

Rezultat: 1100 m.

Zadatak 056 (Vedrana, gimnazija)
Koja slika prikazuje graf funkcije f(x) = =x" - x?
A. C.

Rjesenje 056
Ponovimo!
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a-b=0 & a=01ili b=0ili a=b=0.
Graf kvadratne funkcije

f(x)=a~x2 +b-x+c,a#0
je parabola

2
y=a-x +b-x+c.

Tjeme T najniZa je tocka parabole i parabola je otvorena prema gore ako je a > 0.

Tjeme T najvisa je tocka parabole i parabola je otvorena prema dolje ako je a < 0.

Tocke u kojima graf funkcije sijece os apscisa imaju ordinatu jednaku nuli (y = 0).

Nultocka grafa je tocka u kojoj graf sijece os apscisa (y = 0). Vrijednost x za koju je f(x) = 0 zove se
nuliste funkcije. Najcesce se za oba pojma rabi izraz nultocka.

Odredujemo otvorenost parabole

2
y=—x -Xx

y=a~x2+b-x+c y=—x2—x )
= = a=-1<0 = parabola otvorena prema dolje.
y:—x2—x a=—1,b=—1,c=0
Odredujemo nultocke kvadratne funkcije
f (x) =—x 2 —X.

f(x)=0 = —x2—x=0 = —x2—x=0/~(—1) = x2+x=0 = x(x+1)=0 =

x=0 )Cl =0
= = nultocke.

x+1=0 Xy =%
Odgovor je pod B.
Vjezba 056
Koja slika prikazuje graf funkcije f(x)'= x> — x?
A. C.
-
-
X 1 X
B D.
vh 7
o
1 1
| - .#"'-""\..1
O\ 1 X 0
Rezultat: C.
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Zadatak 057 (Vedrana, gimnazija)
Koja slika prikazuje graf funkcije f(x) =—2 - (x +2) - (x - 1)?

Rjesenje 057
Ponovimo!
a-b=0 © a=20\f b=0 ili a=b=0.
Graf kvadratne funkcije
f(x)za~x2 +b-x+c,a#0
je parabola

2
y=a-x +b-x+c.

Tjeme T najniZa je tocka parabole i parabola je otvorena prema gore ako je a > 0.

Tjeme T najvisa je tocka parabole i parabola je otvorena prema dolje ako je a < 0.

Tocke u kojima graf funkcije sijeCe os apscisa imaju ordinatu jednaku nuli (y = 0).

Nultocka grafa je tocka u kojoj graf sijece os apscisa (y = 0). Vrijednost x za koju je f(x) = 0 zove se
nuliste funkcije. Najcesce se za oba pojma rabi izraz nultocka.

Faktorizacija kvadratnog trinoma

Svaki se kvadratni trinom moZe napisati u obliku

2
a-x +b~x+c=a‘(x—xl)~(x—x2),
gdje su x, i X, rjeSenja pripadne kvadratne jednadzbe

a~x2+b‘x+c=0.
Odredujemo otvorenost parabole

Il
|
[\
—_

. x+2)-(x—1).

y
vmafeon b len)] _ vma ()

} = a=-2<0 = parabola otvorena prema dolje.
y=-2-(x+2)-(x-1) a=-2

Odredujemo nultocke kvadratne funkcije
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f(x)==2-(x+2)-(x-1).
f(x)=0 = -2:(x+2)-(x-1)=0 = -2:(x+2)-(x-1)=0/:(-2) = (x+2)-(x-1)=0 =

x+2=0 X =-2
= = nultocke.

x—1=0 Xy = 1
Odgovor je pod A.
Vjezba 057

Koja slika prikazuje graf funkcije f(x) =2 - (x +2) - (x — 1)?

Rezultat: C.

Zadatak 058 (Franjo, srednja Skola)
13
Najveca vrijednost polinoma drugog stupnja jednaka je E Takoder vrijedi f(- 1) = f(2) = 1.

Koji je to polinom?

Rjesenje 058
Ponovimo!
x-y=0 o x=0ili y=0ili x=y=0.

X m x-n+y-m n

—t—=—  , n=—.

y n y-n 1
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju

a~(b+c) =a-b+a-c , a~b+a‘c=a‘(b+c).
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
f(x):a~x2 +b-x+c,

gdje su a # 0, b i ¢ realni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a c slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)
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ima ekstrem u tocki s apscisom:

Vrijednost ekstrema iznosi:
- 4‘a~c—l72 .
70 4-q
Ekstrem je minimum ako je a > 0, maksimum ako je a < 0.
Graf kvadratne funkcije (polinoma drugog stupnja) f (x)=a- x 2 +b-x+c je parabola
y:a-x2 +b-x+c.

Parabola je simetri¢na s obzirom na pravac koji je usporedan (paralelan) s osi y 1 prolazi tjemenom
parabole. Jednadzba je tog pravca x = Xy. To znaci da iz jednakosti

f(x)=1(x)

slijedi da je apscisa tjemena parabole x, poloviste zbroja apscisa x; i x,.

X +x
_1 72
Xo = 5
l.inacica
Prema uvjetima iz zadatka dobije se sustav od tri jednadZbe sa.tri.
- 2 a~(—1)2+b~(—1)+c=1
f(_l)_l f(x)za‘x +b-x+¢
f(2)=1 = 2 = a2 +b-24c=1 =
o _4ac-b 5
o =3 07T, 4a-c-b” 13
0 - =
8 4-a 8
a-b+c=1 a-b+c=1 a-b+c=1
= 4-a+2-b+c=1 = 4-a+2-b+c=1 = 4-a+2-b+c=1 =
4-a-c—b2 13/ . 2-(4-a-c—b2)=13-a 8-a-c—2-b2=13-a
2 " 2 /. 8a
4-a 8
iz prve jednadZbe izraCunamo c=1l-a+b
=> | nepoznanicu ¢ i uvrstimo u = 4-a+2-b+c=1 =
druge dvije jednadzbe 8a-c-2-h2=13.4
4-a+2-b+l1-a+b=1 4-a+2-b+l-a+b=1
= ) = 2 ) =
8-a-(1-a+b)-2-b"=13-a 8-a-8-a”+8-a-b-2-b"=13-a
3-a+3-b=0 3-a+3-b=0/:3
= 2 2 = 2 2 =
8-a-8-a +8-a-b-2-b" -13-a=0 -5-a-8-a " +8-a-b-2-b" =0

a+b=0 b=_a metoda
: 2 2 j 2 2 j . .. :
~5-a-8-a” +8-a-b-2-b" =0 ~5.a-8-a”+8-a-b-2-b" =0 supstitucije
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= —5~a—8~a2+8-a-(—a)—2-(—a)2=() = —5.a-8a’-8a°-2.a%=0 =

= —18-:a’-5a=0 = —18-a2—5-a=0/~(—1) = 18-a’+45a=0 = a-(18-a+5)=0 =

= 18-a=-5 = 18-a=-5/:18 = az—i.

18

a =0 nema smisla
j—
18-a+5=0

Racunamo koeficijente b i ¢ polinoma drugog stupnja (kvadratne funkcije).

Polinom drugog stupnja glasi:

f(x)=a~x2+b-x+c
5 5 ap = fx)=—"-x tg

a=—-— ,b=—,c
18 18 9

maksimum

2.inacica
Iskoristit ¢emo svojstvo simetrije grafa polinoma drugog stupnja. Buduci da je f(— 1) = f(2), slijedi da
je apscisa tjemena parabole (najvece vrijednosti polinoma) poloviste apscisa x; =—11x, =2:
-1+2 1

Xy = = xy=——.
0~ » 0~ »

Rijesimo sustav od tri jednadZbe sa tri nepoznanice.

2
Fl=1)=1 a-(-1)"+b-(-1)+c=1
f(2=1 = [_f(x):a-xzﬂa-xﬂ} = a2 b 24e=1 =

f(lj=2 [1)2”) L, _13
a-| — «—_ c=—
2) 8 2 2 8
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a—-b+c=1 a-b+c=1 a—-b+c=1

= 4-a+2-b+c=1 = 4-a+2-b+c=1 = 4-a+2-b+c=1 =
Lartpre=21  Lailpi 2B Zardbase=h
4 2 8 4 2 8
iz prve jednadZbe izraCunamo c=1l-a+b
4-a+2-b+l1-a+b=1
= | nepoznanicu c i uvrstimo = 4.a+2-b+c=1 = =
o 2-a+4-b+8-(1-a+b)=13
u druge dvije jednadZbe 2-a+4-b+8-c=13
4.-a+2-b+l-a+b=1 3-a+3:6=0 3-a+3:b=0/:3
= = =
2-:a+4-b+8-8-a+8-b=13 —-6-a+12-b=13-5 —6-a+12-b=8
a+b=0 b=-a metoda
= = = = —6~a+12~(—a)=5 =
—-6-a+12-b=8 —-6-a+12-b=8 supstitucije

5
= —6-a-12-a=5 = -18-a=5 = -18-a=5/:(-18) = a=--

Racunamo koeficijente b i c polinoma drugog stupnja (kvadratne funkcije).

5
= c=l-a+b; = = :1+_8+§
5 c= —(—ij+b c=1+—+>
=—— 18
18

Polinom drugog stupnja glasi:

f(x)=a-x2+b-x+c

a=—— ,b=—,c
18 18 9

Vjezba 058
Najveca vrijednost polinoma drugog stupnja jednaka je 3. Takoder vrijedi f(— 1) = f(2) = 0.
Koji je to polinom?

Rezultat: f(x):_i.x o2

Zadatak 059 (Matea, gimnazija)

Sa 200 metara Zice treba ograditi zemljiSte pravokutnog oblika $to je moguce vece povrSine.
Koliko iznosi duljina i Sirina zemljista?
Rjesenje 059

Ponovimo!
Paralelogrami su Cetverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut (pravi kut ima 90°).
Opseg i povrsina pravokutnika
Opseg je zbroj duljina svih stranica pravokutnika

0=2. (a + b).
Povrsina pravokutnika je jednaka produktu njegove duljine a i Sirine b.
P=a-b.

Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
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f(x) :a~x2 +b-x+c,
gdje su a # 0, b i ¢ realni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b
linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

_f'(x):a-,\’2+17~x+c ,a#0

ima ekstrem u tocki s apscisom:

Vrijednost ekstrema iznosi:
. _4~a~c—l72
-0 4-q '

Ekstrem je minimum ako je a > 0, maksimum ako je a < 0.
Oznacimo slovima x i y duljinu i Sirinu pravokutnika. Budu¢i da je Zica duga 200 metara, dobije se:

0=2-(x+y) metoda
= | = 2(x+y)=200 = 2-(x+y)=200/:2 =
0 =200 komparacije
= x+y=100 = y=100-x.
P=x-y metoda 2 2
. = | = P=x-(100-x) = P=100-x-x" = P=-x"+100-x.
y=100-x supstitucije
Povrsina pravokutnika izraZzena je pomocu kvadratne funkcije;

2
P(x) =—x2 +100-x = P(x) % +100-x
a=-1, b=100 , c=0
Budud¢i da je vode¢i koeficijent kvadratne funkcije'P(x) negativan (a = — 1 < 0), funkcija ima najvecu
vrijednost za:

b

X=—— 100
2.a = x:—2 " = x=50.
a=-1, b=100 (=)
Tada je:
y=100—x
= y=100-50 = y=50.
x=50

Znaci da je zemljiste kvadratnog oblika, a duljina stranice iznosi 50 m.

maksimalna
povrsina povrsina

jednaki opsezi

Vjezba 059

Sa 100 metara Zice treba ograditi zemljiSte pravokutnog oblika Sto je moguce vece povrSine.
Koliko iznosi duljina i Sirina zemljista?
Rezultat: 25 m.
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Zadatak 060 (Matea, gimnazija)

1
Luk mosta ima oblik parabole y = —% X 2 + ¢. Kolika je duljina mosta ako je visina luka 5

m?

Rjesenje 060
Ponovimo!
Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
f(x):awZ +b-x+c,
gdje su a # 0, b i c realni brojevi. Broj a naziva se vodec¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b

linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

f(x):a-x2+b~x+c ,az0
ima ekstrem u tocki s apscisom:
b
Xn=——.
0 2-a
Vrijednost ekstrema iznosi:
4-a-c—b 2
Vy =———————————
- 0 4 -a
Ekstrem je minimum ako je a > 0, maksimum ako je a < 0.

Graf kvadratne funkcije (polinoma drugog stupnja) f (x) =a-x 2 +b-x+c je parabola
)‘=a-,x2 +blutc.

Nultocka grafa je tocka u kojoj graf sijece os apscisa'(y = 0). Vrijednost x za koju je f(x) = 0 zove se
nuliSte funkcije. NajceSce se za oba pojma rabi.izraz nultocka.
Nultocke kvadratne funkcije dobijemo tako da rijeSimo kvadratnu jednadZzbu:

a-x2+b-x+c=0.
Za realni broj x njegova je apsolutna vrijednost (modul) broj | X | koji odredujemo na ovaj nacin:
x, x>0
EE
—x, x<0.

Ako je broj x pozitivan ili nula, tada je on jednak svojoj apsolutnoj vrijednosti. Za svaki x, x > 0,
vrijedi | xi =X.
Ako je x negativan broj, njegova apsolutna vrijednost je suprotan broj — x koji je pozitivan. Za svaki x,

x<0,je |x|:—x.
Ili ovako:
Apsolutna vrijednost realnog broja x definira se
x, x>0
‘ X ‘ =< 0, x=0.
—x, x<0

Ako je broj x pozitivan broj, onda ga prepiSemo: | x |=x,171=7.

Ako je broj x negativan broj, onda ga piSemo s minusom: | x | =—-Xx, -4 1=-(-4) =4.

Neka su A(x;) 1 B(x,) dvije toc¢ke brojevnog pravca. Tada je udaljenost dviju tocaka jednaka
‘ AB‘:‘Xz—xl ‘

Postavimo most u pravokutni koordinatni sustav kao na slici. Visina luka mosta je ordinata tjemena

T(0, 5) parabole. Uvrstimo koordinate tjemena u jednadZbu parabole da bismo izracunali slobodni

koeficijent c.
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Y | T(0,5)

X
f | g
X 0 I X,
d
T(x, y)=T(0, 5) 1
) :>5=——-02+c:>5=0+c:>c=5.
y=—"—X +c 80
80
Tada jednadzba parabole glasi:
1 2
=——-x +5.
Y 80

Nultocke parabole dobijemo kao rjeSenje kvadratne jednadzbe.

1 1 1
x50 x5 o ——-x2=—5/-(—80) = x2 =400 =
80 80 80

=-20
2 Na X
= x =400/ = x1’2:1\1400 = =20 }
)=

Duljina mosta iznosi:
d=|xy-x| = d=|20-(-20)| = d=}20420| = d=|40| = a=40m
Vjezba 060
1
Luk mosta ima oblik parabole y = —% X 2 + ¢. Kolika je duljina mosta ako je visina luka 5

m?
Rezultat: 20 m.
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