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1 herhaling

1.1 logaritmen

1.1.1 Dbegripsvorming

Definitie

3 : exponent

N
2°=8
7 AN
2 : grondtal 8 : uitkomst

Gegeven : grondtal en uitkomst
Gevraagd : exponent

Voorbeeld :

grondial : 4
uitkomst : 64
gevraagd : exponent

4V — gq Teuwe
notatie

y = log,64 = log,64 =3 < 4% =64

log,az=y<oa?=2 >o0cm:20

log, 8 = 3 want 2° = 8 Spediale notaties:

log,1 = 0 want 4° = 1 logyp100 — 20 150100 = 2 want 10° = 100
wordtnietgenoteerd

1\ 8
log ;8 = 6 want (V2)° = (2i) =2"=3 L
log, ve ", In /e = = want e} = /e
logy(—9) = / want 3* > 0 t 2

natatie

d wd 16716 pn

W) 2 s

Figure 1: https://www.geogebra.org/m/GbHAUf sF

1.1.2 rekenregels

Rekenregels

Logaritme van een product :
10gy32 = logy(4-8)  logyd  log,8
I Il => logy(4 - 8) = log,(4) + logy(8)

I log,(z: - ®2) = log, =1 + log, =2
5 2+ 3
Logaritme van een quotiént :
81
logg 27 = lugﬂ( - ) - - ¢ 81
3 log; 81 logy 3 = logg (3) = logy 81 —logy3 log, (11) = log, x; — log, =,
| Il | Ty
3 = 4 1

Logaritme van een macht :

log, 64 = log,(4°) log, 4 = log,(1°) = 3 log, 4 log,(a") = r-log,x
I i
3 = 3- 1
Verandering van grondtal :
=7
o def N, (los vgl op)
z = logz 7 log(3*) = log7 = log.7 log 7 log, » = log,x
a-logd=logT S0 Jog “ log,a
PR log 7
log 3
w1 27127 pp w2 <

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/GbHdUfsF


https://www.geogebra.org/m/GbHdUfsF
https://www.geogebra.org/m/GbHdUfsF

1.2 grafieken exponenti€le en logaritmische functies en hun verband

grondtal a=2

[ f(=z) =logy(x) v fl@)=2°

] grafisch :
(] toon punten £
Toon symmetrie-as y=x
Toon gespiegelde punten

toon inverse functie
/] Algebraisch:

y=2"
< x = 2Y (verwisseling coordinaten)

L & y = logsz (def logaritme)

I (®) = logsx

. -10 3_.8

i 27 logsx

Figure 3: https://www.geogebra.org/m/YYevVAPy

2 het getal e

2.1 grafisch

het getal e grafisch:

= 2.905
f(z) = 2.905" a
t is de raaklijn aan de grafiek van f(x) = a* in het punt P(0,1)

m, is de rico van deze raaklijn = 2.905 = rn, = 1.0664
|| wat valt op?

m, , de rico van de raaklijn verandert
van een waarde kleiner dan één,
naar een waarde groter dan één.

X [v/] Definitie van het getal e

2.2 algebraisch

Het reéle getal a waarvoor de raaklijn

aan de grafiek van f(x) = a* in het punt P(0, 1)
richtingscoéfficiént 1 heeft, noemen het

getal van Euler en noteren we e.

ex2,71828182

Figure 4: https://www.geogebra.org/m/EaKu7yW

+00

e=2.T1783

Het getal e is een belangrijke wiskundige constante

0"
definitie: e = lim (1+—>
n= n

n = 3000

e = 2,T18281828459...

Figure 5: https://www.geogebra.org/m/Ea6Ku7yWw



https://www.geogebra.org/m/YYevVAPy
https://www.geogebra.org/m/Ea6Ku7yW
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2.3 rekenregels

Rekenregels exponenten (op voorwaarde dat alle uitdrukkingen gedefinieerd zijn). m en n zijn gehele getallen.

L. g™ et =™t
a2, (em)n = g™
P

3. pen =g

LIS

4.e™= L
cl’ﬂ
-'5.1!:= = \7’8
6.e9=1
T.ev =em = (ve)"”

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/e2x3£f7pm

3 Neperiaanse logaritme

3.1 grafisch

5 a=4.02
100N 18h8]  c—)

a | o001 0.51 1.01 1.51 2.01 2.51 3.01 3.51 4.01
ma:|n(a)|—460517 —0.67334 0.00995 0.41211 0.69813 0.92028 1.10194 1.25562 1.38879

Toon punten
toon grafiek
m,=1: het getal e

m, =1.39128

-1

wat zien we?

Dit is een logaritmische functie, notatie

I(@) =in(x)

-2

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/EaKu7yW

3.2 rekenregels

Rekenregels logaritmen (op voorwaarde dat alle uitdrukkingen gedefinieerd zijn)
1. In(zy) = In(z) + In{y)
2. In (;) = In(z) — In(y)
3. In(2’) = r-In(x)

4. In() ==z
5. ™) =z
6. In(e) =1
7. In(1)=0

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/e2x3f7pm


https://www.geogebra.org/m/e2x3f7pm
https://www.geogebra.org/m/Ea6Ku7yW
https://www.geogebra.org/m/e2x3f7pm

4 exp en log functies met grondtal e

e’ T +oo
. r — 400 -
[v] lim e =0
f(x) =¢€" o
Inz T 400 . x
. —
V) i et = o
(l,e) r — +0c0
e’ :1 1
: s(f‘ — UE z/ | (e,1) I . V) lim Inz = —oc0
- - o 7 5 p ¢ z—0+
T — —O00 In1=0
g(z) = In(x) v lim Inz = +4oo
-2 x—+00
o) 0T —=x
Inz | —co
g

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/e2x3f7pm

5 Afgeleide exponenti€le en logaritmische functie
5.1 afgeleide f(x)=¢e"
fl@)=e"=f'(z)=¢"

5.2 Afgeleide f(z) =In(x)
5.2.1 grafisch

Afgeleide van f(x)=In(x)

toon raaklijn

toon rico raaklijn
toon rico als punt

x|[01/02 03 04 05 06 07 08 09 1 15 2

y‘ 10 5 333 25 2 167 143 125 111 1 0.67 05

toon afgeleide functie

Fla) =

i

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/qy3vtkdb


https://www.geogebra.org/m/e2x3f7pm
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5.3 Rekenregels

flzy=¢" fllz)=¢ (9) =8O
flzy=0" (ac BRF\{1}) f(x)=aq"lna {an}" = glna - OF
f(z) = Inz = oy =2 o

a _ 1 (] r__ 1 u
f(;}= lﬂgI f(m)_.l.*]]lﬂ. ( lnglj} _D—]IMD

Figure 11: https://wuw.geogebra.org/m/rkbXbnRv

6 Regel van L’Hospital

Bi) de berekening van een limiet kunnen volgende onbepaaldheden zich voordoen:
0 oo
0 oo
De regel van L'Hdpital kan onder bepazlde voorwazarden deze onbepaaldheden opheffen.

Onderstel dat de functies f en g afleidbaar zijn in een omgeving van @ € RU {—oo, 400}, behalve in a, en dat g'(z) # 0 in deze omgeving van a, behalve

;00 —02,000,0°, ca®, 1%,

eventueel in a.
Voor de eerste twee onbepaaldheden geldt dan volgende formule:

. flz) B fi=x) . flz) z.. fl(=)
e P g O o) T e g()

Regel van de I'Hospital

@) _ 0y fla).@=a)
}’l—l‘n g(=) — (0) 7:}:151 g’(a).(leja,) = zﬂ%

Als z voldoende dicht bij aligt,ligt graf f (graf g)
voldoende dicht bij de raaklijnt, ; (. ).

tey— fla)=fla)(z—a)
flz) _ f'la).(z—a)+ f(a)

9(z) ~ ¢(a).(x —a) + g(a)

e 14714 e e W) 2 s

Figure 12: https://www.geogebra.org/m/D8F7EpY4
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7 Verloop

7.1 asymptoten

asymptoten bij logaritmische functies: voorbeeld

xr—1
Fla) = log(az + 1)
dom f

!
I
I
|
I
|
I
" : X —00 -1 1 +00
T - - - 0 + )
I
! | N ~ 0 4+ + 4+ Toondomem
I X1 £ -0+ dom =]~ oo, ~1[U]1, +oo|
| x+1
2 I
] | .
b | Limietberekening Conclusie aympt
| | limiet doorschuiven hoogste graadstermen
i I
zo1) < z-1\\ ¢ HA: y=0
ki T b b i = i . Ly
I I s—ko0
|
| e
L
i
i A 3 P o -2 VA: x=-1
: H ¥4 toon asymptoten Jim log(z—_‘_l) = 10g(}l}?_(1+1)): log(o—):+m
|
|
-4 ——)
]
! -5
: tim log (271 = log| lim =) log(2) =1 (0) = VA: x=1
I s B\ T sl himloor)) = leslg) = los(0) = —o0 :
i
I
L7 ——

7.2 verloop

Figure 13: https://www.geogebra.org/m/qy3vtkdb

o= Asymptoten bij exponentiéle en logaritmische functies
EI
fle)=—
ﬁ[j domf =] — 0o, 0[U]0, +oo|
. e 0 .
lim flz)=——=——  Conclusie: HA :y =10
Z——00 -0  —00
. e 1
12 3 4 5 6 1 8 9 10 115{11—]’(4”)=6=0T=*00
conclusie: VA: x=0
lim f@) =% = L=+
z—0t T = 0 0+t o0
e+00 400
li =——=——":onb ld
Ljrfmf(m) T oo onbepaa
¥
Ay & = et = 4oo
a—++oo 1

Figure 14: https://www.geogebra.org/m/qy3vtkdb
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8 Toepassingen

8.1 Extremumproblemen

8.2 Kettinglijn

Voorbeeld van een kettlinglijn: Gateway Arch St Louis

Figure 15: https://wuw.geogebra.org/m/d8enj4ud

8.3 Continuiteit

Definitie continuiteit:
De functie is continu voor x=a als lim f(z) = f(a)
r—a

8.4 raaklijn en toepassingen

Vergelijking raaklijn in P(a, f(a): y-f(a)=f’(a)(x-a)

8.4.1 raakpunt is gegeven

Bepaal de vergelijking van de raaklijn t in P(e, f(e)) met f(z) = - (Inx)?

8.4.2 raakpunt is niet gegeven

Gegeven f(x) = % Bepaal de rechte door de oorsprong en die de grafiek van f raakt

8.5 Toepassingen uit het 'dagelijks leven’

Voorbeeld;
FEen firma produceert fietsen. De totale opbrengst per maand kan gemodelleerd worden door de
volgende functie (in het interval [0.5,8]) f(z) = 20(x —1)e %5 met x per 100 eenheden en f(x) per
1000 euro.

1. Vanaf welke productie wordt er niet meer met verlies gewerkt?
2. Bepaal bij welke productie de opbrengst maximaal is. Hoeveel bedraagt deze dan?

3. Toon aan op een correct wiskundige manier dat een opbrengst mogelijk is van meer dan 8000
euro.


https://www.geogebra.org/m/d8enj4ud

9 Groeimodellen

| met k € Rf
Exponentiéle groei % O
=05 Beperkte groei:-
DV:y=ky keER d Rl e e e R et ofb————
Yy =ky,k DV:y=k-(M—vy)
) 12 M =80
oplossing : e
y(t) =yo- ekt Yo=[2 10 Yook &0
Y(t) = 2. 03t ! i —— i
Yo=/10 M Toon HA
s
Oplossing : -
[ Toon raskveld A y(t) = M — (M —yo)e ™
y(t) = 80 — 70703 20
[ Toon raakveld 10
= ° * ® * . * N ¢ ¢ N ¢ ¢ 4 5 4 3 2 1 o 1 I 3 4 5 6 7 B 9 10 11
e 088 L o o e e e
Logistische groei:
300 DV:y =k-y-(M-—y)
yo=/100
800 D
_ i M
k=/0.0001 met 1o =~
700 M=1000
” M 1000
« y(t) = 1+ ce kMt — ] | ge—0.0001-1000t
OB — e r Toon HA
M 1000
3 -5 -5 (/] toon bp

Toon raakveld

_ine i)
kM 0.0001- 1000

t =21.9722

40 4

Figure 16: https://www.geogebra.org/m/VEWmAvhZ|https://www.geogebra.org/m/VEWmAvhZ

10 oefeningen

10.1 herhaling

3
1. Bereken log2(y/a) met a = %

10.2 het getal e
1. Jof F: e =lim, o (1 + %)n

10.3 rekenregels

1. Welke waarde neemt de uitdrukking % aan als x = In\/3?
2. Als f(z) = e**73, toon dan aan dat f(l - ln(%)) =e-at
3. Vereenvoudig:

(a) e2"G) 1+ in(e?)

(b) In(4%) ~In (=) (A2lm2-1)

T
165

4. los op: In(4x —10) - In(x - 2) =ln(x-1)


https://www.geogebra.org/m/VEWmAvhZ

5. los op: In(z —3) —In6 = 2in2

6. Toon aan de oplossing van de vergelijking 5% = 3**4 kan geschreven worden als x = 1n1§—81113

7. Bereken In(z?y?) met

|
N

Inz + Iny?
Inz? - 3lnzy

Il
|
ot

10.4 exp en log functies met grondtal e

1.
Welke van onderstaande figuren kan de grafiek voorstellen van de functie
FACR—-=R:x— f(x)=In(—x)?
Y+ (A) Y+ (B)

2. Gegeven zijn de functies met parameter: f,(z) = p-In(z) en g,(x) = er

(a) Toon aan dat deze functies elkaars inverse zijn

(b) Voor een waarde van p is de rechte y = x een gemeenschappelijke raaklijn. Bepaal die
waarde van p en bepaal het raakpunt.

10.5 rekenregels afgeleide

1. bepaal de afgeleide van de volgende functies

(a) f(x)=1log (:c3 + 3”3)

2. Welke antwoord geeft de afgeleide van f(z) =1n ( ("”5)4)

N
(a) ﬁ - o

(b) Q(T}r&s - x§i4)

(o) =

(d) ;2;4 8 i2+4



3. De 2020ste afgeleide van f(x) =z-€e" is

4. Bepaal de n-de afgeleide van f(z) = z2e®

(x +2020)e”

5. Bepaal f'(0) met f(z) =e

6. Bepaal de waarde van k voor f(z) = **

D[f(x)*]+ f(x)* =

[Df(2)]? +

7. Los op

+x als

(A. f)(z) = (22 + 2nx + n(n - 1))e®)

(x+1)2

Gegeven is de functie f : R — R. De grafiek die het verband weergeeft tussen x en In(f(x)) is gegeven in onder-

staande figuur.

In(f(x))

i 1 2 3 4
—1r
-2t
-3

—4+

—5L
Bepaal de afgeleide f(2).
(C) f(2) =

-1 -1
NF@)= 5 ®f2) =55

10.6 regel van L’Hospital
1. Bereken:
o2 ot
(a) lim =
1
(b) ili% es-1 =z
(c) hr%mf
d) lim z73e®
+
(e) lirrixl—r
(f) lim 3 - o
iy VT
(g) lim 772
(k) [t om
10
0 Jim, =%
(G) Um(1+2z)=

10

-1 D) (2 -1
363 (]!()—g



10.
1

2.

3.

e

7 verloop

. Bepaal de maximale waarde van y = 2(In(z))?

Stellen f(z) =In(2?) en f(z) = 2ln(z) dezelfde functies voor? Los vervolgens In(z*) < e op.
132

Bespreek en teken de grafiek van f(z) =e”

Bespreek en teken de grafiek van f(z) = In(4 - 2?)

5. Bespreek en teken de gafiek van f(x) = 2®

10.

11.

12.

13.

10.

1.

2.

Gegeven de functie f met als voorschrift f(z) =In(1- /)

(a) Bepaal het domein
(b) Toon aan dat deze functie 1 op 1 is (bijectief)
(¢) Bepaal de inverse functie

e“+e””
Em_e—m .

Toon eerst aan dat deze functie inverteerbaar

Bereken de inverse functie van f(z) =
is

Definicer de functie f:] -1, +oo[—> R door f(z)=27=

(a) Bepaal de afgeleide van f en laat zien dat de afgeleide overal positief is
(b) Bepaal het bereik van f

(c) Laat zien dat f inverteerbaar is en bepaal de inverse van f, inclusief het domein van f~!

Neem de functie f:[0,1] > R, f(z) = <=

z+1
(a) Toon aan dat f stijgend is in het gegeven domein.

2 1
(b) Toon aan % < 7o <1

Gegeven f(x) =x-3In(x —1) Bepaal het interval waarin de functie f monotoon stijgend ise.

mxz

Gegeven de functie f met als voorschrift f(x) =x-e” met m een parameter.
1

Bepaal de waarde(n) van m zodat de grafiek van f een bp heeft in x = 3.

Gegeven de functie f met als voorschrift f(z) = fﬁ; met m een parameter. Bepaal de

waarde(n) van m zodat voor x = In2 de grafiek van f een maximum heeft.

Gegeven de functie f met als voorschrift f(z) = maz™* met m een parameter. Toon aan dat
de y-waarde van het minimum van deze functies onafhankelijk van de waarde m is.

8 toepassingen

Toon aan dat de grafieken van f(z) = In(z) en g(z) = 1+e?(1-In(z)) elkaar loodrecht snijden

Bepaal de opp van de grootst mogelijke rechthoek die op volgende manier geconstrueerd
wordt met f(z)=e™"

Bepaal de waarde van a zodat volgende functie continu is:

f(x)z{ln(am-e x>0

acosh(z) x<0

z+2)

Bepaal de waarde van a en b zodat volgende functie continu is:
In(1+3z)

ro-{E, T

ar+b x<0

11



10.

11.

Bepaal de waarde van de parameters a en b zodat y = 5x + 9 de raaklijn in = = 0 aan de
grafiek van f(x) =3e* +b

Gegeven de functie f:R— R : z —f(x)=e” — x. Bepaal het raakpunt van de raaklijn die door
de oorsprong gaat.
Bepaal het snijpunt met de x-as van de raaklijn in P(e, f(e)) met f(z) = T—f

Gegeven f(x) = 3ze?*710

(a) Geef de lineaire benadering bij x = 5

(b) Bepaal de intervallen waar f(x) stijgend is
Een telefoonlijn die hangt tussen twee palen met een onderlinge afstand van 14 m kan
beschreven worden m.b.v. een kettinglijn van de vorm y = 20 cosh (%) -15

(a) Bepaal de rico van de raaklijn in het rechter eindpunt

(b) Bepaal de hoek die de kromme maakt met de rechterpaal
De lactatiecurve (van Wood) bij melkkoeien beschrijft het verband tussen de melkproductie

y en de tijd sinds kalving t: y = 23t%42.¢70-2t, Bepaal het tijdstip waarop er een maximale
melkproductie is.

Wiskundige biologen hebben een model ontwikkeld om het aantal tanden van een foetus
alligator te beschrijven, t dagen na de conceptie:

N(t) = 71.8@’8-9660«0685,5

Bepaal het buigpunt en geef de betekenis hiervan in deze context. (A. t ~ 32)

10.9 groeimodellen

1.

Toon aan dat de (l"—” M) de codrdinaten van het buigpunt van de grafiek zijn die hoort bij

o kMo 2
logistische groei.

De halfwaardetijd van Plutonium-239 is 24110 jaar. Door een menselijke fout lekt 10kg in
het bijgelegen koelmeer van een kerncentrale.

(a) Geef een voorschrift voor de hoeveelheid overgebleven Plutonioum-239 in functie van de
tijd
(b) Bepaal de overgebleven hoeveelheid na 1000 jaar

(c) Bij een rest van 1 kg is het meer terug leefbaar. Na hoeveel jaar is dit?
Beschouw een groeimodel met beperkte groei (of afname)

(a) Geef de differentiaalvergelijking en de oplossing van dit groeimodel

(b) Iemand neemt een thermometer mee van binnen naar buiten. Buiten is het —15C koud.
Na één minuut wijst de thermometer 16C aan, na 5 minuten —1C. Bereken de binnen-
temperatuur

Het aantal fruitvliegjes in een kweekomgeving kan gemodelleerd worden volgens een logistisch
groeimodel. Initieel zijn er 4 fruitvliegjes en na 5 dagen is hun aantal al toegenomen tot 23,
terwijl er maximaal 230 vliegjes kunnen overleven in de kweekomgeving.

a) Geef de passende differentiaalvergelijking

(c

(d) Geef een schets waarop je de belangrijkste kenmerken van dit groeimodel aanduidt

(a)

(b) Hoe lang duurt het vooraleer er 180 vliegjes zijn?
) Bepaal het tijdstip waarop de groeisnelheid het grootst is.
)

In een vijver worden 20 vissen uitgezet. De groei van de vispopulatie wordt gegeven door
P'(t) =0.0005P e (800 — P). Bepaal het tijdstip waarop er 300 vissen zullen zijn.

12



10.

11.

12.

Number of Infections.

Een kip wordt vanuit de koelkast (6C') in een voorverwarmde oven van (200C) gezet. Na
20 minuten is de temperatuur van de kip al (160C). Geeft het functievoorschrift die het
temperatuurverloop van de kip in de oven beschrijft.

De temperatuur van een fles melk daalt met een snelheid van 0,0837 keer het verschil tussen
de melktemperatuur en de kamertemperatuur die 20 bedraagt.
(a) Formuleer het bovenstaande verband m.b.v. een DV

(b) Onderstel dat de melk aanvankelijk 80 warm is. Na hoeveel tijd is de melktemperatuur
tot 50 gezakt? (A £8mlTs)

. In het TV-programma het lichaam van Coppens voeren Staf en Mathias allerlei experimenten

uit. Eén van deze experimenten speelde zich in een diepvriescel bij een temperatuur van
-30C. Staf neemt per ongeluk zijn GSM mee naar binnen. Bij het buitengaan wil hij
zijn berichten controleren. Dit lukt pas als de GSM terug opgewarmd is tot 0C. Als de
GSM na twee minuten al een temperatuur heeft van —25C, hoelang duurt het dan vooraleer
Staf zijn berichten kan controleren, als je weet dat Staf zich nu in een ruimte met een
omgevingstemperatuur van 20C' bevindt.

De huidige temperatuur van een tas melk in een ruimte met een omgevingstemperatuur van
22° bedraagt 10° C. 20 minuten later is de temperatuur al opgelopen tot 12° C. De tas melk
kwam uit een koelkast met een temperatuur van 4°C. Hoeveel minuten geleden was de tas
melk uit de koelkast genomen? (A. ongeveer 45 minuten)

In een gebied met een maximale bevolkingscapaciteit van 100000 mensen leven initieel 100
individuen. Na een jaar is dit aantal gestegen tot 120. Wanneer is de groeisnelheid het
grootst, op basis van een logistisch groeimodel? (A:37j10m3d)

Het grote probleem vandaag de dag bij de productie van groene energie (bijv. wind- en zonne-
energie is de opslag hiervan. Gelukkig dalen de prijzen van lithiumbatterijen evenredig met de
actuele prijs. Op 1 januari 2010 kostte de opslag nog 1000 Euro/kWh, op 1 januari 2016 nog
273 Euro/kWh. Hoeveel maanden zal het nog duren om een aanvaardbare kostprijs voor de

particulier van 100 Euro/kWh te halen? (bron http://blog.zonnepanelen.nl/2016,/03/ontwikkeling-

van-zonnepanelen, geraadpleegd op 6/12/2017)
Enkele voorbeelden van een logistiche groei uit het coronatijdperk

(a) Corona in China bij het begin van de epidemie

Mainland China Mainland China
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(b) Het aantal vaccinaties is Belgié
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Vaccinaties in Belgié

Totaal aantal mensen volledig gevaccineerd (opgeteld) — Totaal aantal mensen met minstens één dosis (opgeteld)
— Totaal aantal mensen met een boosterprik (opgeteld) — Totaal aantal mensen met een 2de boosterprik (opgeteld)
— Totaal aantal mensen met een 3de boosterprik (opgeteld)
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6 min
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4 min
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11 taken

1. verloop

2. L’Hospital
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