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Abstract. This article reports the design phase of an educational resource for the
study of the generalization of patterns, within the framework of a
Design-Based Research. Specifically, the methodological design called the
Negotiation Process is put into operation, in which consensus is sought
between research results, teaching experience and the recognition of Hybrid
Educational Ecosystems. As a result of this process, an open educational
resource has been elaborated, articulated in a GeoGebra Book, for the study
of patterns in different registers, such as the graphic register, natural
language, tabular and algebraic.

Resumen. En este articulo se reporta la fase de diseiio de un recurso educativo
para el estudio de la generalizacion de patrones, en el marco de una
Investigacion Basada en el Disefio. Especificamente se pone en
funcionamiento el diseiio metodolégico llamado Proceso de Negociacion, el
en cual se busca el consenso entre los resultados de investigacion, la
experiencia docente y el reconocimiento de los Ecosistemas Educativos
Hibridos. Como resultado de este proceso se ha elaborado un recurso
educativo abierto, articulado en un Libro GeoGebra, para el estudio de
patrones en diferentes registros, tales como, el registro grdfico, lenguaje
natural, tabular y algebraico.
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1. Problematica

En el Curriculo de Educaciéon Media Superior, campo disciplinar de Matematicas de
Bachillerato General y Bachillerato Tecnologico de la Secretaria de Educacion Publica
en México, se menciona en repetidas ocasiones la importancia de los patrones,
especificamente en las asignaturas de Matematicas I - Del pensamiento aritmético al
pensamiento algebraico y Matematicas [V - Pensamiento y lenguaje variacional.

En estas asignaturas se consideran los siguientes aprendizajes esperados: i)
expresar de forma coloquial y escrita fenomenos de su vida cotidiana con base en
practicas como: simplificar, sintetizar, expresar, verbalizar, relacionar magnitudes,
generalizar patrones, representar mediante simbolos, comunicar ideas, entre otras, y ii)
construir y analizar sucesiones numéricas y reconocer patrones de crecimiento y
decrecimiento, respectivamente [Secretaria de Educacion Publica de México, 2017]. De
lo anterior se desprende la necesidad de contar con recursos educativos que ayude al
estudiante en la transicion del pensamiento aritmético al algebraico.

Desde la aparicion del software libre GeoGebra, éste ha sido un aporte a la
innovacion de las estrategias de ensefanza en matemadticas, puesto que cada vez mas
docentes integran a su practica el usos del ambiente de geometria dindmica de
GeoGebra. Este ambiente permite explorar, probar, generar datos, construir y generar
nuevas preguntas sobre las matematicas [Rubio-Pizzorno,2018], con lo cual los alumnos
tienen la oportunidad de interactuar con los objetos matemdticos de una manera
dindmica.

Como respuesta a esta problematica, en el presente trabajo se presenta un disefio
educativo para ayudar a los estudiantes en la transicion del pensamiento aritmético al
algebraico, aprovechando el potencial del software GeoGebra y sus Herramientas de
Autor para la elaboracion de recursos educativos abiertos.

2. Referentes teoricos

El disefio educativo que reportamos en el presente trabajo estd elaborado con base en
dos fundamentos tedricos, a saber, el trabajo de Lopez-Acosta (2016) sobre la
generalizacion de patrones usando estrategias del pensamiento y lenguaje variacional, y
la propuesta de Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros (2005) sobre los diferentes usos
de la variable. A continuacién se mencionan los elementos que se retoman de ambos
fundamentos teoricos para la elaboracion del disefio educativo:

2.1 Pensamiento y Lenguaje Variacional

Lopez-Acosta (2016) enmarca su investigacion en la Teoria Socioepistemologica de la
Matematica Educativa, la cual sefiala que el conocimiento matematico es construido con
base en practicas sociales. Especificamente se centra en las situaciones de variacion
donde hace uso de estrategias variacionales como un punto de partida para el analisis y
reflexion acerca del cambio y sus efectos.
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Las estrategias de variacion consisten en formas particulares de razonar y actuar
ante situaciones variacionales con la finalidad de reconocer y estudiar cualitativa o
cuantitativamente los cambios de las variables involucradas. Algunas de estas
estrategias son: la comparacion, que permite identificar la transformacion que de un
valor para convertirse en otro; la seriacion, permite identificar patrones en el
comportamiento de los cambios mediante el andlisis de las relaciones entre colecciones
de comparaciones; /a prediccion se refiere a la anticipacion de un comportamiento en la
situacion variacional; y /a estimacion que es la prediccion en términos globales sobre un
comportamiento para determinar la tendencia de la situacion variacional.

2.2 Modelo 3UV

En respuesta al objetivo de ayudar a la transicion del pensamiento aritmético al
algebraico, en este trabajo se reconoce la importancia de la variable en algebra y que
puede manifestar diferentes usos, segln el tipo de contexto o situacion.

Ursini et al. (2005) proponen que los usos de la variable mas comunes son como
incognita, numero general y relacion funcional. Cada uno de estos usos contempla
distintos niveles de abstraccion sobre el manejo de la variable, los cuales se muestran en
la Tabla 1. Estos corresponden a aspectos importantes para que los estudiantes trabajen
exitosamente con problemas y ejercicios que involucran la variable en estos tres usos
durante las tareas de reconocimiento de patrones.

2.3 Ecosistemas Educativos Hibridos

Rubio-Pizzorno (2018) destaca que los los ambientes educativos y, especificamente los
de disefio, ya no son espacios discretos y aislados unos de otros, sino que se construyen
de manera simbiotica aprovechando su valor epistémico [Artigue, 2002], respecto de
estudiar alguna nocidon matematica. A este tipo de ambientes o ecosistemas educativos
les denomina hibridos, puesto que se constituyen a partir de soportes materiales de
diversas naturalezas, como por ejemplo ambientes fisicos (lapiz y papel), digitales
(ambiente de geometria dindmica de GeoGebra), de realidad aumentada, entre otros.

Con base en el reconocimiento de la naturaleza hibrida de los ecosistemas
educativos, en este trabajo se propone elaborar un recurso educativo que considere la
articulacion de diferentes ambientes de disefio, como lapiz y papel, el ambiente de
geometria dindmica de GeoGebra y las Herramientas de Autor de GeoGebra para
elaborar un recurso educativo abierto (REA) de tipo coleccion [Willey, Bliss y
McEwen, 2014], llamada Libro GeoGebra.
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Tabla 1: Uso de la Variable

Numero General

Incognita

Relacion Funcional

(G1) Reconocer patrones, percibir
reglas y métodos en secuencias y
en familias de problemas.

(G2) Interpretar un simbolo como
la representacion de una entidad
general indeterminada que puede
asumir cualquier valor.

(G3) Deducir reglas y métodos
generales en secuencias y familias
de problemas.

(G4)
desarrollar) la variable simbolica.

Manipular  (simplificar,

(G5) Simbolizar  enunciados,

reglas o métodos generales.

(I1) Reconocer e identificar en
una
presencia de algo desconocido
determinado

situacion problematica la

que puede ser
considerando las restricciones del

problema.

(I2) Interpretar los simbolos que
aparecen en una ecuacion como la
representacion de valores

especificos.

(I3) Sustituir la variable por el
valor o los valores que hacen de la
ecuacion un enunciado verdadero.

(I4) Determinar la cantidad
desconocida que aparece en
ecuaciones 0 problemas,
realizando las operaciones

algebraicas o aritméticas.

(15)

desconocidas identificadas en una

Simbolizar las cantidades

situacion especifica y utilizarlas
para plantear ecuaciones.

(F1) Reconocer la
correspondencia entre variables
relacionadas, independientemente
de la representacion utilizada
(tablas,

verbales, expresiones analiticas).

graficas,  problemas

(F2) Determinar los valores de la
variable dependiente, dados los
valores de la independiente.

(F3) Determinar los valores de la
variable independiente, dados los
valores de la dependiente.

(F4) Reconocer la variacion
conjunta de las  variables
involucradas en una relacion

funcional, independientemente de
la representacion utilizada (tablas,
graficas,

problemas  verbales,

expresiones analiticas).

(F5) Determinar los intervalos de
variacion de una de las variables,
dado el intervalo de variacion de
la otra.

(F6) Simbolizar
funcional, basados en el analisis

una relacion

de los datos de un problema.

2.4 Principios para el disefio del REA

De cada uno de los referentes tedricos tomamos elementos que van a servir como
principios de disefio del REA, es decir, que van a orientar sus objetivos, las actividades

y la articulacion entre ellas.

De la investigacion de Lopez-Acosta (2016) se considera el uso de las estrategias
variacionales para el estudio de elementos graficos, las cuales son usadas en el disefio
como la estructura de cada capitulo. Primero hay actividades de comparacion, luego de
prediccion. En cada actividad se utilizan las preguntas caracteristicas de las estrategias
variacionales, como por ejemplo, ;qué cambia?, ;coémo cambia?, ;cuanto cambia?, ;qué

no cambia?, ;cudl es total?
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Rubio-Pizzorno [2018] reconoce la naturaleza hibrida de los ecosistemas
educativos en la actualidad, a partir de lo cual consideramos el uso de diferentes
ambientes de disefio para la elaboracion del recurso educativo sobre patrones. Esta
consideracion se hace con base en la real disponibilidad de los ambientes de disefio en
un aula de clases del Centro Escolar Licenciado Miguel Aleman (Puebla, México).
Entre ellos encontramos lapiz y papel, manipulables como palillos, el software de
matematicas dindmicas de GeoGebra (version de escritorio y movil) y las Herramientas
de Autor de GeoGebra (Actividades y Libro GeoGebra).

3. Metodologia

Para la elaboracion del REA con base en las ideas de la seccion anterior, se siguio el
disefio metodologico Proceso de Negociacion de Rubio-Pizzorno (2018), el cual se
enmarca en las metodologias de Investigacion Basada en el Disefio [Swan, 2014].

El Proceso de Negociacion consiste en un marco de busqueda de consensos entre
diferentes voces sociales que constituyen los saberes docentes [Mercado, 2002] durante
la elaboracion de disefios educativos. En el caso del presente trabajo tales voces sociales
consideradas en el Proceso de Negociacion corresponden a 1) los resultados de
investigacion al servicio de los docentes, 2) la experiencia docente y 3) el
reconocimiento de los Ecosistemas Educativos Hibridos a través de la atencion a los
ambientes de disefo, tal como se muestra en la Figura 1.

Resultados de

investigacion al \am
servicio de los —3
docentes Experiencia
docente

Proceso de
Negociacion

Ecosistemas
Educativos Hibridos

Figura 1. Esquema del Proceso de Negociacion para la elaboracion de diseios
didacticos. Adaptado de Rubio-Pizzorno (2018, p. 148).

Este proceso de negociacion fue llevado a cabo en el diplomado Diserio de Estrategias y
Recursos Educativos en ambientes digitales libres dictado el primer semestre de 2019
en el Instituto Nacional de Astrofisica, Optica y Electronica (Puebla, México),
impartido por el profesor Sergio Rubio-Pizzorno. El diplomado estaba conformado por
varias profesoras y profesores de diferentes niveles educativos (primaria, secundaria,
bachillerato y superior), quienes participaron siempre del proceso de negociacion para
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definir todos los aspectos del REA a elaborar, configurando asi el polo de experiencia
docente del proceso de negociacion.

Para configurar el polo de resultados de investigacion se revisaron las
actividades propuestas por Lopez-Acosta (2016) para analizar cuales se utilizarian para
el diseno referentes al andlisis geométrico, por otra parte se decidid incorporar al
modelo 3UV ya que nos permitié identificar y clasificar el uso de la variable en
distintos contextos.

El polo de atencion al ambiente del disefio se configurd a partir de plantearse
que en el REA se articularan actividades construidas en ambientes fisicos (lapiz y papel)
y digital (ambiente de geometria dinamica de GeoGebra y Libro GeoGebra).

Con los polos del proceso de negociacion ya constituido, la elaboracion del REA
sigui6 el siguiente proceso: busqueda de fundamentos teoricos de la Matematica
Educativa para orientar el disefio de las actividades (ver seccion 2. Referentes teoricos),
planificacion del REA, creacion de applets, disefio del material didactico, y finalmente
la estructuracion de estas en un Libro GeoGebra.

Luego de hacer la busqueda de fundamentos teodricos, se pasod a realizar una
planificacion del REA que permitiera tener claridad de los objetivos a abordar y sus
diferentes partes. Para ello se utilizo como estructura de la planificacion la Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje (THA) [Simon, 1995], la cual consiste en determinar un
objetivo del REA, las tareas asociadas a tal objetivo y el proceso hipotético de
aprendizaje ligado a las tareas.

En Vazquez-Macuitl, Anaya y Rubio-Pizzorno (2019) puede acceder a la
version completa de la planificacion. Como objetivo del REA se consensu¢ el siguiente:
desarrollar procesos cognitivos que les permitan a los estudiantes la transicion del
pensamiento aritmético al algebraico a partir de recursos hibridos de aprendizaje que
presenten patrones o reglas de secuencias de objetos que pueden ser numéricos o
geométricos.

A partir de este objetivo y las tareas que se desprenden de €l, se disefiaron
actividades geométricas para establecer las relaciones algebraicas vistas no sélo como
expresiones abstractas; la manipulacion de los elementos en los applets, las preguntas
generadoras y una serie de acciones por las cuales el estudiante transita entre los
ambientes fisicos y digitales, permite reconocer y establecer las relaciones entre los
objetos, guiando al alumno por las actividades acorde a las estrategias del pensamiento
variacional iniciando por la comparacion hasta determinar la tendencia situacional. De
manera general, las actividades estan disefiadas con la estructura que muestra la Figura
2, cuyos aspectos son retomados de los referentes tedricos sobre los usos de la variable
y las estrategias variacionales.
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Proceso para el desarrollo de reconocimiento de patrones

Acciones:
Ver, observar, describir,
explicar o dibujar

— N\ T~

Comparacion:

Para determinar lo que cambia
y lo permanece constante

Caracter estable del cambio:

Creando nuevos significados

Simbolizacion:
Usar simbolos para
representar una situacion
general

a las variables dependientes e

Independientes

Figura. 2. Proceso para el desarrollo de reconocimiento de patrones

4. Descripcion de las actividades del REA

A continuacion se presentan actividades del Libro GeoGebra Comprension de patrones
(Anaya, 2019), especificamente del Capitulo I: Secuencias Lineales, cuyo objetivo es
que los estudiantes identifiquen patrones lineales con elementos constantes.

Actividad 1.1 - Secuencia lineal sin elementos constantes (Figura 3), en esta
actividad se presenta un applet en el cual el estudiante puede observar el
comportamiento del patron al manipular el deslizador n, o al activar cualquiera de los
dos botones los cuales incrementan o decrementan en una unidad el valor de la variable
n. La tareas a realizar por parte de estudiante son: 1) explicar en lenguaje natural el
comportamiento del patron, 2) dibujar en su libreta el caso 12, 3) completar una tabla
con datos faltantes, 4) explicar el comportamiento del patrén a otra persona, 4) proponer
una expresion para calcular la cantidad de rombos para cualquier 7.

=
[

n=5

Q.
* ¢ 6 0 0
® ¢ 6 0 0

ra
La

Figura 3. Secuencia lineal sin elementos constantes

Actividad 1.3 - Secuencia lineal con elementos constantes (Figura 4), en esta
actividad se presenta un applet en el cual el estudiante puede observar el
comportamiento del patron al manipular el deslizador #n, o al presionar cualquiera de los
dos botones para incrementar o decrementar en una unidad el valor de la variable n. La
tareas a realizar son idénticas a la tarea 1.1.
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Figura 4. Secuencia lineal con elementos constantes

En la actividad 1.3 se solicita al estudiante realizar las siguientes tareas: 1) identificar
similitudes y diferencias en el comportamiento de los patrones analizados en las dos
tareas anteriores, 2) responder a la pregunta ;qué se tiene que hacer para determinar el
nimero de rombos o cruces de una figura cualquiera de la secuencia?

Por ultimo en la actividad 1.4 se proponen una serie de expresiones algebraicas
que podrian explicar el comportamiento de los dos patrones explorados y se plantean
preguntas al estudiante como por ejemplo dada la expresion A=2n+2: 1) ;Qué representa
la letra n en las expresion anterior?, 2) ;Qué representa la letra k en las expresion
anterior?

Los capitulos siguiente permiten al estudiante explorar algunos otros patrones
geométricos utilizando una estructura muy similar a la presentada en el Capitulo 1.

5. Conclusiones y prospectivas

A partir de los referentes tedricos y la manera de elaborar el REA durante el Proceso de
Negociacion, se espera que responda a las necesidades educativas de los estudiantes en
condiciones reales de clase. Para ello, serd necesario realizar la implementacion de este
recurso, la que permita llevar a cabo un proceso de tomar de datos cuidada y un
posterior andlisis. Con los resultados de tal andlisis se espera obtener mayor
informacioén para poder realizar un redisefio del recurso, de tal manera de ir ajustando
cada vez mas cada una de las variables involucradas en el recurso y puestas a prueba en
su implementacion con estudiantes.
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