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1. Introduccion

Los origenes de los determinantes se remontan a mediados del siglo XVII, que aparecen en
las expresiones explicitas de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales, proporcionados por
matematicos como MacLaurin o Cramer, y la teoria de los determinantes parece ser que fue
iniciada por matematicos como Leibnity en Europa y Seki Kowa en Japon y posteriormente
tratada por Laplace y Vandermonde. Cauchy desarrollo la teoria en la forma que actualmente

conocemos, y utilizo por primera vez la palabra determinante.

2. Determinantes
Teniendo en cuenta que para el calculo determinantes utilizamos las permutaciones de sus
elementos, veamos algunas cuestiones relativas a las permutaciones:
e Una permutacion ode un conjunto A = {al, a,,...,a,} esuna aplicacion biyectiva
a. a, - d.
O-(a1) O_(az) G(an)

# Ejemplo.- Con los tres primeros numeros naturales 1, 2 y 3, se pueden generar 3! = 6

permutaciones que son:(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).

0:4A— A:a;—0(a,)=a; , que representamos como © =

Que también, podemos expresar matricialmente como

1 2 3y (1 2 3) (1 2 3 (1 2 3) (1 2 3) (1 2 3
12303 2)213)\231)312){3 21

* Una transposiciéon o inversién es una permutacion que solo deja invariante dos elementos.
# Ejemplo.- En la permutacion (2, 1, 3) de los tres primeros numeros naturales, lo

elementos 1 y 2 forman la inversion (1, 2).
* Toda permutacion, se puede descomponer como producto de transposiciones.
# Ejemplo.- La permutacion a=(4,2,1,3,5,6) de los seis primeros nimeros naturales,

la podemos obtener a partir de la permutacion principal, aplicando las siguientes inversiones.

12343006 )=4,.0,(41=0) 47502 g (1)23,,(3)2) 42350

Asi, podemos expresar la siguiente composicion

a=(4,2,1,3,5,6) © (4,2,3,1,5,6)°(1,2,3,4,5,6) !

1 Si A =[a1 s Aoy ey an} es un conjunto numérico de n elementosy G, el conjunto de permutaciones de A.

Si  © es la composicion de permutaciones, entonces (Gn, © ) es una grupo, cuyo elemento neutro es la

permutacion principal.
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Que podemos expresar en forma simplificada como
a=(13)°(14)°(1,2,3,4,5,6)=(4,2,1,3,5,6)

O también, podemos expresar como:
1 2345 6Y(1 23 45@%6)(123475°%6
o= [¢] o
4 213 56)\42315¢6)(12345°%6
* Sea un conjunto A=la,,a,,...,a,} numérico de n elementos y G, el conjunto de

permutaciones de A. Podemos definir la funcién paridad:
p:G,—{—1,+1}

6 —plo)={" 1 Si el numero deinversiones esimpar
+1 Si el numero deinversiones es par

# Ejemplo.- Si consideramos A4=11,2,3,4,5,6 | como la permutacion
G=(4,2,1,3,5,6) se obtiene mediante dos inversiones ( 0L=(1,3) o (1,4) o (1,2,3,4,5,6) ), su
paridad es (+1).
* Una descomposicion de permutaciones no tiene por que ser Unica, pero si lo es la paridad.
« Si A=(1,2,3,..,n} ,al conjunto de permutaciones de A se le denota por S,
* La permutacion principal o natural de los n primero nimeros naturales es la permutacion en

la que dichos nimeros estan colocados en su orden natural: a=(1,2,3,...,n)

a, a, .. a,
. 4 |ay a, ... a . .
Si A=|" 7=z " | es una matriz cuadrada de orden n (con coeficientes reales),
a, G, .. a,

denominamos determinante de A, al valor (desarrollado por filas o por columnas)

det A=|A|= Z p(O)‘alo(l)'a20(2)'a30(3)“'ana(l): Z p(o)'ac(l)l'ao(2)2'ao(3)3"'a0(1)3

GES, OES,

Donde, la suma se extiende a todas las permutaciones & del conjunto {1,2,...,n] vy

p(o) denotalaparidadde o .

1 2—1
# Ejemplo.-Si A=| 0 1 0| ,sudeterminante serd
-2 1 1
1 2—1
|A|: 0 1 0]=a10y05370),0,03,= 0,05 033F0,0y;05F0 30,5, 05— 01305, 05, =
-2 1 1

=1.1.1-1.0.1-2.0.1+2.0.(=2)+(=1).0.1 —=(=1).1.(=2)=—1
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3. Determinantes de orden dos

Dada la matriz cuadrada de segundo orden

a, a
A — ( 11 12 ]
a, Ay
El determinante de A es el nimero

all a12

det(A4)=|4|=

=dy Ay — a4y dy,

a21 a22
Si designamos las filas 1 y 2 y las columnas 1y 2 por £, F, y C,,C, respectivamente,

F
podemos también representar como det (A)=det ( l)zdet (C,.C,) . Ademas

2

e Si A=0 = det(A4)=0
. SioA=I, o det(d)=1
 SiAes diagonal o triangular = det(A)=a,,.ay
# Ejemplos:
3 2 I -6
- =3-(-1)-2-2=-7: - =1-(-1)—(-6)-1=5
T S I BRGNS

Una matriz cuadrada A es regular si y solosi det(A4)#0

# Ejemplos:

5
1.- Como |4|= 7 3 =5-3-2-7=1#0, A es una matriz regular.

2.- Como |B|= 3 6 =1-6-2-3=0, B es una matriz singular.

4. Determinante de orden tres

Dada la matriz de orden tres

ap, ap 4ap
A= ay 4y dy
;) A4z diy

El determinante de A es el namero
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a, 4, 4

|A| =|Aa Ay Q| =Gy Gy Ay T Ay, Aoy Ay Ty Gy Ay — Ay Ay 2 Ay — Ay Gy 2033 — 0130 Ay~ Ay,

a3 dy  dg

Si designamos las filas 1, 2 y 3 y las columnas 1,2 y 3 por F F,F; y C, C,,C,

Fl
respectivamente, podemos también representar como et (4)=det| F , | det (C,.C,Cy)
F3
Ademas
. Si A=0 S det(4)=0
. S A=1, S det(d)=1
* Si Aes diagonal o triangular = det(A)=a,, .ay.ay
# Ejemplos:
2
1.- 4 0|=-36+0-5-0+30-8=-19
-1 3
2 1 0
2-13 1 4/=4+4+0+8-6-0=10
-1 2

«  Una matriz cuadrada A es regular siy solosi det(A4)#0

# Ejemplo:

1 2 3

Como |A|=|0 4 5|=24+0+0-0-0-0=24=0, 4 es regular

0 0 6

¢ Para resolver los determinantes de orden tres, es conveniente recordar la REGLA DE

SARRUS:

© Los productos con signo + estan formados por los elementos de la diagonal principal y

los de las dos diagonales paralelas con su vértice opuesto correspondiente.

o Los productos con signo menos (-) estan formados por los elementos de la diagonal

secundaria y los de las dos diagonales paralelas con su vértice opuesto correspondiente.
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Gy fa Y
|A| - 5"21,:"‘0;2;'.“23 =y Gyt Gyy Ty Gy Oy Ty Gy Gy =y gyt Ay =Gy 2 Gy Gy — Gy 7 Gy " Ay,
e S
*  Una forma practica de aplicar la regla de Sarrus es, escribir debajo de la matriz sus dos
primeras filas.
o Los términos positivos de la regla de Sarrus seran ahora los términos de la diagonal

principal y su dos paralelas.

°o Y los términos negativos seran los términos de la diagonal secundaria y sus dos

paralelas
# Ejemplo:
12
1 2 3 |4
|4]=|4 5 6|=|7 9|=45+96+84—-105-48-72=0
7 8 9 |1
4~5

5. Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea

Dado un determinante de orden tres, podemos observar que se cumple

a, dp 4s
det(A):‘A|= Ay Gy Gy =
a3 4y A4y
=y Ay A3y T Ay Uy Ay T G130y U3y =0y~ y3 U3y =0y Gy U3y =3 Uy "y =
=da; '(azz "Ay3 — Ay 'a32)_a12 '(azl "Qy; — Ay 'a31)+a13 '(azl Ay —dy 'a31):
ay Ay

Ay Ay a, dy

=dy - —ap,- +a;-

4y, 4y ay Ay a3 4y
Es decir, se puede obtener mediante la suma de los determinantes de segundo orden,
asociados a los elementos a,;,a,,ya,; (que se obtienen suprimiendo la fila y la columna a la
que pertenecen dichos elementos), y multiplicados cada determinante por dicho niimero asociado,
Ademas, el signo que lo precede es + o -, segin la suma de los subindices sea par o impar,
respectivamente.
Por este procedimiento el determinante de tercer orden, se puede expresar como suma de

productos de los elementos de una fila o columna, por determinantes de segundo orden.

Este procedimiento, se puede generalizar para matrices de orden mayor que tres.
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MATRIZ COMPLEMENTARIA M, DE UNELEMENTO gq; .

Sea A una matriz cuadraday @; uno de sus elementos. Si en A se suprime la filaiy la
columna j, se obtiene una submatriz M ; , que recibe el nombre de matriz complementaria del

elemento a; .
# Ejemplo
apy Ay dy
a a
Si A= 2 # My=\ay ay, as,
Ay Ay Ay
ADJUNTO Adj a; DE UN ELEMENTO DE UN ELEMENTO a; .

Sea A una matriz cuadrada y @; uno de sus elementos. Se denomina Adjunto del

elemento @, 'y serepresentapor Adja; al valor
Adja;=(=1)"".Det(M )
# Ejemplo
ay dp Ay

a a .
Si A= = # Adja23=(—1)2+3.a31 sz, Ay

Ay Ay Ay

DEFINICION DE UN DETERMINANTE POR RECURRENCIA.

Sea A una matriz cuadrada de orden n

all a12 cee aln
A= 6121 6122 a2n
anl anZ ann

el valor del determinante lo podemos desarrollar por recurrencia mediante cualquier fila i o

cualquier columna j ( i,j €{1,2,,3,...,n} ), de la matriz A, mediante

det A=a,.Adja,+a,. Adja,+...ta,,.Adja,,

det A=a;. Adja;+ay. Adjay+...+a,.Adja,
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# Ejemplo
(1) g é (2) 11 o 11 o
A= —2|-3 3 3l-1.o 2 2|=248-124=72
-3 133 4 —4 4 |a—4 4
4 0-4 4

que lo hemos desarrollado por la segunda columna.

6. Propiedades de los determinantes

PROPIEDADES Y OPERACIONES.

1.- Si todos los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada se descomponerse
en dos sumandos, entonces, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en
esa fila o columna el primero y el segundo sumando, respectivamente y en las demas los mismos

elementos que el determinante inicial. Es decir, para el caso de n = 3, se cumplira

a,+by, antby, aptby| |a, ay, as| by, by, by

aj, ay ay =lay Ay ap|tlay ay ay

as as; as3 Qa3 dyp dzz| |d3 43 Ay
# Ejemplo:

9 8 7115 5 5| 14 3 2

1 2 3/1=|1 2 3|+{1 2 3

4 5 6/ 4 5 6/ 4 5 6

2.- Si se multiplican todos los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada por

un nimero, el determinante queda multiplicado por dicho niamero. Es decir para el caso de n = 3, se

cumple
k.a,, k.a, k.ag; a, a, ag;
as as 3% =k. Ay Ay dy
as as as3 ds Ay ds
# Ejemplo:
9 8 7 3 8 7
3 2 31=3.41 2 3
12 5 6 4 5 6

3.- Si Ay B son dos matrices cuadradas, entonces det(A.B)=det A.det B

# Ejemplo:
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LG

PROPIEDADES Y DEPENDENCIA.

det 10 H‘l 1‘:(—1).(—1):1

2 —1{|10 1

4.- Si cambiamos entre si dos filas o columnas de una matriz cuadrada, su determinante

cambia de signo respecto al inicial. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a, ap ag; ap; a4, dp
Ay Ay Ayp|=7 A3 Az Ay
s ds dip Ay A4y dy

1
2
1

N O N
O = =

1
2|=-
1

N O

1
# Ejemplo: |1
0

5.- Si una matriz cuadrada tiene una fila o columna con todos los elementos nulos, su

determinacion es cero. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a,, a;, 0
ay dy 0 =0
as a; 0
1 2 1
# Ejemplo: |1 0 2|=0
0 0 O

6.- Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas iguales, su determinante es cero.

Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a, ap ag;
ay A4y dy =0

ay A4y dy

2 1 1
# Ejemplo: |0 1 2|=0
01 2

7.- Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas proporcionales, su determinante es

cero. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a, k.a, ay; ap 4ap 4ap
a, k.ay a23:k'a21 ay a23=0

ay k.ay ay as; a4z A4y
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# Ejemplo:

S O

1 1
3 6/=0
1 2

7.- Si una fila o columna de una matriz cuadrada es combinacion lineal de las restantes filas

o columnas, su determinante es cero. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

a, k.ayth.a; aj a, 4a; 4ap ap a;3 ap
ay k.ayth.ay ay|=k.|ay ay aythlay, ay ay=0
ay k.ayth.ay; ay as; dz  ds a3 diyz dg;

# Ejemplo:

N — W
NN DY

6
0(=0
3

TRANSFORMACIONES PARA SIMPLIFICAR EL
DETERMINANTES.

CALCULO DE

9.- Si una fila o columna de una matriz cuadrada se le suma otra paralela no varia. Es decir
para el caso de n = 3, se cumple

ay ap a3 ([ay ap apl |dn dp 4 ay, a a;
Ay Ay Au|T|ay Gy ay|Tlay, ay, ap|=| ay Ay Ay
3 ds dz| |dy 4y dg| |y

Ay, as3| |aytas aptas ajtas

10.- Si una fila o columna de una matriz cuadrada se le suma otra paralela proporcional, no

varia. Es decir para el caso de n = 3, se cumple

ap ap apl |4n a ai; ap, a4 ap ap a ai;
Ay Ay Axy|=|ay a Ay |Tlay ay axp|= a

a Ay
as ay ay| |k.a, k.ay k.ap| lay ay, ay| |k.a,+ag,

k.a,ta;,, k.a;ta,,

2 3
# Ejemplo: Para calcular el determinante |4 5 6| , restando la primera fila a las otras
8 9

dos, resulta

N b=
(oI, I \O]
O O\ W
Il
A\ W —
AN W N
AN W W
Il
(e
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7. Calculo de determinantes por el método pivotal

El método pivotal, se utiliza para calcular determinantes de orden mayor que tres, y consiste

en transformar un determinante de orden #n , en otro de orden n—1 . Aplicando para ello los

siguientes pasos:

Se toma el elemento @; cualquiera del determinante que valga uno. A este elemento se le

denomina pivote.

Si el determinante considerado no tuviera ninglin elemento que valga uno, tomariamos

cualquiera que tuviese un valor @, =k#0

En este caso se podria dividir todos los elementos de su fila 1, o todos los de su columna j ,

ente el nimero k , por lo que el el elemento  @; se convertiria en uno,

Al realizar esta operacion, hay que tener en cuenta que el determinante quedaria

multiplicado externamente por &
Los elementos correspondientes a la fila y columna pivote se suprimen.

Los demas elementos del determinantes se remplazan por la diferencia entre ellos mismos y
el producto de los elementos que corresponden a su fila y su columna en la fila i y en la

columna j del pivote.
El nuevo determinante que sera de orden menor que el inicial, tendra el signo  (—1)’

Este proceso se puede repetir tantas veces como sea necesario hasta obtener un determinante

de orden tres.

# Ejemplo.-
70 1 5| 7-71 0 1 5-5.1 0 0 1 0
31 4 0_|3-74 1 4 0-54|_|-25 1 4 -20|_
2-3 1 6 | 2-71 -3 1 6-51||-5 -3 1 1
4 5 -3 2| [4-7(-3) 5 -3 2-5.(-3) |25 5 -3 17
-25 1 =20 -5 1 =20
=(-1)"".]-5 =3 1 |=(-1)".5]-1 =3 1 [=510
25 5 17 5 5 17
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8. Calculo de determinantes por el método de Gauss
Para calcular un determinante por el método de Gauss, transformamos el determinante en
uno triangular, y el determinante sera el producto de los elementos de la diagonal principal del

nuevo determinante.

# Ejemplo:
1-2 4 1-2 4 1-2 4
4 1 -1 PF,=4F~> |0 9 —-17| = 71F,® |0 63 —119
31 2 F,—3F, 0 7 —10 —9F, 0-63 90
1-2 4
= = 0 63 —119/=1.63.(—29)=—1827
Fi+F, 0 0 —-29

9. Calculo de 1a matriz inversa

MATRIZ ADJUNTA.

Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta de A y se representa por Adj A, a la

matriz que se obtiene al sustituir cada elemento  @; por su Adjunto  Adja; .

# Ejemplo
2 =2 2 2 -4 -7
Si A=|2 1 0 = AdjA=[0 -2 =2
3 =2 2 -2 4 6
MATRIZ INVERSA.

Una matriz cuadrada A es inversible si y solo si det(A)#0 . Si A no es inversible,

decimos que es singular. Ademas, si una matriz cuadrada A tiene inversa 4~ , se cumplira
A. A =124 47" |=|1|=> |4].|47 =12 |A“|=|[17|¢0
Y sera:

A‘:( L ).(Ade)t

det A
4 _2
3 9 oo v 1 4 —1|_[10 10
. @ Ae A= (Adj A)' =——|. =
# Ejemplo.- Si - A (1 4) = (a’etA)( j4) 32 (—2 3) 13
| 4 10 10
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10. Rango de la matriz

Denominamos menores de orden p de una matriz A a los determinantes de las submatrices
cuadradas de orden p.

# Ejemplo,- Si A =(} (2) B }) , los menores de orden 2 seran

1-1
1 1

2-1

0 1

1 2
=—2
i

8

-

El rango de una matriz A, rango(A), es el orden del mayor menor no nulo de dicha matriz

# Ejemplo.-
2 0-1 -2
Si A=|-3 1 2 5| ,surango no puede ser tres, ya que
-1 I 1 3
2 0-1 2 0-2 2 -1 =2 0 -1 2
-3 1 2(=0,|-3 1 51=0,)-3 2 5]|=0,|- 5(=0
-1 1 1 -1 1 3 —1 1 3 1 1 3

Sin embargo, dado de que existe algun menor de orden dos, por ejemplo
-2 0

=2#0
tenemos que rango(A4) =2

11. Resolucion de sistemas de ecuaciones matriciales

La resolucion de la ecuacion matricial 4 X =B |, siendo A inversible, se puede resolver

mediante la operacion

A'. 4. X=4"B = X=4'B © X=( ! )-(Ade)t-B

det A
-1
# Ejemplo.- Si (? i)(;)z(_l?)) = (;)=(? Z) (_13)=(_11)
4 _2
-1 1 . 1 4 -1 10 10
(AdjA) =] —— =

Ya que (detA)( G5 (—2 3) 13
1 4 10 10

Pagina 12



