Egy probléma és utoélete IV.

Szilassi Lajostdl szarmazik a kdvetkez6 probléma:
Adott két pont A és B. A sik minden P pontjahoz
rendeljik azt a Q pontot, melye PA L QA és € ,/
PB 1 QB. Mia Q pontok halmaza, ha P végigfut d
egy egyenesen?

Megjelentettiik a problémat a Sulinet-en. Az

olvasok koziil tobben kiildtek be sejtéseket, ezek
megadasa jelentdsen konnyebbé valt, mert akkor

-

mar rendelkezésre dlltak a dinamikus geometriai - —
programok. Az olvasok azt sejtették, hogy a keresett ponthalmaz parabola vagy hiperbola.

Teljes megoldast Csiba Péter kiildott, aki akkor a nyitrai Konstantin Egyetemen dolgozott.

Dolgozataban projektiv geometriai és analitikus geometriai mddszerrel vizsgalta a
problémat.
Természetes, hogy a kitliz6nek, Szilassi Lajosnak is volt egy megolddsa. Nézziik meg most azt.

Ha P € e(4, B), akkor nincs képe, hiszen a két egyenes nem metszi egymast.

Szoritkozzunk most mara P ¢ e(A4, B) esetre!
Ekkor igalak a kdvetkezdk:
1) Ha PB L AB akkor Q=A, ugyanigy ha PA 1 AB akkor Q=B.

2) A Qpont ugyanolyan tavolsagra van az A és B pont tiikortengelyétél, mint P, ugyanis

legyen A(1;0), B(~1;0), P(p1; p2), (p2 # 0),Q(q1; 42)! EkkorPA(1 — py; —py),
QA1 — q1;—q2), PB(—1—p1; —p2), QB(=1—q1; —q3).
PALQA=PA-QA=0=>(1—p)(1—q)+pq,=0 (D
PELQB=PB-QB=0= (-1-p)(-1—q) +p:q2=0 (2)
Kivonva a (2)-bél az (1)-et:
1+p+ai+piqgi—1+p1+ ¢ —p1q1 =0,

amibél g; = —p;.

3) BTpP A ~QTgB, ahol Tpa P pontnak Tq a Q-nak az e(AB)-re es6 merGleges vetllete
(merdleges szaru szogek).

4) Tekintsuk az (1), (2) egyenletrendszert!
1-p)(A—q) +p2q2=0 (D
(=1—p)(=1—-q)+p,q, =0 (2)

Az 1)-ben kaptuk, hogy g; = —p;. Helyettesitslk ezt az (1) egyenletbe!
(1-p)(A+p1) +p292 =0
1-p®+p2q, =0
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A 4) megallapitds alapjan, ha a P pont végigfut az altaldnos helyzetli y = mx + b egyenlet(

x2-1

~— egyenlet( ponthalmazon mozog.

egyenesen, akkora Qpontazy =

Ha m=0, vagyis az egyenes parhuzamos AB-vel, akkor a kapott gorbe egyenlete:
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amirdl tudjuk, hogy parabola egyenlete.

Az viszont a kozépiskolas szintet meghalado allitas, hogy az f(x) = ax + b + ﬁ alaku
fliggvények grafikonja hiperbola. Ha a P pont palydja az x tengelyre meréleges, A-ra és B-re
nem illeszked6 egyenes, akkor a Q pontok mértani helye ennek az y tengelyre vonatkozé
tukorképe, kivéve ennek az x tengellyel alkotott metszéspontjat.

Q= {-1.5, 1.25)

fo(-1.5)=1.25 \
1o(x{Q)) £ yiQ) : true *




