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Spinnwebdiagramme

Ein Konzept mit GeoGebra zu neuem Leben erweckt

N — _97

ab 8. Klasse

IDEE: Iterationsschritte und Konvergenz-
verhalten in GeoGebra darstellen

Fixpunktiteration

Einstiegsbeispiel

https://fr—vlg.de/m1239spinnweb

2 Doppelstunden

Spinnwebdiagramme als Veranschau-
lichung der Fixpunktiteration sind ei-
gentlich ein bekanntes Konzept (z.B.
Krebs 1981), allerdings ist ihre Er-
stellung per Hand viel zu mithsam.
Heutzutage gibt es schone und leicht
handhabbare GeoGebra-Applets (et-
wa von Andreas Lindner, wofiir ihm
herzlich gedankt sei: https://fr-vig.de/
ml239spinnweb). Diese erdffnen didak-
tisch neue Moglichkeiten.

Finerseits kann mit Spinnweb-
diagrammen (s. Abb. 1) eine Mébglich-

Gleichungen (die Fixpunktiteration)
gut veranschaulicht werden, ohne viel
Theorie vorschalten zu miissen: Man
sieht unmittelbar, ob ein Fixpunkt an-
ziehend oder abstofend ist. Andererseits
kénnen auch theoretische Begriindun-
gen der Konvergenz bzw. Divergenz
im Fall linearer Funktionen angedacht
werden, insbesondere im Wahlpflicht-
bereich.

Gleichungen ndherungsweise
losen

Bei der Einstiegsaufgabe (s. Arbeits-
blatt) geht es darum herauszufinden,
welcher Anteil eines schwimmenden
Holzstamms aus dem Wasser ragt. Als
zu losende Gleichung ergibt sich
Holzmasse = Masse des verdriangten
Wassers

nR?-L-0,7=[nR*- % RY(x-sin(x))] - L-1
Vereinfacht erhalten wir schlief8lich
x=0,6 7t + sin(x) und erkennen, dass es
nicht auf die Linge ankommt und - so-
fern nur der herausragende Anteil in-
teressiert - auch nicht auf den Radius.
Aber diese Gleichung kann man nicht
geschlossen l6sen, sondern nur nihe-

keit des niherungsweisen Losens von rungsweise.
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Abb. 1: (Positiver) Fixpunkt der Funktion ¢ mit @(x)=-0,1x2+4undx, =1
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Das kénnte GeoGebra einerseits durch
den Befehl ,NLose“ bewerkstelligen,
andererseits bietet so eine Gleichung
den Anlass, das ndherungsweise Losen
von Gleichungen im Unterricht explizit
zu thematisieren, nicht nur als einen
CAS-Befehl, dessen Funktionsweise
man nicht nachvollziehen kann (,,black
box*). Eine Moglichkeit stellt die Fix-
punktiteration veranschaulicht durch
Spinnwebdiagramme dar.

x* heilt Fixpunkt einer Funktion ¢,
wenn die Anwendung von ¢ die-
sen Wert nicht ndert, d.h.,

@ () =x"gilt;

Fixpunkte sind bei gewShnlichen
Funktionen R > R also

keine Punkte im geometrischen
Sinn mit 2 Koordinaten, sondern
eigentlich Stellen (Argumente) auf
der x-Achse.

Dieses Prinzip wird primir auf einer
experimentellen Ebene erarbeitet, ent-
weder jetzt als Exkurs oder bereits vor-
her, sodass es hier schon zur Verfii-
gung steht. Eine Moglichkeit dazu ist
im folgenden Abschnitt dargestellt.

Das Prinzip der
Spinnwebdiagramme

Spinnwebdiagramme illustrieren gut,
wie man zum Fixpunkt x* einer Funk-
tion @ kommen kann, indem man aus-
gehend von einem Startwert x, fortwah-

rend die Funktion ¢ iteriert, d.h., sie
stindig auf die Ergebnisse anwendet:

¢ @
x,—> @ () =%, —> ¢ (x)

® 4]
=x,—> @ (x)=2x,—> ¢ (x)
——(f%x*
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Abb. 1: screenshot mit © geogebra.org




Name: Datum:

Einstiegsaufgabe

Welcher Prozentsatz des Radius ragt bei einem im Wasser
schwimmenden drehzylindrischen Holzstamm (Radius R,
Lange L: kommt es auf diese an?) mit einer Dichte von
p=0,7 &% aus dem Wasser heraus? Wegen p > 0,5 taucht

Arbeitsblatt

der Stamm mehr als zur Halfte ins Wasser ein (s. Bild).

Bild: Schwimmender Holzstamm im
Querschnitt

Hinweise zum Losungsansatz;

1. ASegment =ASektor . ADreieck

2. Esist x der Offnungswinkel (Zentriwinkel, im BogenmaR!) jenes Kreissegments im
Querschnittbild, das sich ,,iber Wasser* befindet (siehe Bild, braune Flache).

A=R;- (x = sin(x)).

© Friedrich Verlag GmbH | mathematik lehren 239 | 2023

Grafik: © Friedrich Verlag GmbH

Dann betréagt der Flacheninhalt dieses Kreissegments:

4. Masse =Volumen - Dichte

5. Stelle eine Gleichung fiir x auf.

3. Schwimmen bedeutet, dass die Masse (bzw. die Gewichtskraft) des Stammes gleich der
Masse (bzw. der Gewichtskraft) des verdrangten Wassers ist.

In vielen Fillen konvergiert dieses Ver-
fahren (die Folge der x) zum gesuchten
Fixpunkt x* (die Frage, in welchen Fil-
len das funktioniert, ist nicht so leicht
zu beantworten, siehe unten). Es ist
ein Iterationsverfahren, daher wird da-
durch die fir die numerische Mathe-
matik zentrale Idee Iteration angespro-
chen und realisiert.

Weil also in jedem Schritt sozusa-
gen der erhaltene Funktionswert y zum
neuen Eingabewert x wird, interes-
siert man sich graphisch gesehen also
fir den Schnittpunkt des Graphen der
Funktion ¢ mit der 1. Winkelhalbieren-
den (y = x, s. Abb. 1, links).

Bereits mit einem einfachen Ta-
schenrechner kann man das erleben,
indem man ihn auf ,Bogenmaf} (Radi-
ant)“ einstellt und so oft hintereinan-
der auf die cos-Taste driickt, bis sich
der Wert nicht mehr dndert: = 0,739.

Was geschieht hierbei? Der Start-
wert ist bei x, = 1, dann geht man senk-
recht zum Funktionsgraphen (das
heillt, man wendet die Funktion ¢
an) und dann waagerecht zur ersten
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Winkelhalbierenden (bei ihren Punk-
ten gilt y =x, d. h. sowohl die x- als auch
die y-Koordinate dieses Punktes sind
x, = @(x,)). Fiir den nichsten Iterations-
wert x, = ¢(x,) braucht man also wieder
nur senkrecht zum Funktionsgraphen
zu gehen, dann wieder waagerecht zur
ersten Winkelhalbierenden usw. Es
entsteht hier eine Einwértsspirale zum
gesuchten Punkt (x*| x*). Dies sieht ein
wenig aus wie Spinnweben (daher der
Name solcher Diagramme).

Zusdtzlich zur linken Darstellung
sind rechts die Punkte (n]x) darge-
stellt, wobei auch hier die oszillieren-
de Konvergenz (die Werte sind abwech-
selnd zu klein bzw. zu grof}) gut zu se-
hen ist. Passenderweise ist die Skalie-
rung der vertikalen Achse links und
rechts gleich, so dass x* in beiden Dia-
grammen ,auf gleicher Hohe“liegt. Die
Koordinaten der ersten sechs Punkte
sind angegeben, mit der rechten Maus-
taste kann man auch jene der weiteren
Punkte anzeigen lassen, wenn auch
der genauere Wert von x* interessiert.
Aus Platzgriinden wird diese rechte

Bildhilfte in weiterer Folge meist weg-
gelassen.

Bei obigem Beispiel widren magli-
che Fixpunkte von ¢ auch durch Losen
der quadratischen Gleichung ¢(x) = x
bzw. - 0,1-x* +4 = x zu finden gewesen,
aber bei allgemeineren Gleichungen
der Art (x) = x geht das nicht immer so
einfach. Die dahintersteckende Theo-
rie (welche Bedingung muss die Funk-
tion ¢ erfiillen, damit dieses iterative
Anwenden von ¢ zu einem Fixpunkt
konvergiert?) wird durch kontrahieren-
de Abbildungen und den Banach’schen
Fixpunktsatz beschrieben (vgl. Schup-
par/Humenberger 2015, S. 267f.), aber
diese sind im Allgemeinen zu kompli-
ziert flir den Regelunterricht in der
Schule.

Aufgaben zur Erkundung
An dieser Stelle kdnnen Lernende
selbst einige Beispiele als Iterations-

funktion ¢ probieren und einfach be-
obachten, ob das ,Verfahren klappt®.
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Arbeitsblatt
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Name: Datum:

Gleichungen l6sen mit Spinnwebdiagrammen

Verwende fiir die folgenden Aufgaben das GeoGebra-Applet auf
https://www.geogebra.org/m/vujzqgbg4.

i:!]h f

1. Spinnwebdiagramme, Gleichungen
a) Lose mit dem Iterationsverfahren die Gleichungx=%(sin(x) +1) und stelle in dem GeoGebra-Applet

das zugehérige Spinnwebdiagramm dar. Hinweis: @ (x) :Z%(sin(x) +1), l6se also @(x) = x.

b) Was beobachtest du, wenn du dasselbe bei x = 5-(sin(x) + 1) probierst?
Wie viele Lésungen hat diese Gleichung? Kann man diesen Losungen mit der einfachen Iteration
der Funktion @y(x) := 5-(sin(x) + 1) ndherkommen? Wenn nein, woran kann man das erkennen?

2. Anziehende und abstoRende Fixpunkte

Begriinde: Die Gleichung x=5:(sin(x) + 1) (=: @1(x)) ist dquivalent zu x = sin(x) + %-x +1 (= a(x)).

Arbeite wieder mit einem Spinnwebdiagramm im GeoGebra-Applet und bestimme Niherungswerte fiir
anziehende Fixpunkte. Wie viele sind das? Kannst du eine Vermutung aufern, bei welchen Startwerten xo
das Iterieren von ¢, zu welchem Fixpunkt fiihrt? (Einzugsbereiche der jeweiligen Fixpunkte)

Hinweis: Es gibt hier auch einen abstofenden Fixpunkt, den man so nicht in den Griff bekommt, aber er
scheint eine Rolle zu spielen fiir die Einzugsbereiche der anziehenden Fixpunkte.

3. Heron-Verfahren
Erstelle fiir 3 verschiedene Werte von a > 0 das Spinnwebdiagramm zur Iterationsfunktion

®o (X) 2%- (x+ %) fiir x > 0 und passende Startwerte. Was beobachtest du graphisch: Ist der Fixpunkt anzie-
hend oder abstofend? Bei welchem Wert liegt der Fixpunkt jeweils? Bestatige das auch rein algebraisch.
Kann man hier Startwerte x, > 0 finden, die bei @q-lteration nicht zum Fixpunkt fihren?

4. Nullstellen eines Polynoms 3. Grades

Die Polynomgleichung 3. Grades p(x) =x® - 4x* + 2 = 0 soll mit dem lterationsverfahren gelst werden.
Dazu muss diese Gleichung zunéchst einmal in die Form @(x) =x umgewandelt werden.

Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten, zum Beispiel:

) 2 B2
@100 =1 P> () =4-7 @3 (X) =0 - A2+ x+2 @s(x) = 4:

Begriinde: Fixpunkte der Funktionen ¢; (i=1,2, 3, 4) sind genau die Nullstellen der Polynomfunktion p.
Verwende das GeoGebra-Applet und finde experimentell heraus, welche Fixpunkte jeweils anziehend
bzw. abstoRend sind. Lies im Fall anziehender Fixpunkte jeweils Néherungswerte ab und gib ihre jeweili-
gen Einzugsbereiche experimentell an. Sollte ein Fixpunkt bei allen vier Iterationsfunktionen abstoftend
sein, finde eine Maglichkeit, auch diesen durch @-lteration und Darstellung durch ein Spinnwebdia-
gramm naherungsweise herauszufinden (ganz andere Iterations- oder Umkehrfunktion).

5. Schwimmende Holzkugel

Welcher Prozentsatz des Radius ragt bei einer im Wasser schwimmenden Holzkugel (Radius R) mit einer
Dichte von p =0,7 g/cm?® aus dem Wasser heraus? Wegen p>0,5 taucht die Kugel mehr als zur Halfte ins
Wasser ein. Stelle eine Gleichung auf (wahle einen konkreten Wert von R, Variable h; oder dividiere die
entstehende Gleichung in R und h durch R?, sodass du eine Gleichunginx:=h/R erhaltst) und lése diese
mit dem Iterationsverfahren (Spinnwebdiagramme).
Hinweise:
. Das Volumen eines Kugelsegmentes mit Hohe h (Kugelradius R) ist gegeben durch
Viugelsegment = T/3 - 2+ (3R - h)
. Achte darauf, ob du mit h die Hohe des Kugelsegments unter oder iiber Wasser bezeichnest
(beides ist moglich).
« Losung:ca.73%




Abb. 2: screenshot mit © geogebra.org | Abb. 3: screenshot mit © geogebra.org

Was ist hier mit ,nicht klappen ge-
meint? Man wird durch Probieren re-
lativ rasch Beispiele finden, bei denen
das Verfahren nicht zum Ziel fiihrt,
wenn ndmlich der Funktionsgraph von
@ beim Fixpunkt x* relativ steil verlauft
(mit einer Steigung < -1 oder > 1), dann
ergeben sich im Bild Auswdrtsspiralen
bzw. Auswdrtstreppen, und man kommt
mit der ¢@-Iteration dem Fixpunkt nicht
niher, sondern immer weiter weg von
diesem (Abb. 2, der Fixpunkt heifit
dann abstoflend).

Weitere Experimente mit verschie-
denen Funktionen legen die Vermu-
tung nahe, dass das Verfahren dann
besonders gut (also schnell) funktio-
nieren wird - das heift, sich dem ge-
suchten Fixpunkt anndhert -, wenn
der Graph von ¢ die erste Winkelhal-
bierende ziemlich flach schneidet (also
mit einer betraglich sehr kleinen Stei-
gung).

So kann man dieses Prinzip zum nd-
herungsweisen iterativen Losen von Glei-
chungen anwenden, indem man sie auf
die Form ¢(x) = x bringt und graphisch
iiberpriift, ob der Graph von ¢ bei x*
flach oder steil verlduft. Wenn er dort
flach verlauft (Steigung betraglich klei-
ner als 1), funktioniert das Iterations-
verfahren bei geeigneten Startwerten,
und die Veranschaulichung mit Spinn-
webdiagrammen kann gute Dienste
leisten. (Was hier genau geeignet be-
deutet, kbnnte einerseits Gegenstand
weiterer theoretischer Untersuchun-
gen sein, aber man kann das auch auf
einer rein experimentellen Ebene be-
trachten: Als Einzugsbereich eines an-
ziehenden Fixpunktes x* soll hier die
Menge der moglichen Startwerte x, be-
zeichnet werden, die bei @-Iteration zu
x* fithren; das kann ganz R sein, mog-
licherweise aber auch nur ein kleines
Intervall.)

Dieses Wissen bzw. dieses Prinzip
koénnen also breit angewandt werden,
wodurch eine Grundlage fiir vertieftes
numerisches Denken gelegt ist. Dabei
muss noch gar kein priziser Konver-
genzbegriff vorliegen, die Arbeit kann
mit geeigneten Applets schon wesent-
lich friher und primér auf der graphi-
schen und experimentellen Ebene ge-
schehen. Begriindungen und theoreti-
sche Betrachtungen kénnen zu diesem

mathematik lehren 2392023

. Hat o~
b Cry
Q(x) = @ +3 1 D Hinwais
L
! LY

N gl =olx)

CIURT &

2 S [ ] 5 M
'

=14
o o) = 2" -1

3

3 . {5, 2.84)
AR e s 220 .. 3
o e (A 27 ¥
# (2,2.14)
(0,15)

-2 ] q z il 4 5 6

[ I @(x) = {0.617 + sin(x) |

Abb. 3: Der Fixpunkt der Funktion @ mit g(x) = 0,61 liegt bei x* = 2,49

Zeitpunkt noch weitgehend aullen vor
bleiben.

Zuriick zur Einstiegsaufgabe

Mit dem angesprochenen Applet kann
man auch die Gleichung x = 0,6 = +
sin(x) der Einstiegsaufgabe (s. Arbeits-
blatt) niherungsweise 16sen und die-
se Losung graphisch veranschaulichen
(Abb. 3, x,=1,5).

Durch Anklicken des Kistchens
,Hinweis“ (Abb. 3) wird mit roten Pfei-
len klar, dass x, = ¢(x,) sowohl auf
der senkrechten Achse und mithilfe
der ersten Winkelhalbierenden eben
auch auf der waagerechten Achse ab-
zulesen ist, dies erkldrt noch mal, wie
bzw. warum Spinnwebdiagramme ge-
eignet sind, das iterierte Anwenden
einer Funktion zu veranschaulichen.
Fiir Lernende, die erstmals mit dem
Prinzip von Spinnwebdiagrammen

konfrontiert werden, ist das nédmlich
oft gar nicht so selbstversténdlich, und
es bedarf fiir echtes Verstehen oft eini-
ger Anstrengung.

Fixpunkte, bei denen das Iterati-
onsverfahren konvergiert, nennt man
in naheliegender Weise auch anzie-
hend, weil man eben mit der ¢-Iteration
beliebig nahe zum Fixpunkt kommt. Es
sollte damit unmittelbar Klar sein, dass
dieses Fixpunktverfahren eine Moglich-
keit ist, eine grofe Klasse von Gleichungen
ndherungsweise zu losen, indem man sie
auf die Form ¢(x) = x umformt, und es
daher ein breit einsetzbares Verfahren
zum Losen von Gleichungen ist.

Fixpunktiterationen bzw. -verfah-
ren sind immer nach folgendem
Prinzip konstruiert: x* ist Losung
des Ursprungsproblems (meist
Nullstelle einer Funktion) <

x* ist Fixpunkt von ¢.
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Fiir dieses Umformen gibt es natiirlich
mehrere Mbglichkeiten (vgl. Arbeits-
blatt 2).

gabe auf die Bestimmung des Faktors
(1 - cos(x*/2)) = 0,68 hinaus, n&mlich
ca. 68 % (unabhéngig von R).

Umkehrfunktionen angesprochen wer-
den: Graphen von Umkehrfunktionen
sind ja spiegelbildlich zur ersten Win-

Jedenfalls kann man mit dieser Lo-
sung x* die gefragte ,HGhe" h (Bild 1
auf Arbeitsblatt 1) bestimmen:

h=R-R-cos(x*/2)=R-(1-cos(x*/2)),
und da der Prozentsatz von R gefragt
ist, lauft die Losung der Einstiegsauf-

Umkehrfunktionen

Bei diesem Thema konnte auch ein
hier wichtiger Zusammenhang zu
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kelhalbierenden y = x. Jede Funktion
@ hat einerseits dieselben Fixpunkte
wie ihre Umkehrfunktion ¢, und an-
dererseits bedeutet dies: Wenn ein Fix-
punkt x* bzgl. einer Funktion ¢ absto-
Rend ist (steiler Schnitt mit y = x), dann

x
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Abb. 4: Der links abstofende Fixpunkt x* = 0,69 {p{x) =- x>+ 1, Auswirtsspirale, steiler Schnitt mit y =x) ist rechts anziehend (p (x} = 3\/l -X,

Einwartsspirale, flacher Schnitt mit y = x)

Mathe Welt: Die Kreiszahl

Lerngruppe: 8. -9. Klasse

MatheWelt

(= p=tm Kreisberechnungen im Unterricht
... was bleibt davon? - Der Um-
—— = fangistungefdhr dreimal so grof
wie der Durchmesser ... wir kon-
nen diesen Faktor genauer an-
geben, der Faktor hat unend-
m:a::m?:mg_ — lich viele Nachkommastellen, wir
] &= rechnen mit dem Taschenrech-
E- ner, tippen auf den bisher unbe-
kannten griechischen Buchsta-
ben T oder einfach nur 3,14, Fiir viele Menschen ist Pi dann
eben auch genau das: 3,14. Und meistens reicht das.
Allerdings: Auf dem Weg dorthin wird ganz eigene, besonde-
re Mathematik neu entdeckt und genutzt - das wird leicht ver-
gessen.
Der Entdeckungsreise zur Kreiszahl Pi mdchten wir des-
halb hier einen Rahmen und einen Raum geben, der die

—

Zusammenhinge des Prozesses miteinander verknipft und
einen Blick auf das Gesamtbild ermdglicht.

Ausgangspunkt ist die Vorstellung vom Messen und die Idee
von Umfang und Flacheninhalt. Dann kann es auch schon
losgehen auf dieser Entdeckungsreise, entlang konkreter Fra-
gestellungen und historischer Entwicklungen bis hin zu kos-
mischen Weiten und unbequemen Ungenauigkeiten.

Wie auf jeder Reise kénnen wir dabei viel Neues kennenler-
nen - Messverfahren und Niherungsprozesse, die Frage ,,Wie
genau muss etwas sein?* und eine mogliche Antwort darauf.
Und eben auch die besondere Unfassbarkeit der Zahl Pi.
Diese MatheWelt eignet sich im Unterricht auch fiir den Ein-
satz als Wochenplan. Je nach Leistungsstérke des Kurses
kann dafiir etwas mehr Zeit eingeplant werden. Bei der Bear-
beitung der Aufgaben werden sowohl mobile Endgeréte und
Apps als auch klassische Messwerkzeuge genutzt sowie aus-
reichend viele runde Objekte, die vermessen werden.

Karl Charon, Meike Maas und Wilfried Herget
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Abb, 4: screenshot mit © geogebra.org




Tab, 1: screenshots mit © geogebra.org

ist er bzgl. der Umkehrfunktion ¢ an-
ziehend (flacher Schnitt mit ¥ = x), der
Fixpunkt x* bleibt ja beim Spiegeln
an y = x unverdndert. In so einem Fall
kann man also die Umkehrfunktion ¢
zum Losen der Gleichung ¢(x) = x bzw.
eben gleichwertig ¢*(x) = x verwenden
(Abb. 4).

Aufgaben fiir Lernende

Hier sind einerseits graphische Experi-
mente sinnvoll (Wie steil schneidet der
Graph von ¢ bzw. ¢ die erste Winkel-
halbierende y = x? Startwert im GeoGe-
bra-Applet so wihlen, dass das Verfah-
ren anschaulich konvergiert, chne wei-
tere theoretische Uberlegungen oder
Begriindungen) und andererseits das
algebraische bzw. graphische Bestim-
men von Umkehrfunktionen mittels
GeoGebra.

Anschlielend das Verwenden von Um-
kehrfunktionen, um abstoRende Fix-
punkte anziehend zu machen (Abb. 4).
Eine Alternative zu Umkehrfunktionen
im Fall eines abstoRenden Fixpunkts
bei ¢, (x) = x ist, die Gleichung auf ei-
ne andere Fixpunktgleichung ¢,(x) = x
umzuformen und zu hoffen, dass der
entsprechende Fixpunkt nun anzie-
hend ist (vgl. Arbeitsblatt 2). Hierbei
wird insgesamt das Prinzip von Spinn-
webdiagrammen und ein GeoGeb-
ra-Applet als passendes Werkzeug ge-
nutzt, wobei der Fokus deutlich auf ex-
plorierendem Arbeiten, weniger auf
formalen Aspekten liegt.

Ausblick (Klasse 10)

Am Beispiel linearer Funktionen sind
theoretische Betrachtungen auch im
Schulunterricht gut machbar (z.B. im

SEK1 | UNTERRICHT

Wahlpflichtkurs). Wenn man sich dann
noch vor Augen fiihrt, dass durch die
Ableitung eine Funktion lokal mog-
lichst gut durch eine lineare Funkti-
on approximiert wird (in der Funkti-
onenlupe erscheint dann der Funk-
tionsgraph praktisch als Gerade), so
sind die Ergebnisse in plausibler Wei-
se direkt auf differenzierbare Funktio-
nen zu Ubertragen, und damit ist man
eigentlich schon beim Banach’schen
Fixpunktsatz fiir den Spezialfall diffe-
renzierbarer Funktionen. Somit ist es
moglich, den Banach’'schen Fixpunki-
satz im Schulunterricht plausibel zu
machen, ohne viel Theorie und stren-
gere Beweise.

Andererseits, und das ist hier viel-
leicht der wichtigere Aspekt, werden
die empirischen Beobachtungen des
letzten Abschnittes (anziehender [ab-
stolRender] Fixpunkt, d.h. Konvergenz
[Divergenz], bei Steigung des Graphen

oszillierend

monoton

x* anziehend
A >0 .
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Tab. 1: Vier Hauptfalle fiir Spinnwebdiagramme bei linearen Funktionen
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Abb. 5: Die vertikalen Sprunghohen und - vor allem - die vertikalen Abstinde zum Wert 6 halbie-

ren sich jeweils von Schritt zu Schritt

von ¢ bei x* betraglich kleiner [gro-

Rer] als 1) dadurch bestétigt und fiir ei-

ne einfache Funktionenklasse auch be-

griindet.

Um keinen falschen Eindruck zu er-
wecken, sollte man im Unterricht deut-
lich hervorheben und betonen: Zum
Schneiden von Geraden braucht man
keine Spinnwebdiagramme; aber die
linearen Funktionen bieten einerseits
einfache Ubungs- und Veranschauli-
chungsmaglichkeiten und sind ande-
rerseits hinreichend einfach fiir den
Schulunterricht, sodass bei ihnen auch
Begriindungen von Konvergenzen bzw.
Divergenzen (geometrische Folgen, 10.
Schulstufe) eine Rolle spielen konnen.

Man kann bei linearen Funktionen
leicht sehen und begriinden, und das
ist dann eben auch iibertragbar auf all-
gemeinere (differenzierbare) Funktio-
nen:

«  Fiir |m| < 1 konvergiert die
@-Iteration bei einer linearen Funk-
tion ¢ mit p(x) = mx + b zum Fix-
punkt x* (anziehender Fixpunkt;
Einwirtstreppe bei 0 <m < 1, Ein-
wirtsspirale bei -1 < m <0).

- Fiir |m| > 1 divergiert die @-Iteration
bei einer linearen Funktion ¢ mit
@(x) = mx+b (abstoflender Fix-
punkt; Auswirtstreppe bei m > 1,
Auswirtsspirale bei m < -1).

Wenn man wissen will, wie schnell die
¢-Iteration bei linearen Funktionen ¢
zum Fixpunkt x* fiihrt, dann wird man
sich fiir die Abstiinde zu x* interessie-
ren. Und dieser Fokus hat den Vorteil,
dass man nicht viele Fallunterschei-
dungen machen muss.
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Um das anzubahnen, konnten und soll-
ten im Schulunterricht vor den allge-
meinen algebraischen Betrachtungen
mit allgemeinen Parametern m, b bei
linearen Funktionen auch konkrete
Beispiele untersucht werden, zum Bei-
spiel bei der linearen Funktion ¢ mit
¢(x) =3 -x+3 (Abb. 5).

Die einzelnen vertikalen Sprungho-
hen betragen in Abb. 5:3>1,5-> 0,75~
..., d.h. jedes Mal Halbierung. (Diese
fallen vermutlich auch zuerst auf, denn
in der rechten Abbildung sind die Ver-
dnderungen der x, nur vertikal zu beob-
achten, nicht horizontal; in der linken
sind sie sowohl vertikal als auch hori-
zontal zu beobachten.) Noch wichti-
ger, die vertikalen Abstéinde zum Wert
x* = 6 werden auch in jedem Schritt
halbiert: 6 >3 > 1,5 0,75 > ... Es ist
giinstig, bei solchen Experimenten
x,>0 zu wihlen, weil dann schon der
erste Ubergang X, = x, zum entspre-
chenden Muster gehort. Man konnte
in Spinnwebdiagrammen (Abb. 5 links)
aprioriauch die einzelnen horizontalen
Veranderungen in den Fokus stellen,
dann ist es nicht wichtig, wo der Start-
wert gewihlt wird (aber die horizon-
talen Veranderungen sind im rechten
(n | x,)-Diagramm leider nicht ables-
bar).

Das alles ist kein Zufall. Jede lineare
Funktion hat genau einen Fixpunkt x*
wenn m # 1 ist (diesen Fixpunkt konnte
man natiirlich algebraisch leicht aus-
rechnen, aber davon wollen wir mo-
mentan absehen). Es sei x, # x* ein be-
liebiger Startwert und x, die zugehori-
ge Folge mitx , = @(x):=m-x, +D.

Fiir die Abweichung A : = x, - x* nach
nvielen @-Iterationen gilt:

A, =x,, -x=(m-x,+ b) - (m-x*+b)
=m-{x,-x)=m-4

Das heif’t, A ist eine geometrische
Folge, deren Faktor bzw. Quotient die
Steigung der linearen Funktion ist:
A =m"- A

Dadurch kann man das Verhalten
der Iteration fiir alle vier wichtigen
Fille bei linearen Funktionen sofort
begriindet allgemein beschreiben (da-
zu ist nur das Wissen nétig, wie sich m*
fiir wachsende n verhilt, je nach ver-
schiedenen Werten von m, Konvergenz
bei |m| < 1, Divergenz bei |m| > 1) und in
einer Vierfeldertafel iibersichtlich dar-
stellen (Tab. 1).

Dazu sollen Lernende schon vor
der theoretischen Auseinandersetzung
damit viele Experimente mit Spinn-
webdiagrammen und linearen Funkti-
onen machen, sodass sie alle vier Fille
jeweils schon mindestens zweimal ,,ge-
sehen” haben. Die Spezialfille m = -1,
0, 1 (sie trennen die vier oben genann-
ten Bereiche) sind zwar einfach zu be-
handeln, aber weder besonders span-
nend noch relevant, deswegen werden
sie hier auch nicht weiter thematisiert.

Betrachtungen zu quadratischen
Iterationen wie @(x) =x + k-x(G - %)
oder @(x) = k-x-(G - x) beziehungswei-
se @(x) = k-x- (1 - %) (s. dazu das daftir
entwickelte Applet unter https:/fr-vig.
de/ml239quaditeration), wie sie beim
diskreten logistischen Wachstum auf-
treten, kdnnen im Fall der letztgenann-
ten Funktion anschaulich kldren, dass
hier Konvergenz (anziehender Fix-
punkt) fiir 0 < k < 3 zu erwarten ist, flir
k > 3 hingegen Divergenz (abstofen-
der Fixpunkt; dieser Fall fiihrt in be-
kannter Weise zum mathematischen
Chaos).
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