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PROBLEMA 1

x+1six<1

| - 1.
3x2 — 1 si x> 1 " €l punto xo

Estudia los limites laterales de f(x) = {

Realizamos el limite lateral por la izquierda. Recuerda que, en un primer paso, calcular el
limite es simplemente evaluar la funcién en el punto.

L= lir?_(x +1) =1+ 1 =2 — Fijate que L~ significa limite por la izquierda.
xX—

Lt = lir{1+(3x2 —1) =3 -1 =2 — Fijate que L* significa limite por la derecha.
b

Como los limites laterales en x, = 1coinciden, podemos afirmar que existe el limite de la
funcion en x, = 1 y su valor es:

i) = Jim ) = =2
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PROBLEMA 2
x+1six<0
Estudia los limites laterales de f(x) = { % six>0 €N el punto x, = 0.
Evaluamos en la funcién.
L”=lim(x+1)=0+1=1
I*=limi=21=40— ¢Qué hacemos? éSe puede dividir por 0?

x—-0tXx ot

No estamos dividiendo por 0, sino por un valor muy préoximo a 0 pero sin llegar a tocarlo
(recuerda el concepto de “tender” que hemos explicado en clase). Un numero (en
nuestro caso tenemos 1 en el numerador) dividido por algo muy, muy, muy pequeno
(un valor a la derecha de 0) tiende a algo muy, muy, muy grande (mas infinito).



PROBLEMA 3
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Estudia la continuidad de la funcionenx = 2.

x*—4
f(x) = Y2 six+2
3six=2

Ojo con la forma en que esta expresa esta funcién a trozos. Tanto a la izquierda como a
la derecha de 2, la ecuacion de la funcidn es el cociente de polinomios. Y solo cuando la
variable x vale 2, la ecuacion de la funcién es la recta horizontal f(x) = 2.

Primera condicidon: existe la funcién en el punto frontera.

3f(2) =3

Segunda condicion: limites laterales iguales.

Dada la forma en que esta definida la funcién a trozos, la expresion del limite por la
izquierda va a coincidir con la expresion del limite por la derecha, ya que ambos limites

se aplican sobre la misma ecuacién para la funcién: f(x) = ’;2_"24 .
Empecemos por el limite lateral izquierdo.

L~ = ,}Lfgl_ ’;2__24 = % — Indeterminacién — Factorizar y simplificar.
xllgl_% = xligl_(x + 2) = volver a evaluar =4 — L™ =4

Si hacemos el limite lateral derecho, llegaremos al mismo resultado — Lt = 4

En consecuencia:
lim f(x) = lim f(x) =4=1L
x-2t

xX—2"

Si comparamos el valor de la funcién en el punto frontera con el valor del limite,
comprobamos que no coinciden.

f2)=3+4=1

Estamos ante una discontinuidad evitable en x = 2.
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PROBLEMA 4

Indica el valor de k para que la funcion:

1
X F -

3x Si
2x-2 2
f)y =% 1

k si x==
2

- 1
sea continua en x = 7

Primera condicion: existe la funcién en el punto frontera.

()=

Segunda condicién: limites laterales iguales.

3x -3 _ -3
—— =evaluar =——> L =—

linl’l T 2x-2 2 2
*=(3)
Por la forma de la funciéon a trozos, la expresion del limite lateral derecho coincide con la expresion del limite
lateral izquierdo.

-3
= evaluar = - Lt = ~

. 3x
hr?“‘ 2x—2
%=(3)
-3
L = L+ =] =—
2

Segun la tercera condicion, el valor de la funcién en el punto debe coincidir con el valor del limite.

ORITEE SO RATEE
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PROBLEMA 5

. x—1 0
a)lim—=-=0
x—1 x+1 2

. -1 -2 ;.
b) lim — = — = 0 — Calculamos limites laterales

x—»—1x+1
I x—1 =2 +
im =—=+400
x--1"x+1 0~
oox—=1 =2
1m = —= —
x-»-1tx+1 O0F
. x3+2x%2-3x 274+18-9 36 3
c) lim—S————=cevaluar = ———=—==:
x—3 x3+4x2+x—6 27+36+3-6 60 5



Problemas sobre continuidad en funciones a trozos y limite

PROBLEMA 6

x34+2x2-3x x3+2x2-3x . Vx+6-3
a) h 1x3+4x2+x 6 b) ll 3x3+4x2+x 6 C) !gl_l};;,l 3—x

2x—8 2x%2+1
d) lim e)lim———

)x—>4 x2+9-5 )x—>2 3x-6
2_
a) lim A28 _1+2-3 — Indeterminacion
X1 X3+4x24x—6  1+4+1— 60
x*+2x*-3x  (x-DE*+3x)  x*+3x  1+3 4 1

l =1 = = =
i3t Ax2 +x—6 xd(x—1)(x2+5x+6) xo1x2+5¢+6 1+5+6 12 3

b) lim enodx 2741849 0 1ndeterminacion
3x +ax?+x—6  —27+36-3-6 0
x%+2x*—-3x (x+3)(x*-x) x? —x 9+3 12

l = = = ===
3 b Al +x—6 o s(x+3)(x2+x—2) xosxitx—2 9-3-2 4

) lim Y23 _ =3 _ 0 1ndeterminacion

x—-3 3—x 3-3 0
y Vx+6-—3 y Wx+6—-3)(x+6+3) — lim x+6-—9
1Im-———r"™"=11m

x=3  3-x =3 (3-x)(Vx+6+3) =3 (3-x)(Vx +6+3)
Operar numerador.

) x—3 ] -1 -1 -1

lim = lim = =
-3(3-x)(WVx+6+3) *3Vx+6+3 9+3 6

2x—8 2:4-8 0 . . 7
d);_}4 iy, Indeterminacion

lim 2x-8 lim (2x—8)(Vx2+9+5)
x4 Vx2+9-5  x54 (VxZ+9-5)(VxZ+9+5)
(2x-8)(Vx2+9+5) (2x—8)(Vx2+9+5)

Operar denominador

lim = lim

Operar numerador

x—>4 x2-16 x—>4 (x+4)(x—4)
(2x —8)(Vx*+9+5) I 2(x —4)(Vx*+9+45) I 2(Vx*+9+4+5) 2(v25+5) 20

S (D -4 eh 4D -4 =4 (x+4) | 4+4 8

e)lim 222t _ 2, Indeterminacién

x—2 3x—6
 3VZR (3_m)(s+m)
}Cl_rg e —}Cl_)z Gr—0) (G +V2 D) — Operar numerador

9—(2x%+1) —2x%+8 —2(x%*—4)

x—>2 Bx—6)3+V2x?+1) ’l‘—lg Bx—6)3+V2x?+1) ’lf—’z Bx—6)3++V2x?+1)

li —2(x+2)(x-2)

x—2 (3x—6)(3+V2x2+1)
—2(x +2)(x — 2) L 24 ) —2(2+2) 8 —4

li = = =—=
*23(x— 2)(3+ V222 ¥ 1) *233+VZZ 1 1) 33+42(2)2+1) 18 9

— Operar denominador

5

2
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PROBLEMA 7
Resuelve:

. 5x2-3x+2 . 2x46 . 13x%—x
a)xl—l>l-POO 2x2+x—1 b)xl—l}—{!loo 3x3—x+5 C)xl—l>llloo,/169x4—x2+8

5x2-3x+2 _

a) lim =—— Indeterminacién

Xx—+4oo 2x2+x-1
Cociente de polinomios del mismo grado.
Divido todo por la maxima potencia.

. 5x2/x%-3x/x%+2/x?
lim
Xx—+oo 2x2/x%2+x/x2-1/x?

. . . 5-3/x+2/x?
— simplifico —» lim ————
x—+o02+1/x-1/x2

5—-3/00+2/00  5-0+0 5

Evallo recordando que k/o =0 — = ==
2+1/c0—1/00  240-0 2

. 2x+6 + . . 7
b) lim ——— = —— Indeterminacion
x—+00 3x°—x+5 +oo

Grado del numerador menor que el Grado del denominador.

Divido todo por la maxima potencia.
. 2x/x3+6/x3 . o . 2/x%+6/x3

xl—1>I-|I-loo 3x3/x3-x/x3+5/x3 S|mpI|ﬂco - xl—lgloo 3-1/x2+5/x3
2/00+6/00 9 -0

3-1/c0+5/c0 3

Evallo recordando que k/owo =0 —

. 13x%2—x
C) lim ————
x—+400 V169x*—x2+8

El mayor grado que aparece en el cociente es x2, porque el factor x* dentro de la raiz
cuadrada se comporta como un polinomio de grado 2.

Divido todo por la méxima potencia. Cuando x2 entra dentro de la raiz cuadrada, lo hace
como x*.

= g — Indeterminacion

. 13x2%/x%—x/x? . . . 13-1/x
lim — simplifico - lim ———=—=—
x—+00/169x% /xt—x2 /x*+8/x* X—+00/169—1/x2+8/x*
13-1/ _13-0 13 _ 13

=1

Evaluo recordando que k/co =0 e et~ Jieor ~ Ve~ 13



Problemas sobre continuidad en funciones a trozos y limite

PROBLEMA 8
. 1+x 2+x
Caleula lim (57 - 77)
I 1+x 2+x_l_ 1+x I 2+x_1 1=0
xg?o( X 1+x)_xl—>ngo( x ) xl—go}o(1+x)_ B

El limite de la diferencia es la diferencia de los limites. Y en cada término tenemos un
cociente de polinomios del mismo grado en numerador y denominador, por lo que el
resultado es el cociente de los coeficientes que acompanan a las maximas potencias.
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PROBLEMA 9

2_
Sea f(x) = % . Estudia la continuidad en x = -1y en x =5 . Calcula ching(x) .

Estudiemos la continuidad de la funcidén en x = —1.

Af(—1)
o x2=7x+10 . x*—7x+10 18

A s M G T D=y o T
x2—7x+10 . x?-—7x+10 18

lim —— T e e D S
sl x2 —4x —5  xol(x+ D(x—5) 0"

Discontinuidad no evitable de primera especie de salto infinito enx = —1.

Estudiemos la continuidad de la funcidon en x = 5.

A£(5)
y x*=7x+10  (x-2)(x-5 ~ x—-2 3 1
A X2 —dx—5 vt (x+ D)(x—5) xotx+1 6 2

i x*—7x+10 1
xi@f x2—4x—5 2
Discontinuidad evitable en x = 5.

limf(x) = 1

X—00

Ya que tenemos un cociente de polinomios de grado dos, donde los coeficientes que
acompanan a x? en el numerador y en el denominador es 1. Por lo que el limite coincide
con el cociente de coeficientes que acompafan a la maxima potencia.
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PROBLEMA 10

Estudia la continuidad de la funcionhenx=-2yenx=3.

2 six<-—-2
fX)={-x>+6si —2<x<3
1six>3

f(-2) = —(-2)2+6=—4+6=2
lim 2 =2

xX—>=2"

. 2 —
szanr( x“+6)=2

Jm fG) = lim f(x)=2=L

f(=2)=2=1L
Funcidon continua en x = =2

If3)=-3)2+6=-9+6=-3
lim (—x? + 6) = =3

x—3"

lim1=1

x—3%

Jimf(x) =-3+1= limf(x)

Discontinuidad no evitable de primera especie de salto finito en x = 3

10
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PROBLEMA 11

Determina a y b para que la funcion sea continua en los puntos frontera.

x2+1six<0
ax+bsi0<x<3

fx) = 2 _

X

si x>3
x_
La funcidén es continua en x = 0 si se cumplen los siguientes requisitos.
3f(0)=a-0+b=0>b
lim(x2+1)=0+1=1
x—-0"
xll,%l+ (ax+b)=0>b

Limites laterales iguales — b = 1— Existe el limite y vale L =1

fO)=1=1L

La funcidén es continua en x = 3 si se cumplen los siguientes requisitos.
3f3)=a-3+b=3a+1
lim (ax +b) =3a+1
x—3"
x2-9  (x+3)(x-3)
lim ———=

xllglJf X—3 a3t x—3 _9cll>r§l+(x+3)=6

Limites laterales iguales — 3a+1=6—a :g

f@)=6=1L

11
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PROBLEMA 12

x2-1 .
Calcula el valor de k para que la funcién f(x)={x-3xrz > x#1lyx#2

—2k+1six=1

sea

continuaenx=1.

Aplicamos las tres condiciones de continuidad de una funcién en un punto.

If(1) = —V2k + 1

. 21 0 . . . - .

lim —*—— = %, Indeterminacién — lim &DED _ ) D _
x>1-x2-3x+2 0 x-1" (x-1)(x-2)  x-1~ (x-2)

. x2-1 0 . ;. i x2-1

lim = - — Es el mismo limite de antes — lim =-2

x—>1t x2-3x+2 0 X1+ x2=3x+2
Igualamos los limites laterales - L =-2= -2

Y comprobamos que la imagen en el punto coincide con el limite:
3

f(l)=L—2=—\/2k+1—>4=2k+1—>k=5

12
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PROBLEMA 13

bx* +ax si x < -1

si —1<x<1, x#0

a
Analiza la continuidad de la funcion f(x) =<{x en los puntos

x%+ax+1

six>1
x+1

fronterax=-1y x=1.
x < —1— funcién polindmica — continua en todo R — continua en (—o0,—1)
—1 < x < 1— funcidn continua en R — {0} — funcién continua en (—1,1) — {0}

x > 1— funcion polindmica — continua en R — {—1} — funcidn continua en (1, +)

Estudio en el punto frontera x = —1:

1)=—=

f( )—_1— a

lim bx?+ax=b—-a, Im 2=%=—-a—> b—a=—-a—>b=0
x—>—1" x—>—1t X -1

f(-1)=L—>-a=b—-a—b=0

Estudio en el punto frontera x = 1:

Af(1)— i0JO! la funcidn no toma ningun valor en x = 1 — funcion no definida para x = 1.
a_a x%+ax+1 _ 2+a 2+a

lim ====a, lim — sa="—7—>2a=24+a—a=2
x->1" X 1 x—>1+ x+1 2 2

Los limites laterales existen, coinciden y son finitos siempre que a = 2. Pero la funcién
no esta definida en x = 1. Estamos ante una discontinuidad evitable.

Por lo tanto en x = 1 la funciéon no es continua.

13



