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' SOLIDO ESFERICO

SOLIDO ESFERICO:
Consideremos um ponto O e um segmento de medida R. Chama-se esfera de centro O e raio R

ao conjunto de todos os pontos P do espaco, tais que a distancia O_P seja menor ou igual a R.

O ponto O éo centro da esfera
R é o seu raio

SOLIDO ESFERICO DE REVOLUCAO:
O sélido esférico também é um sélido de revolucdo gerado pela rotacdo de um semicirculo em

torno de um eixo que contém o diametro.

Uma esfera € um objeto tridimensional perfeitamente simétrico. Na matematica, o termo se
refere a superficie de uma bola, mas geralmente se usa "esfera" para denominar um corpo
macico. Na maioria dos livros elementares sobre Geometria, a esfera é tratada como se fosse
um solido.

A esfera tem a menor superficie entre todos os sélidos de dado volume e tem o maior volume

dentre todos os solidos de determinada area.



SUPERFICIE ESFERICA:

Superficie da esfera de centro O e raio R é o conjunto dos pontos P do espacgo, tais que a
distancia OP seja igual a R.

SUPERFICIE ESFERICA DE REVOLUCAO:

A superficie de uma esfera é também a superficie de revolugdo gerada pela rotacdo de uma
semicircunferéncia com extremidades no eixo.

ELEMENTOS DA ESFERA:

Considerando a superficie de uma esfera de eixo E, temos:

POLOS: s3o as interseccdes da superficie com o eixo.

EQUADOR: ¢ a seccdo (circunferéncia) perpendicular ao eixo, pelo centro da superficie.
PARALELO: é uma seccdo (circunferéncia) perpe

MERIDIANO:: é a maior circunferéncia de uma secao que passa pelo eixo.
HEMISFERIO:: seccionando a esfera por um plano que passa exatamente no equador,

dividimos a esfera em 2 partes, cada uma delas € um hemisfério da esfera.

€ _poélo
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CURIOSIDADES:

Considerando que a esfera celeste é uma esfera imaginaria em cuja superficie as estrelas
aparecem fixadas. Esta esfera para nds tem um raio que parece infinito. N6s nos encontramos
no centro desta esfera.

Vejamos o desenho a seguir onde podemos observar que os nomes dos elementos sdo usados
em relagdo ao Planeta Terra:



Pélo Norte Celeste

'} Pélo Norte
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Pélo Sul Celeste

Fonte do Desenho: http://astro.if.ufrgs.br/esf.htm

PLANO TANGENTE A ESFERA:
Um plano e uma esfera que tém um Unico ponto comum sdo tangentes. O raio que tem uma

extremidade no ponto de tangéncia é perpendicular ao plano.

SECAO ESFERICA:

Toda secao plana de uma esfera é um circulo. Se o plano secante passa pelo centro da esfera,
temos como secdo um circulo maximo da esfera.

Observemos na figura o triangulo retdngulo que tragcamos unindo o centro da esfera (O), o
centro da seccdo esférica (M) e o ponto da superficie esférica (A).

Consideremos:

R é o raio da esfera,



D a distancia do plano secante ao centro da esfera
S o raio da secgao esférica obtida pelo plano.

S2 = R?2 - D? ¢ a relacdo obtida aplicando o Teorema de Pitdgoras neste tridangulo.

Podemos afirmar que: "Quando um plano o secciona a esfera, obtém-se uma seccao que

€ um circulo. O raio deste circulo (s) depende do raio da esfera (R) e a distancia da

seccdo ao centro da esfera (D) e podemos calcula-lo usando a relacdo: S? = R? - D?

DISTANCIA POLAR:

E a distancia de um ponto qualquer de um paralelo ao pélo. Um ponto A da superficie de uma
esfera tem duas distancias polares: P;A e PA.

Lembremos que:
* osegmento AP, ¢é o diametro da esfera

e todo triangulo inscrito numa semicircunferéncia que tem um lado igual ao didmetro é
retangulo.
* portanto o tridangulo com os vértices Py, P, e A é retangulo e podemos usar o Teorema

de Pitdgoras para calcular as distancias polares.




PRINCIPIO DE CAVALIERI:

Considere dois sdlidos e um plano a. Suponha que todo plano paralelo a a, que intercepte um

dos sdlidos, intercepte também o outro e determine secgdes transversais de areas iguais.

Nessas condicdes os dois sélidos tém volumes iguais.
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Veone = Vpiramide

VOLUME DA ESFERA:

Vamos usar o Principio de Cavalieri comparando o volume da esfera com o sdlido chamado

Anticlépsidra.

CLEPSIDRA: Na figura temos um cilindro com dois cones dentro dele. Cada cone tem altura
igual a metade da altura do cilindro, e o diametro da base de cada cone é igual ao didmetro da

base do cilindro.



Quando o cilindro é equilatero, ou seja, o diametro da base é igual a altura, chamamos de

Clepsidra o sélido formado pelos dois cones no interior do cilindro.

Volume da Clépsidra:

1 TR*h
Veciepsipra = 2(§JIR2-E) = VcigpsiprA =
Como o cilindro é equilatero h = 2R
aR* 2R 2R’
Veigpsipra = ——— = Vcigpsipra = 3

ANTICLEPSIDRA: é o sdlido obtido a partir do cilindro equildtero do qual retiramos o
clépsidra.

Volume da Anticlépsidra:

2
Veinoro = TR

TR*h 27R*h
VanticLépsiora = TR - = VaNTICLEPSIDRA = 3
Como h = 2R
27R*2R AxR’
VANTICLEPSIDRA = ————— = VaNTICLEPSIDRA = 3

Sabendo que na figura o cilindro é equilatero, isto é, a altura é igual a 2R, vamos calcular o

volume da esfera, de raio R, sendo P’ plano paralelo ao plano P.

Fazendo a interseccao do plano P’ com a esfera, obtemos um circulo de area:

rP+h’=R* = r*=R*-h?> = g =a(R*-h")

Fazendo a interseccdo do plano P’ com a anticlépsidra, obtemos uma coroa circular de area:

AR —7wh® = w(R* - h*)

Como podemos ver a area do circulo obtido pela interseccao da esfera com o plano P’ é igual a

area da seccdo deste mesmo plano com a anticlépsidra, portanto pelo principio de Cavalieri

47 R’

podemos afirmar que: Vesrera =

Lembrando que um cone com raio da base igual a R e altura igual ao raio R tem

3

Vcone= , podemos dizer que uma esfera de raio R tem Vespera = 4.Veone




| areas iguais a r (R? - d?) |




AREA DA SUPERFICIE ESFERICA:
Fonte: http://www.lec.ufrgs.br/~dani/geo2-old/arquivos/geo06.doc
Fundamentos de Matematica Elementar volume 10 pagina 264.

A=41mr2

A esfera ndo pode ser planificada sem sofrer algum tipo de deformacdo. A deducdo da férmula
da superficie esférica é “matematicamente consistente” somente quando utilizamos os

conhecimentos de Calculo, assim, vamos apenas apresentar uma argumentacdo que nos

mostra a origem da expressdo 4mr?.

Consideremos 2 esferas com mesmo centro. A menor tem raio R e a maior tem raio R+x.
regido compreendida entre as duas esferas é a reunido dos segmentos de reta de comprimento
x (a diferenca entre os raios). Cada um desses segmentos é perpendicular a superficie das duas

esferas.

Intuitivamente podemos escrever que o volume desta casca € aproximadamente igual a Se.X,
onde S, é a superficie da esfera de raio R e também é igual ao volume da esfera maior menos o

volume da esfera menor:
4 4

V =—a(R+x) ——aR’
3 3

V= %n[(mxf -R’]

V = gﬂ[3R2x +3Rx* +x°]



Y =§er(3R2 +3Rx +x%)

y =f;r(3R2 +3Rx+x7%)
x 3

~ V
Entdo, para x>0, temos: — =4
Logo:

A= gnch +3R.0+0%)
A=4nR’

Lembrando que a area da seccdo esférica que passa exatamente pelo equador, isto &, a

maior secgdo esférica de uma esfera de raio R € Aseccio= T R?, podemos dizer que a area

da superficie esférica de uma esfera de raio R €: Asuperricie esrerica = 4.Aseccio

FUSO ESFERICO:
E a interseccdo da superficie de uma esfera com um diedro cuja aresta contém um didmetro
dessa superficie esférica. O angulo a, medida do diedro, medido na seccao equatorial, é o que

caracteriza o fuso.

AREA DO FUSO:

Como a esfera tem um &ngulo central de 360° ou 2%t radianos ( A, = 47r’), e o fuso é

caracterizado pelo angulo «, medida do diedro, encontramos a area do fuso através de uma
regra de trés:

a) com o em graus:

{ 360" — 4m’2} 4 (4mr*) (@)

a’ — A, S0 360



b) com a em radianos:

UsO ~—
a— AF USoO 27

{2.72’ — 47’ } 4, (4rr*) (@)

CUNHA ESFERICA:
E a interseccdo de uma esfera com um diedro cuja aresta contém o didmetro da esfera. A

cunha é caracterizada pelo raio da esfera e pela medida do diedro.

VOLUME DA CUNHA ESFERICA:

41

Como a esfera tem um angulo central de 360° ou 2w radianos ( T), e a cunha é

VESFERA =

caracterizada pelo angulo @, medida do diedro, encontramos o volume da cunha através de
uma regra de trés:

a) com a em graus:

4 4.72’1"3
360° — —71”° 3
= VCUNHA = W
0
o _>VCUNHA
b) com a em radianos:

4 4.717"3
2 — — a1 3 @

3 = VCUNHA = T

e



SEGMENTO ESFERICO DE UMA BASE:
E cada uma das partes de uma esfera separadas por um plano que a intersecta, sendo o circulo
a base do segmento esférico.

O contorno de um segmento esférico de uma base é formado por um circulo.

VOLUME DO SEGMENTO ESFERICO DE UMA BASE:

V=%h[3r2+h2]

CALOTA ESFERICA:

E a superficie esférica de um segmento esférico.

ACALOTA =27 RhCALOTA

YDA

/>

SEGMENTO ESFERICO DE DUAS BASES:
E a porcdo de esfera compreendida entre dois planos paralelos que intersectam a esfera, sendo

o circulo a base desse segmento esférico.



VOLUME DO SEGMENTO ESFERICO DE 2 BASES:

LY L

Onde:
rl é o raio de uma das bases
r, € o raio da outra base

h é a altura do segmento esférico

ZONA ESFERICA:

E a superficie esférica compreendida entre as bases de um segmento esférico de duas bases.

A,on, =27TRA






