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APRESENTACAO

Caro(a) colega Professor(a),

Apresentamos um Produto Educacional resultante da pesquisa intitulada
“Conceito de limite sob a perspectiva da Resolugdo de Problemas mediada pelo software
GeoGebra” produzida no Mestrado Profissional em Ensino de Ciéncias, Matematica e
Tecnologias da Universidade Estadual de Santa Catarina (UDESC), cujo objetivo é
apresentar uma abordagem a respeito do conceito de limite por meio da proposi¢do de
problemas seguindo a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica
através da Resolucgdo de Problemas com a mediacéo do GeoGebra.

O intuito é proporcionar uma abordagem dindmica para ensinar limites, tendo
como alvo Professores de Céalculo Diferencial e Integral no Ensino Superior e Professores
de Matematica que queiram explorar intuitivamente o conceito no Ensino Médio.

Na Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matemaética através da
Resolucgdo de Problemas (RP) é sugerido um roteiro com dez etapas para implementagao
em sala: (1) Proposicdo do problema; (2) Leitura individual; (3) Leitura em conjunto; (4)
Resolucdo do problema; (5) Observar e incentivar; (6) Registro das resolu¢6es na lousa;
(7) Plenaria; (8) Busca do consenso; (9) Formalizacdo do contetdo; (10) Proposicao e
resolucéo de novos problemas. Assim, neste material s&o propostos problemas que podem
ser trabalhados em sala de aula seguindo essa Metodologia da RP.

Todos os problemas propostos, suas formas de abordagem através da RP, e 0s
aplicativos desenvolvidos no GeoGebra, que mediam a aplicagdo em sala, podem ser
acessados, manipulados e com a opg¢édo de download pelo GeoGebraBook desenvolvido.

O material aqui apresentado € composto de explica¢Bes sobre 0 GeoGebraBook e
de como utilizar e acessa-lo. Também é feita a descricéo sobre a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da RP, e sobre a aplicagdo de situagdes-
problema para o ensino de conceitos relativos ao limite. Logo, sendo estruturado da forma
como descrevemos a seguli:

Capitulo 1: Caracterizamos 0 GeoGebraBook, sua organizagdo e forma de acesso.



Capitulo 2: Descrevemos a respeito da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo
de Matematica através da RP e a caracterizacdo das etapas para sua implementacdo em
sala.

Capitulo 3: Apresentamos os problemas e sua possivel forma de aplicacdo no Ensino
Médio.

Capitulo 4: Apresentamos os problemas e sua possivel forma de aplicagdo no Ensino
Superior.

Depois, ainda acrescentamos algumas consideraces e referéncias sobre 0 material
proposto.

Esperamos que este material possa servir como apoio ao professor em sala de aula,
bem como de todos os interessados no tema, sobre como desenvolver uma aula através
da Resolucdo de Problemas. Além disso, desejamos que o trabalho com a Metodologia e
com os aplicativos desenvolvidos no GeoGebra, instigue os alunos a participarem
ativamente no processo de aprendizagem, e a compreensdo do conceito de limite.

Caso queiram compartilhar seus sucessos, duvidas e dificuldades, ou enviar
criticas e sugestdes a respeito do material podem nos enviar através do formulario
disponivel no Google Docs?.

Um abraco.

Jéssica Meyer Sabatke
Ivanete Zuchi Siple

Elisandra Bar de Figueiredo

! Disponivel em:
https://docs.qgoogle.com/forms/d/e/1IFAIpQLSd 65UZjh5gLfVhgYKgPBtL60S1QvwUTIqJObdqRUYI2FRGGA
[viewform?usp=sf link



https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSd_65UZjh5gLfVhqYKgPBtL6OS1QvwUTIqJQbdqRuYl2FRGGA/viewform?usp=sf_link
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSd_65UZjh5gLfVhqYKgPBtL6OS1QvwUTIqJQbdqRuYl2FRGGA/viewform?usp=sf_link

Capitulo 1: GEOGEBRABOOK

O GeoGebraBook é uma Ferramenta disponivel na plataforma online do GeoGebra?. No
GeoGebraBook tem-se a possibilidade de criar um livro online interativo, sendo possivel que
usuarios acessem os contetdos e aplicativos desenvolvidos, e além disso, tendo a opcao de
baixar e utilizar os materiais offline.

Na criacdo do GeoGebraBook o usuério pode colocar um titulo para o livro e algumas
informac@es: descricdo, publico alvo (idade), palavras-chaves e visibilidade (publico,
compartilhado com link, particular). A Ferramenta permite que o livro seja organizado em
capitulos e secbes, nos quais podem ser inseridos folhas de trabalho existentes (feitas pelo
usuario ou ndo), ou também podem ser criadas novas. Ademais, o proprietéario do livro pode
inserir em suas folhas, aplicativos desenvolvidos no GeoGebra, arquivos em pdf, imagens,
links, questdes abertas e questdes de maltipla escolha, textos e videos. A Figura 1 ilustra como
aparece para 0 Usuario inserir os elementos.

Figura 1 - Elementos que podem ser inseridos no GeoGebraBook

Incluir Elemento
Texto Video
GeoGebra Imagem
Web Arguivo PDF
Questado

Fonte: Plataforma do GeoGebra, 2018.

Nesse capitulo, escreveremos como 0 GeoGebraBook construido pode ser acessado e
como ele estd estruturado. Também descrevemos as possiveis formas de manipulacdo e

download dos materiais produzidos.

2 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/>. Acesso em 06 jun. 2018. n



Formas de acesso ao nosso GeoGebraBook

Por uma questéo de limite de caracteres na plataforma, o0 GeoGebraBook ficou com o
titulo: “RP e GeoGebra: atividades para o ensino de limite”. Seu acesso pode ser feito pelo link:

https://ggbm.at/fZyuzpmx. Ou também por pesquisa no site do GeoGebra, na aba “materiais”

utilizando palavras-chave como “limite” ou “produto educacional Jéssica” e usar o filtro
“livros” que esta no canto direito da pagina, conforme indicado na Figura 2:

Figura 2 - Filtro para busca na plataforma do GeoGebra

Qualquer tipo de material

Atividades

Livros

Fonte: https://www.geogebra.org/search.

Apesar de 0 acesso ser compativel em smartphones, indicamos que seu acesso seja feito
em um computador ou tablet, principalmente por causa do tamanho da tela. Ao abrir o link do
nosso GeoGebraBook, aparecera a tela inicial, conforme ilustra a Figura 3.

Figura 3 - Tela inicial do GeoGebraBook - “RP e GeoGebra: atividades para o ensino de limite”

= GeoGebra <

RP e GeoGebra: atividades para o ensino

RP e GeoGebra: atividades para o ensino de limite

APRESENTAGAC Autor: Jéssica Sabatke

METODOLOGIA DE ENSINO ATRAVES DA F

Esse material esta relacionado a dissertagio de Mestrado intitulada "Conceito de limite sob a perspectiva da Resolucdo de Problemas
. mediada pelo software GeoGebra”, desenvolvida no Programa de Pds-Graduagio em Ensino de Ciéncias, Matematicas e Tecnologias,
APLICACOES PARA A SALA DE AULA N
B do Centro de Ciér
sob orientagio de Zuchi Siple e Elisandra Bar de Figueiredo, nesse GeoGebraBook é abordado o conceito de limite com viés
para ser apresent: o Médic e no Ensino Supericr utilizando a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagio de
Matemética através da Resolug3o de Problemas.

nolégicas, da Universidade do Estado de Santa Catarina. Sendo desenvolvido por Jéssica Meyer Sabatke,

ENSINO MEDIO - Situagio-problema ~ Pal

ENSINO MEDIO - Situagdo-problema ~ Pai

. - Resolugao de Problemas e
ENSINO MEDIO - PROPOSIGAO DE NOVOS GeoGebraBook: atividades para o

ensino do conceito de limite
ENSINO SUPERIOR - Situagdo-problema ~
Lista de contetidos
ENSINO SUPERIOR - Situagdo-problema ~
APRESENTACAQ
ENSINO SUPERIOR - Situagdo-problema ~ Apresentacio

Sobre as autoras
ENSINO SUPERIOR - Situagdo-problema ~'

Descricde do Produto Educacional
ENSINO SUPERIOR - PROPOSIGAC DE NO! . N
METODOLOGIA DE ENSINO ATRAVES DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

ALGUMAS CONSIDERAGOES Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolugdo de Problemas

Fonte: https://ggbm.at/fZyuzpmx.
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O professor/usuério ao acessar o livro podera se direcionar ao capitulo ou topico
desejado, assim, a maneira de utilizar/explorar o GeoGebraBook ndo precisa ser
necessariamente feita de forma sequencial.

Estrutura do nosso GeoGebraBook

O GeoGebraBook esta dividido em quatorze capitulos, conforme mostra a Figura 4.
Figura 4 - Estrutura dos capitulos do GeoGebraBook

Capitulos

1. APRESENTACAO

METODOLOGIA DE ENSINO
2. ATRAVES DA RESOLUCAO DE

PROBLEMAS

3. APLICACOES PARA A SALA
DE AULA

& ENSINO MEDIO - PROBLEMA
1

5 ENSINO MEDIO - PROBLEMA

2
ENSINO MEDIO -

6. PROPOSICAO DE NOVOS
PROBLEMAS
ENSINO SUPERIOR -

% PROBLEMA 1

g ENSINO SUPERIOR -
PROBLEMA 2

o. ENSINO SUPERIOR -
PROBLEMA 3

10. ENSINO SUPERIOR -

PROBLEMA 4
ENSINO SUPERIOR -

11. PROPOSICAO DE NOVOS
PROBLEMAS

12. ALGUMAS CONSIDERACOES
13. REFERENCIAS

14. DEIXE SUA OPINIAO

Fonte: Produc&o propria, 2018.

No primeiro capitulo “Apresenta¢dao” tem-se uma breve apresentacdo do livro, com

informacdes sobre as autoras e descricdo e link deste produto educacional em pdf.



Buscando oferecer um caminho metodoldgico para desenvolvimento das atividades pelo
viés da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da RP, o
segundo capitulo do livro foi estruturado de forma a permitir ao professor ter acesso a uma
breve fundamentacéo tedrica e as etapas que regem esse processo. E a descri¢do detalhada da
Metodologia se encontra no Capitulo 2 deste arquivo.

O terceiro capitulo intitulado “Aplicacdes para a sala de aula” contém dois tdpicos. No
primeiro topico € descrito a respeito dos problemas desenvolvidos para serem aplicados no
Ensino Médio, e no segundo topico é exposto sobre a proposta dos problemas para o Ensino
Superior.

Os capitulos 4 e 5 sdo constituidos com a proposta dos problemas para o Ensino Médio,
e os capitulos 7, 8, 9 e 10 contemplam os problemas para o Ensino Superior. Estes que foram
organizados com objetivo de o professor implementar em sala de aula seguindo a Metodologia
através da RP. Assim, cada um desses capitulos abrange o problema, seu objetivo, contetido
abordado, recursos necessarios, possiveis estratégias de resolucdo, ideia de formalizacdo em
sala, alguns comentéarios e possibilidades de extensdo do problema. A Figura 5 exemplifica
como ficam estruturados tais tépicos no GeoGebraBook.

Figura 5 - Capitulo 4 no GeoGebraBook

ENSINO MEDIO - Situacdo-problema ~ Paradoxo dos Passos

© 0 0

Objetivos, Contedd... Comentarios Problema — Paradox... Possiveis estratégia...

O

Formalizacéo Extensao do proble...

Fonte: https://www.geogebra.org/m/fZyuzpmx#chapter/299632.
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Nos capitulos 6 e 11, sdo apresentadas possibilidades de problemas para serem
propostos como tarefa aos alunos - que seria a etapa 10 da Metodologia através da RP. A
Figura 6 ilustra a constituicdo do capitulo 11.

Figura 6 - Capitulo 11 no GeoGebraBook
ENSINO SUPERIOR - PROPOSICAO DE NOVOS PROBLEMAS

Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4

Fonte: https://www.geogebra.org/m/fZyuzpmx#chapter/299700.

Os problemas e sua estruturacdo também estdo descritos neste documento nos capitulos
3 e 4, que contemplam Ensino Médio e Ensino Superior, respectivamente. Porém, aqui
encontram-se apenas prints das telas dos aplicativos desenvolvidos no GeoGebra, 0 que na
plataforma eles podem ser manipulados e baixados.

No capitulo 12, do GeoGebraBook, colocamos algumas consideragdes sobre o produto
educacional e no capitulo 13 as referéncias utilizadas. Por fim, no capitulo 14, é deixado um
espaco para opinido a respeito do material produzido, nele o usuério é direcionado a um
formulario no Google Docs para deixar seus sucessos, duvidas e dificuldades, ou enviar criticas
e sugestdes. O formulario pode ser observado na Figura 7.

Figura 7 - Formulario no Google Docs

Deixe sua opiniao sobre o Produto
Educacional

Meste formuléario vocé pode opinar sobre o Produto Educacional construido: "Resolucdo de
Problemas e GeoGebra: atividades para o ensino de limite." Disponivel em
https:/fwww.geogebra.org/m/fZyuzpmx

*0Obrigatario

Compartilhe seus sucessos, duvidas e dificuldades, ou envie
criticas e sugestdes a respeito do material. *

Fonte: Producéo propria, 2018.
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Formas de manipulacéo e download dos materiais produzidos

Os aplicativos desenvolvidos no GeoGebra para a aplicacdo dos problemas propostos,
podem ser manipulados online ou também pode se fazer o download.

Em todos os topicos do GeoGebraBook, caso 0 usuario queira, poderd baixar os
materiais. Para isso, devera acessar o icone que esta na parte superior esquerda da pagina, e
clicar em “detalhes”, conforme ilustra Figura 8.

Figura 8 - icone que direciona as formas de download de materiais no GeoGebraBook

Q

Q)  Incluir aos Favoritos

« Compartilhar
¢ Abrir com GeoGebra App
l_[j Copiar Livro

[_D Copiar Atividade

Fonte: Producéo propria, 2018.

Apds isso, 0 usuario serad direcionado a uma pagina que exibe as possiveis formas de
download, como exemplo a Figura 9. Inicialmente € necessario concordar com 0s termos de
licenca ndo-comercial, entdo pode-se escolher qual material ou aplicativo que deseja baixar, e

também escolher a opcao de formato do arquivo.



Figura 9 - Como baixar um material no GeoGebraBook

+ Acrescentar a um Livro Baixar

Configuragdes de Acesso Compartilhar

O que vocé quer baixar?

Voré pode baixar o arquivo .ggb apenas ou a pagina WEB completa para estudantes com tarefas.

¢/ Eu concordo com os termos de licenca ndo-comercial do GeoGebra

Arquivo para uso Off-Line (zip)

SCORM package (zip)_ (ver tutorial)
= Arquivo GeoGebra

Applet 1 (.ggb)

iBook Widget: on-line {.zi

Pl

iIBook Widget: off-line (zip)_ (ver tutorial)

Fonte: Plataforma do GeoGebra, 2018.

E possivel baixar os materiais no formato .zip, que serdo salvos em um arquivo de

formato zipado gerando um arquivo em html®. E para os aplicativos (applets) do GeoGebra

também tem a opcao .ggb que faz o download do applet para ser manipulado ou modificado no

proprio software.

3 Hyper Text Markup Language.



Capitulo 2: METODOLOGIA DE ENSINO
ATRAVES DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Como ja mencionamos, neste material, apresentamos problemas para serem trabalhados
em sala de aula sob o viés da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica
através da Resolucédo de Problemas.

Desse modo, para o professor ter conhecimento de como a Metodologia surgiu, como
ocorre sua aplicacdo em sala, e qual seu papel, neste capitulo sera descrito sobre sua concepcéo

e principais aspectos.

Como a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica atraves da
Resolucdo de Problemas surgiu

No Brasil, a principal idealizadora da Metodologia é a professora pesquisadora Lourdes
de la Rosa Onuchic, fundadora e coordenadora do Grupo de Trabalho e Estudos em Resolugéo
de Problemas (GTERP), formado em 1992 na Universidade Estadual Paulista (UNESP) — Rio
Claro. Desde entdo, os participantes desse grupo (alunos regulares e ex-alunos do Programa de
Pbés-Graduacdo em Educacdo Matematica) desenvolvem trabalhos sobre a Resolucdo de
Problemas.

A palavra composta “Ensino-Aprendizagem-Avalia¢ao” foi proposta (PIRONEL,
2002; ONUCHIC, ALLEVATO, 2011) no sentido de que “ao ter em mente um trabalho em que
estes trés elementos ocorrem simultaneamente, pretende-se que, enquanto o professor ensina, o
aluno, como um participante ativo, aprenda, € que a avaliacdo se realize por ambos.”

(ONUCHIC; ALLEVATO, 2011).

Concepcéao de problema

Uma das primeiras publica¢des que deu uma visao do que seria Resolucdo de Problemas
foi o artigo Ensino-Aprendizagem de Matemética através da Resolugdo de Problemas
(ONUCHIC, 1999), no qual foi feita uma referéncia ao tratamento de problemas matematicos,
ao longo da Historia da Matematica. Nesse trabalho a autora diz que:



O problema é olhado como um elemento que pode disparar um processo de construgao
do conhecimento. Sob esse enfoque, problemas séo propostos ou formulados de modo
a contribuir para a formacdo dos conceitos antes mesmo de sua apresentacdo em
linguagem matematica formal. (ONUCHIC, 1999, p. 207).

O problema matematico € concebido como algo que nao se sabe resolver, mas que ha
interesse em resolvé-lo (ONUCHIC, 1999), isto ¢, “qualquer situacdo que estimule o aluno a
pensar, que possa interessa-lo, que lhe seja desafiadora e néo trivial.” (ZUFFI; ONUCHIC,
2007, p. 83). Na aula orientada por essa Metodologia, o problema é considerado como ponto
de partida para o processo de constru¢cdo do conhecimento, e, através da resolucdo de
problemas, espera-se que os alunos possam realizar conexdes entre diferentes ramos da
Matematica, gerando novos conceitos e contetdos novos (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011).
“Por meio dela, o aluno utiliza 0s conhecimentos anteriores que possui e o professor o auxilia
a construir, a partir desses, novos conhecimentos relacionados ao problema proposto.”
(JUSTULIN; NOGUTI, 2017, p. 22). Entéo,

Compreender os dados de um problema, tomar decisdes para resolvé-lo, estabelecer
relagdes, saber comunicar resultados e ser capaz de usar técnicas conhecidas sdo
aspectos que devem ser estimulados em um processo de aprendizagem através da
resolucdo de problemas. No decorrer desse processo, a formalizagéo, o simbolismo e
as técnicas precisas sdo introduzidas depois da resolucdo trabalhada, dando-se
liberdade aos alunos, evitando-se direciona-los para ‘o que pensar’ ou ‘o que fazer’,

conduzindo-os somente em casos de maiores dificuldades, ou seja, quando eles ndo
sabem como agir. (ZUFFI; ONUCHIC, 2007, p. 83).

Desse modo,
O processo de ensino-aprendizagem-avaliagdo de um tépico mateméatico comega com
um problema que expressa aspectos-chave desse topico e técnicas matematicas devem
ser desenvolvidas na busca por respostas razoaveis ao problema dado. A avaliagdo

dos alunos é feita continuamente durante a resolucdo do problema. (MENINO;
ONUCHIC, 2017, p. 224).

Nessa concepcdo, 0s problemas sdo propostos aos alunos antes mesmo de lhes ser
apresentado formalmente o contetdo que € pretendido, assim, o problema gerador € que
conduzira ao contetdo que o professor planejou construir em determinada aula.

As autoras Onuchic e Allevato (2008) também comentam que a maneira de implementar
aulas de matematica a partir de problemas depende da criatividade e do entusiasmo do
professor, e que muitos desses problemas podem ser retirados ou adaptados das listas que os

livros didaticos trazem.



Papel do professor

Essa Metodologia tem por meta ajudar os alunos a se tornarem investigadores de uma
situacdo desafiadora — um problema — de forma a compreender e questionar os conceitos de que
irdo necessitar para resolvé-lo, dessa forma, o papel do professor é de ser observador,
organizador, consultor, mediador, controlador e incentivador da aprendizagem (MENINO;
ONUCHIC, 2017).

Como trabalhar com a RP requer tempo, maturidade, muita reflexdo e pesquisa,

O professor precisa preparar, ou escolher, problemas apropriados ao contetido ou ao
conceito que pretende construir. Precisa deixar de ser o centro das atividades,
passando para os alunos a maior responsabilidade pela aprendizagem que pretendem
atingir. (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011, p. 82).

Aluno no contexto da Metodologia

Na aplicacdo da Metodologia através da RP em sala, sugere-se que os alunos trabalhem
em grupo, ja que o trabalho colaborativo é muito importante na resolucdo de problemas, pois
“permite aos estudantes com maiores dificuldades discutir suas duvidas e concepg¢des com 0S
colegas que aprenderam um determinado conceito com maior rapidez ou com mais precisdo.”
(PIRONEL; VALLILO, 2017, p. 291).

Onuchic e Allevato (2011, p. 95) comentam também que “Valendo-se da Metodologia
de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas, a
construcdo de conhecimentos, relacionados a conceitos e contelildos matematicos, se realiza de
forma mais significativa e efetiva pelos alunos”. Além disso, a Metodologia tem favorecido

significativos avan¢cos na compreensdo de conceitos e contetidos matematicos, pois desenvolve,

(...) capacidade de pensar matematicamente, utilizar diferentes e convenientes
estratégias em diferentes problemas, permitindo aumentar a compreensdo dos
conteddos e conceitos matematicos. (...) desenvolve a crenga de que os alunos sdo
capazes de fazer matemética e de que a Matematica faz sentido; a confianca e a
autoestima dos estudantes aumentam. (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011, p. 82).

Por sua vez, os alunos devem entender e assumir a responsabilidade pela aprendizagem
gue pretendem atingir, portanto exigindo tanto do professor como também dos alunos novas

posturas e atitudes com relacdo ao trabalho em sala de aula.



Roteiro destinado a orientacdo de professores para conducdo de suas aulas

Para trabalhar com a metodologia de RP, Allevato e Onuchic (2014) apresentam um roteiro
para auxiliar os professores na elaboracdo do planejamento de suas aulas. Esse roteiro

contempla 10 etapas, caracterizadas e apresentadas a seguir:

1) Proposicéao do problema - Selecionar ou elaborar um problema, visando a construcdo de um
novo conteudo, conceito, principio ou procedimento. Esse problema sera chamado de problema
gerador, e 0 contedo matematico necessario para a resolucdo do problema ainda ndo deve ter

sido trabalhado em sala de aula.

2) Leitura individual - Entregar uma copia do problema para cada aluno e solicitar que seja feita
sua leitura. A acdo nessa etapa, € do aluno; ao ler individualmente, tem possibilidade de refletir,
de colocar-se em contato com a linguagem matematica e desenvolver sua propria compreensdo

do problema.

3) Leitura em conjunto — Solicitar nova leitura e discusséo do problema, agora em grupos. O
professor ajuda os grupos na compreensdo do problema e na resolucdo de problemas
secundarios, mas ainda as acOes sdo realizadas, essencialmente pelos alunos. Nessa fase,
exercitam a expressao de ideias, para o que necessitardo utilizar e aprimorar a linguagem, a fim

de expressar-se com clareza e coeréncia e fazer-se entender.

4) Resolucdo do problema - A partir do entendimento do problema, sem dividas quanto ao
enunciado, os alunos, em seus grupos, num trabalho cooperativo e colaborativo, buscam
resolvé-lo. Isso Ihes conduzird a construcdo de conhecimento sobre o contetido planejado pelo
professor para aquela aula. Nessa etapa, a acdo dos alunos volta-se a expressao escrita, pois,
para resolver o problema, precisardo da linguagem matematica ou de outros recursos de que

dispdem: linguagem corrente, desenhos, graficos, tabelas ou esquemas.

5) Observar e incentivar — Enquanto os alunos, em grupo, buscam resolver o problema, o
professor observa o trabalho, os incentiva a utilizar conhecimentos prévios e técnicas
operatorias ja conhecidas, e a troca de ideias. Ainda, o professor auxilia nas dificuldades, sem

fornecer respostas prontas, demonstrando confianca nas condi¢6es dos alunos.

6) Registro das resolugdes na lousa — Representantes dos grupos séo solicitados a fazer o
registro de suas resolucdes na lousa. ResolugOes certas, erradas ou feitas por diferentes

processos devem ser apresentadas.



7) Plenéria — O professor estimula os alunos a compartilhar e justificar suas ideias, defender
seus pontos de vista, comparar e discutir as diferentes solugdes, isto é, avaliar suas proprias

resolucdes de modo a aprimorar a apresentacao (escrita) da resolucao.

8) Busca do consenso — Depois de sanadas as duvidas, e analisadas as resolucdes e solucdes
obtidas para o problema, em um esfor¢o conjunto, professor e alunos tentam chegar a um

consenso sobre o resultado correto.

9) Formalizacdo do contetido — Neste momento, o professor registra na lousa uma apresentacao
“formal” — organizada e estruturada em linguagem matematica - padronizando os conceitos, 0s
principios e os procedimentos construidos através da resolu¢do do problema, destacando

diferentes técnicas operatdrias construindo demonstrag6es, se for o caso.

10) Proposicédo e resolucdo de novos problemas — Objetivando realizar avaliacdo continua,
novos problemas relacionados ao problema gerador sdo propostos aos alunos, a fim de analisar
se foram compreendidos os elementos essenciais do conteido matemaético introduzido e
consolidar as aprendizagens construidas nas etapas anteriores, bem como aprofundar e ampliar
a compreensdo acerca daquele contetdo ou topico matematico, gerando um circulo que se

configura pela construcdo de novos problemas, e assim por diante.

Desse modo, o professor que segue essas orientacbes com a selecdo de problemas,
demonstra preocupacao com o desenvolvimento da aula. Também deve ser enfatizado que o
resultado final do problema ndo é o mais importante nesse processo, mas sim, as diferentes

estratégias abordadas que serdo apresentadas e comparadas pelos alunos e pelo professor.



Capitulo 3: APLICACOES PARA A SALA DE
AULA NO ENSINO MEDIO

Neste capitulo, apresentamos dois problemas desenvolvidos para serem trabalhados
conceitos que envolvem a Progressdao Geométrica (PG) Infinita. O intuito principal com os

problemas propostos € chegar a formula da soma dos infinitos termos de uma PG, que é dada

por S = la_—lq em que a razdo (q) satisfaca |q| < 1, pois para formaliza-la € necessério utilizar o

conceito de limite de sequéncia.

Como a proposta € desenvolver os problemas seguindo a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas, em cada um dos
problemas séo descritos seus objetivos, contetudo abordado, recursos necessarios, comentarios
sobre a implementacdo, possiveis estratégias de resolucdo, formalizacdo e, no final, sdo

descritas possibilidades de extenséo do problema.

Em seguida, também € deixado como sugestdo a resolucdo de trés problemas para 0s

alunos resolverem como tarefa de casa.



Problema 1 - Paradoxo dos passos

Objetivos

Construir uma ideia de sequéncia.
Contetdo abordado

Progressdo Geométrica.
Recursos

Calculadora; software GeoGebra, lapis e papel.
Comentarios

Antes de entregar o problema para os alunos, o professor pode trabalhar com a turma a
ideia de paradoxo e apresentar sobre Zendo de Eleia que elaborou alguns paradoxos que ficaram
sem resposta por um longo periodo na Historia da Matematica. Por exemplo, pode apresentar o
paradoxo da Dicotomia e de Aquiles e a Tartaruga, pois esses se assemelham ao problema em

questdo. O paradoxo da Dicotomia diz que:

Antes que um objeto possa percorrer uma distancia dada, deve percorrer a primeira
metade dessa distancia; mas antes disto, deve percorrer o primeiro quarto; e antes
disso, o primeiro oitavo e assim por diante, através de uma infinidade de subdivisdes.
O corredor que quer por-se em movimento precisa fazer infinitos contatos num tempo
finito; mas ¢ impossivel exaurir uma coleg¢do infinita, logo é impossivel iniciar o
movimento. (BOYER, 1974, p. 55).

E o paradoxo de Aquiles e a Tartaruga:

Aquiles aposta uma corrida com uma tartaruga que sai com vantagem e é argumentado
que Aquiles por mais depressa que corra, ndo pode alcangar a tartaruga, por mais
devagar que ela caminhe. Pois, quando Aquiles chegar a posic¢ao inicial da tartaruga,
ela ja tera avancado um pouco; e quando Aquiles cobrir essa distancia, a tartaruga tera
avangado um pouco mais. E o processo continua indefinidamente, com o resultado
que Aquiles nunca pode alcancar a lenta tartaruga. (BOYER, 1974, p. 55).

Também pode ser passado um video que exemplifica o paradoxo de Aquiles e a

Tartaruga, disponivel em <https://www.youtube.com/watch?v=ONOHEY2ZJCg>*.

Durante a realizagdo do problema, o professor deve caminhar entre os grupos

observando seu trabalho e se necessario pode fazer intervengoes.

4 No GeoGebraBook encontra-se uma proposta de slides para essa introduco.


https://www.youtube.com/watch?v=0NOHEY2ZJCg

O problema®

Siga as orientacoes:

I. Com seu grupo, encontre um ponto (A) a cerca de 6 metros de uma parede.

I1. A partir do ponto (A), mova-se em direcdo a parede da seguinte forma: cada passo que der
deve ser a metade da distancia que ha entre vocé e a parede. (Peca para um membro do
grupo registrar a quantidade de passos dados).

I11. Continue a dar passos, seguindo a orientacdo I, até ndo conseguir mais.

IV. Assim que estiver pronto, sente-se com seu grupo e respondam as seguintes perguntas:

1. Quantos passos conseguiram dar?

2. Poderiam ter dado mais passos? Se sim, quantos passos a mais poderiam ter dado? Se néo,
explique por que o nimero de passos € 0 maximo.

® No GeoGebraBook encontra-se uma construgao que simula o problema, disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/fZyuzpmx#material/Qq5b9rhK.



Possiveis estratégias para a resolugdo do problema

Inicialmente os alunos terdo que se afastar cerca de 6 metros da parede e entdo simular
0S passos como esta descrito nas orientacdes, ou seja, inicialmente terdo que dar um passo
(salto) de cerca de 3 metros, e depois continuar dando passos considerando a metade da
distancia que ha entre o aluno e a parede. Simultaneamente, um aluno deve registrar quantos
passos conseguiram dar.

Para responder a segunda questdo do problema, os alunos devem perceber que o nimero
de passos que conseguirdo dar € maximo, pois o dominio de passos é discreto, entdo terdo que

parar em algum ponto.
Formalizacdo

A formalizacdo, é uma importante etapa da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-
Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas, e neste problema, ocorre
conforme os alunos apresentam suas respostas durante a Plenaria.

Na primeira questdo as respostas podem variar, dependendo de quem experimentou 0
problema, podem ter conseguido dar de 5 a 9 passos.

Na segunda questao, deve ser verificado se todas as equipes conseguiram perceber que
tinha um limite para o nimero de passos, e sendo, discutir o porqué nao.

Assim, na Plenéria, o professor deve instigar novas perguntas que envolvam o tema, por
exemplo, perguntando: Se um bebé experimentasse o problema, ele iria dar mais passos do que
os alunos deram?

Essa observacdo pode ser posta, pois a quantidade de passos poderia ser alterada
considerando o pé da pessoa, por exemplo, caso fosse um bebé, o comprimento do seu pé é
menor, logo, poderia ter dado alguns passos a mais do que os alunos. Consequentemente,
explicar que nesse problema, como se tem a limitacdo da parede e também do tamanho do pé
para dar 0s passos, tem-se um nimero limite de passos dados, estes que dependeriam de quem

estivesse experimentando o problema.

Extenséo do problema

Esse problema pode ser trabalhado no Ensino Superior com o objetivo de introduzir

limite de sequéncias.



Problema 2 - Paradoxo do corredor

Objetivos

Construir uma sequéncia para o cenario dado; investigar a soma dos infinitos termos da

sequéncia construida; introduzir o conceito de limite de sequéncia.

Contetido abordado

Sequéncia numérica; Soma dos infinitos termos de uma Progressdao Geométrica; Limite

de sequéncia.

Recursos

Trena (ou outro instrumento de medida semelhante); calculadora; software GeoGebra;

lapis e papel.

Comentarios

Sugere-se que esse assunto seja trabalhado com alunos que ja tenham visto Progressao
Aritmética e Progressao Geométrica Finita.

Como na tirinha do problema séo utilizados personagens da série de TV Big Bang: a
Teoria, o professor pode falar um pouco sobre ela, que é uma série de televisdo norte-americana,
em que 0s personagens sao considerados génios da ciéncia, e passam seus dias debatendo sobre
problemas do universo. Até mesmo pode passar um trecho de algum episddio, como sugestao,

0 video disponivel em: <https://www.youtube.com/watch?v=UKjdOvaWsm8>.

Como a primeira parte do problema, consiste em medir um corredor da escola, néo é
essencialmente necessario que 0s grupos escolham um mesmo corredor, pois pode ficar

apertado todos em apenas em um lugar.


https://www.youtube.com/watch?v=UKjdOvaWsm8

O problema - Tirinha

e

Infelizmente, quando c
perto, se deparam com ou

Sheldon, vocé é um génio

calculando! Eu sei como

atravessar o corredor do
Senhor Zenao, vocé conta os
meus passos e eu atravesso.

am mais
~alerta:




O problema — Enunciado

Suponha que o corredor que temos na tirinha é semelhante a um dos corredores da escola.

1. Inicialmente, utilizando os instrumentos de medida, mega quantos metros tem o corredor.

2. Quantos passos vocé imagina que Leonard teria que dar a fim de atravessar esse corredor,

levando em consideragéo as orientagOes de Zendo? Explique sua estimativa.

3. Considerando o ponto A como inicio do corredor, e utilizando a medida que foi encontrada
para o comprimento do corredor, responda:

a) Qual a distancia que Leonard percorre do ponto A até seu primeiro passo?

b) Qual a distancia que Leonard percorre do ponto A até o seu segundo passo?

C) Qual a distancia que Leonard percorre do ponto A até o seu terceiro passo?

4. Seja {dn} a sequéncia em que o enésimo termo (n) corresponde a distancia que Leonard
percorreu apds seu enésimo passo. Escreva 0s seis primeiros termos desta sequéncia.

(Lembrando que ds, dz e dz ja foram calculados na questéo 3):

di=
d2=
d3=
ds=
ds=
de=

Escreva o0 que vocé imagina que seria o dn?

5. Vocé deve ter notado que a distancia que Leonard tem percorrido parece estar ajudando-o a
atravessar o corredor. Agora, suponha que vocé seja o Sheldon, entdo descreva o
comportamento dos passos dados por Leonard e como ele continuaria sua jornada até o final do

corredor. (A resposta pode ser representada utilizando estimativa; formula; desenho; texto, etc.)



Possiveis estratégias para a resolugdo do problema

Inicialmente os alunos terdo que escolher um corredor para realizar o problema, e depois
medi-lo utilizando um instrumento de medida. Depois, poderdo experimentar o problema, ou
seja, simular os passos conforme orienta¢fes dadas na tirinha. Ou, também, podem escolher
fazer os célculos manualmente, sem precisar andar pelo corredor.

Na questdo 3, para encontrar o primeiro passo, basta dividir o comprimento total do
corredor por 2. No segundo passo, devem pegar o comprimento que encontraram na letra a e
somar com o valor dado pela metade da distancia que falta percorrer até o final do corredor. O
proximo passo deve ser feito utilizando o mesmo raciocinio.

Na questdo 4, como ja calcularam os trés primeiros passos na questao anterior, ou seja,
tem d,, d, e ds, precisam encontrar d,, ds, d utilizando a mesma estratégia. A partir disso, 0s
alunos devem responder o que eles acreditam que seja o d,,.

Na Ultima questdo, os alunos se deparardo com a soma dos infinitos termos da sequéncia
gue estava sendo construida, e atraves dela deverdo mostrar como imaginam que o0 personagem
poderia fazer para atravessar o corredor. Como os alunos ainda néo trabalharam com o conceito
de Progressdes Geométricas (PG) Infinitas, e ainda ndo foi apresentada a formula que poderia
ser utilizada para responder a questdo, eles podem resolver utilizando desenhos, descrever seu

raciocinio e até mesmo podem construir uma expressao gue responda a questao.

Formalizacdo

Para formalizar o assunto, o professor pode utilizar uma ou mais sequéncias que foram
construidas pelos grupos e apresentadas na Plenéria.
Para exemplificar o d,,, pode utilizar a distancia do corredor encontrada por um grupo

€ escrever:

dc dc dc dc dc
d, = ?+2—2+§+F+"'+2—n,

em que dc representa a distancia do corredor.

Nesse momento, o professor pode relembrar os alunos que existe uma formula para
chegar ao resultado de forma mais rapida, sem precisar calcular termo por termo, que é a
expressao dada para soma dos n primeiros termos de um PG:

_ a;(1— qn).

S
n 1—gq

(D



Assim, como exemplo, pode ser feito o célculo utilizando a formula para um dos termos
da sequéncia de um dos grupos.

Ap0s isso, pode ser questionado a turma sobre o problema, pois como nele envolviam
infinitos termos (passos dados) levanta-se as questfes: Seria possivel calcular os infinitos
termos? O personagem iria atravessar o corredor?

Para chegar nessa conclusdo, sera preciso utilizar o conceito de limite tendendo ao
infinito. Para explicar para o aluno o comportamento de progressdes cuja razao é menor que o
modulo de 1 (Jg| < 1), j& que é esse o caso que faz parte do curriculo de Matemaética no Ensino
Médio, pode ser construido no quadro uma tabela com funcGes que representem esse tipo de
razdo para os alunos irem fazendo o céalculo com suas calculadoras e completarem a tabela.
Além disso, o professor pode utilizar o software GeoGebra para mostrar tais exemplos, como
exibido na Figura 10:

Figura 10 - Tela do GeoGebra utilizada para explicar limite no infinito
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/cRVdgDZY.

Com auxilio da construcdo das tabelas e do software, ilustra-se entdo que para um n
suficientemente grande (tendendo ao infinito) g™ tende a zero, simbolicamente:

lim q" = 0, para |q| < 1.
n—-oo

Neste momento entdo, o professor apresenta o conceito de limite. Além do exemplo
mostrado na Figura 10, podem ser utilizadas outras funcdes para ilustrar essa nocéo. Depois de
apresentar a simbologia do limite (lim) pode ser explicado o que cada indice representa, e entdo
utilizando a formula (1) que ja tinha sido relembrada, e usando a defini¢do do limite, mostrar

que:
a,

(11

1121305”:1—q'

Ou seja, que € possivel calcular a soma dos infinitos termos de uma sequéncia.


https://www.geogebra.org/m/cRVdqDZY

Retornando ao problema do paradoxo do corredor, o professor pode continuar utilizando
como exemplo uma das sequéncias construidas pelos alunos e pegar um dos valores

encontrados para a distancia total do corredor. Como exemplo, se tivéssemos um corredor com

- 1 .
10 metros, teriamos a; = 5eq = > € assim:

limd, = % = 10.

n—-oo

N

Isto é, somando os infinitos termos da sequéncia, seria possivel chegar ao final do
corredor. Apos a formalizacdo, o professor pode mostrar para os alunos o aplicativo que simula
esse problema, ou levar eles até o laboratorio de informatica para que o manipulem no
GeoGebra (Figura 11).

Figura 11 - Tela do aplicativo desenvolvido para o problema 2 do Ensino Médio
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/cRVdqDZY.

No aplicativo, os alunos podem escolher a distancia do corredor, e manipularem um
controle deslizante com os passos dados (n). O aplicativo automaticamente mostra, conforme
0 n posto, a sequéncia que sera formada e a soma desta.

Para finalizar o professor pode explicar que quando estudiosos descobriram séries
infinitas cujas somas convergem para valores finitos, como essas que foram construias em sala,
0 paradoxo de Zendo foi desvendado, pois dessa forma foi compreendido que néo € necessario

um tempo infinito para realizar a soma de infinitas parcelas.


https://www.geogebra.org/m/cRVdqDZY

Extenséo do problema

No Ensino Médio, o professor pode utilizar outras progressdes geomeétricas infinitas e
trabalhar com a soma dos infinitos termos.

Esse problema e o anterior apresentado nesse capitulo, também podem ser trabalhados
no Ensino Superior, para dar inicio ao conceito de limite de sequéncia, estudado na disciplina
de Calculo Diferencial e Integral e Analise Real.

Além disso, os problemas podem ser trabalhados em disciplinas ou em cursos com
futuros professores, para que os estudantes percebam como € possivel relacionar o conceito de
limite com a Matematica do Ensino Basico, onde eles poderao vir a ensinar, ou que até mesmo

ja estejam ministrando.



Proposicao de novos problemas

Seguindo a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da
Resolucao de Problemas, apos a formalizacdo dos problemas em sala, podem ser propostos a

resolucéo de novos problemas (etapa 10).

Aqui, propomos trés problemas para resolugdo, que objetivam analisar se foram
compreendidos os elementos essenciais da soma dos infinitos termos de uma PG, consolidar as
aprendizagens construidas nas etapas anteriores, aprofundar e ampliar a compreensdo desse

assunto.

Sugerimos que esses problemas possam ser avaliados usando a ferramenta Grupo

disponivel na plataforma do GeoGebra.

Problema 1:6

Seja a sequéncia Cy, Cy, Cs, ... de infinitas circunferéncias, conforme figura abaixo. Se
o raio da circunferéncia C1 é 50cm e, a partir da segunda circunferéncia o raio é metade do raio

da circunferéncia anterior, calcule a soma dos didmetros das infinitas circunferéncias.

& Uma construcédo dinamica do problema encontra-se disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/fZyuzpmx#material/Ud37ffCm.



https://www.geogebra.org/m/fZyuzpmx#material/Ud37ffCm

Problema 2:7

(VUNESP-Adaptada) Considere um triangulo equilatero cuja medida do lado é 4cm. Um
segundo tridngulo equilatero é construido, unindo-se os pontos médios dos lados do triangulo
original. Novamente, unindo-se os pontos médios dos lados do segundo triangulo, obtém-se

um terceiro tridngulo equilétero, e assim por diante, infinitas vezes.

a) Qual ¢é o valor do perimetro do primeiro triangulo?

b) Qual é o valor do perimetro do segundo triangulo formado?

c) Qual é o valor do perimetro do terceiro triangulo formado?

d) Determine se soma dos perimetros da infinidade de tridngulos formados na sequéncia,

incluindo o triangulo original é finita ou infinita. Justifique.

Problema 3:

(UFF-Adaptada) Com o objetivo de criticar os processos infinitos, utilizados em demonstracdes
matematicas de sua época, o filosofo Zendo de Eleia (século V a.C.) propds o paradoxo de

Aquiles e a tartaruga, um dos paradoxos mais famosos do mundo matematico.

Fonte: http://culturaclassica.blogspot.com/2008/05/aquiles-ainda-corre-os-paradoxos-de.htmi
Existem varios enunciados do paradoxo de Zendo. O escritor argentino Jorge Luis Borges o

apresenta da seguinte maneira:

Aquiles, simbolo de rapidez, tem de alcancar a tartaruga, simbolo de morosidade. Aquiles corre
dez vezes mais rapido que a tartaruga e lhe da dez metros de vantagem. Aquiles corre esses dez
metros, a tartaruga corre um; Aquiles corre esse metro, a tartaruga corre um decimetro; Aquiles

corre esse decimetro, a tartaruga corre um centimetro; Aquiles corre esse centimetro, a

" Uma construcdo dindmica do problema encontra-se disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/fZyuzpmx#material/SXpHmMRdq.



https://www.geogebra.org/m/fZyuzpmx#material/SXpHmRdq

tartaruga um milimetro; Aquiles corre esse milimetro, a tartaruga um décimo de milimetro, e

assim infinitamente, de modo que Aquiles pode correr para sempre, sem alcancé-la.
Fazendo a conversdo para metros, a distancia percorrida por Aquiles nessa fabula é igual a:

d—10+1+1+ 1 + 1 +
B 10 102 103

a) Explique o que significa, relacionando com o texto do problema, cada um dos termos da
distancia.

b) Essa distancia d, também pode ser representada como:

d—10+1+1+1+1+ =10+ Eoo<1)n
N 10 102 103 N O10
n=

Responda:

. - . 1\"

i) O que significa o simbolo Y5, (E) ?
ii) Quantos elementos tem nessa soma?
iii) Aquiles alcanca a tartaruga? Justifique.

iv) Identifique a PG dando o primeiro termo e a razdo.

v) Determine a distancia percorrida por Aquiles.



Capitulo 4: APLICACOES PARA A SALA DE
AULA NO ENSINO SUPERIOR

Neste capitulo, apresentamos quatro problemas que envolvem o conceito de limite de
funcBes para serem trabalhados seguindo a Metodologia através da Resolucao de Problemas no
Ensino Superior. Por meio destas situacdes-problema, o professor podera trabalhar a nogéo
intuitiva e geomeétrica do conceito, limites laterais, defini¢do de limite, limite no infinito,

propriedades e célculo de limites.

Em cada um dos problemas encontram-se seus objetivos, contedido abordado, recursos
necessarios, possiveis estratégias de resolucdo, formalizacdo e, no final, sdo feitos alguns

comentarios pertinentes e descritas possibilidades de extensao do problema.

Apds a apresentacdo dos quatro problemas, também é exposto a proposicdo de

problemas para serem desenvolvidos extraclasse.



Problema 1 - A area do circulo

Objetivos

Entender o comportamento de poligonos inscritos e circunscritos em uma circunferéncia
qguando o namero de lados tende ao infinito, para introduzir a ideia geométrica e intuitiva do

limite.

Contetido abordado

Célculo de area; ideia geométrica e intuitiva de limite.

Recursos

Calculadora; Software GeoGebra; lapis e papel.



O problema

As primeiras ideias do Calculo surgiram na Grécia antiga, naquela época os gregos ja sabiam calcular
a &rea de qualquer regido poligonal, dividindo-a em triangulos e somando as areas obtidas.

Para o célculo de areas de regides planas limitadas por curvas, eles usavam o chamado Método da
Exaustdo. Esse método consistia em inscrever e circunscrever a figura com uma sequéncia de poligonos.
Aumentando o nimero de lados dos poligonos, eles conseguiam chegar a valores bem proximos do valor
real da area.

Utilizando a ideia do Método da Exaustdo, calcule a area A de um circulo. (Vocé pode utilizar que o
comprimento de uma circunferéncia é dado por 27r).

Para resolver o problema acima, utilize o aplicativo do GeoGebra e responda:

a) Altere o raio do circulo (controle deslizante r). O que essa alteracdo provoca no circulo?

b) Habilite “Mostrar Poligono Inscrito”, e movimente o controle deslizante “n”. Que conjecturas podem ser
estabelecidas sobre a area e o perimetro do circulo conforme a variagao de “n”?

c) Desabilite “Mostrar Poligono Inscrito” e habilite “Mostrar Poligono Circunscrito”, ¢ movimente o
controle deslizante “n”. Que conjecturas podem ser estabelecidas sobre a area e o perimetro do circulo
conforme a variac¢do de “n”?

d) Habilite “Exibir Triangulo” e deixe um valor fixo para o raio (r), o que acontece com a area do tridangulo
quando se movimenta o controle deslizante “n”?

e) Parar = 3 e n = 3, qual a diferenca entre a rea do poligono circunscrito e do poligono inscrito? E qual
a diferenca entre o perimetro do poligono circunscrito e do inscrito?

f) Conforme “n” aumenta, 0 que acontece com a diferenga entre a &rea do poligono circunscrito e do inscrito?
E com a diferenca entre o perimetro do poligono circunscrito e do inscrito?

g) O que acontece com as areas dos poligonos circunscrito e inscrito em relacéo a area do circulo, conforme
aumenta-se o numero de lados do poligono (n)?




Possiveis estratégias para a resolugdo do problema

Inicialmente os alunos poderdo manipular o aplicativo no GeoGebra (Figura 12) que
simula poligonos inscritos e circunscritos na circunferéncia e automaticamente mostra a area
formada conforme for mudada a quantidade de nimero de lados do poligono e responder as

questdes iniciais.

Figura 12 - Tela do aplicativo desenvolvido para o problema 1 do Ensino Superior

» Janela de Visualizacio X | » Janela de Visualizacio 2 X

r=3

n=3
® [
Area da circunferéncia = 28.27

Comprimento da circunferéncia=18.85

\/ Mostrar Poligona Inscrita \/ Mastrar Poligono Circunserito
Area do poligone inscrito: Ap|3 = 1189 Area do poligono circunscrito pr =46 77
Perimetro do poligono inscrito = 15.59 Perimetro de poligono circunscrito= 31.18
)

Altura trigngulo ABC =15

Area Trigngulo ABC: A, =39

Fonte: https://www.geogebra.org/m/H6dRKEUQq.

Entdo, em uma folha poderdo construir uma demonstracdo para a férmula da area do
circulo (rr?), utilizando elementos e resultados decorrentes da manipulagéo do software.

O software atuara de modo que seja facilitado a visualizacdo de que a medida que o
namero de lados do poligono tende ao infinito, a altura de cada triangulo — resultantes da
decomposic¢do do poligono — tende ao raio da circunferéncia, e o perimetro do poligono tende

ao cumprimento da circunferéncia.

Formalizacdo

Na Figura 13 a seguir encontra-se uma possivel forma de iniciacdo da formalizacéo
utilizando poligonos inscritos. Essa formalizagdo também se encontra dinamicamente num

aplicativo desenvolvido®.

8 Aplicativo para formalizac&o disponivel em: https://www.geogebra.org/m/GgX4ZenU.
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Figura 13 - Possivel formalizacéo para o problema 1 do Ensino Superior

Area tridngulo: % b-h
" L b
= 2

Numero de triangulos: n = 4

Soma da area dos triangulos: n - A,

n-b-h 4-b-h
==

(4b perimetro)

Numero de triangulos: n = 8

Soma da area dos triangulos: n - A,
i _mebsh._8-bih
TR 2

(8b perimetro)

Notemos que:

—

n- Ay — area do circulo

n-b — 2nr (perimetro)

—

Sen - co— h — r (altura do triangulo tende para o raio)

Fonte: Produc&o prépria, 2018.

Como os alunos ainda ndo viram limite, provavelmente em suas resolugdes ndo usarao

a simbologia correta do mesmo, por isso, durante a plenaria o professor pode explorar as ideias

dos alunos nesse sentido.

A partir da estratégia de resolucdo da Figura 13, o professor podera introduzir o conceito
de limite, mostrando sua simbologia. Conforme o problema proposto, se 0 nimero de lados no

poligono é denotado por n, a fungdo que definiu a &rea do poligono ¢é f(n) e a area do circulo

que encerra o poligono é denotada por A4, entdo:

lim f(n) = A



Nesse caso:

2T
= mr?.

A=limn-A, = lim 222 = lim

n—oo n—oo n-ooo 2

Comentarios

O professor deve orientar os alunos para acessar o aplicativo no GeoGebra que auxiliara

na resolucdo do problema e pode fazer comentarios sobre os elementos de um poligono,
principalmente do tridangulo, ja que os poligonos regulares podem ser divididos em (n)
triangulos, conforme seu numero (n) de lados.

Além disso, o professor pode fazer perguntas para guiar os alunos na resolucdo do
problema, como: Vocés lembram qual a area de um circulo? Ja que inicialmente, para resolver
o problema, os alunos precisam saber onde devem chegar. E importante que se busque envolver
ao maximo os alunos, e discutir davidas e ideias que podem surgir.

Pode ser dito aos alunos que na folha de resolucdo podem utilizar desenhos para
expressarem seus raciocinios. E também que podem escolher utilizar os poligonos inscritos ou
circunscritos para resolver o problema.

Outra pergunta que o professor pode fazer aturmaé: Seja A,, a area do poligono inscrito
com n lados, 0 que acontece com a area a medida que aumentamos n? Pois, espera-se que eles
percebam que a medida que n cresce, a area do poligono se aproxima da area do circulo, ou
seja, fazendo n crescer indefinidamente, a rea do poligono tende a um limite e este é definido

pela area do circulo.

Extenséo do problema

Apbs a formalizacdo do problema proposto, o professor pode dizer, que da mesma
forma, pode-se denotar o limite em qualquer funcéo, escrevendo:
lim f(x) = L.
x—a
Que diz que “o limite de f(x) quando x tende a a, é igual a L”.
O professor pode discutir com a turma as sutilezas das variaveis, por exemplo, no
problema que foi trabalhado tinha-se no limite n — oo, e nesse caso da notacdo tem-se x — a.

Para exemplificar uma funcdo, deixamos a seguinte proposigéo:


https://www.geogebra.org/m/H6dRKEUq

Se uma funcéo e definida por f(x) = 3x + 2. E, se x assume uma infinidade de valores
aproximando-se mais e mais de 2, o nimero 3x + 2 assume uma infinidade de valores
aproximando-sede 3-2 + 2 = 8.

Dizemos que o limite de f(x), quando x tende a 2, € igual a 8. O que pode ser escrito
como:

lim3x + 2 = 8.

xX—2

Além disso, como sugestdo para extensdo do problema, é o professor trabalhar com
indeterminacgdes, por exemplo, o - 0, que surge no problema quando o nimero de triangulos
inscritos ou circunscritos nos poligonos formados tende ao infinito, e consequentemente, a area

desse triangulo tende a zero.



Problema 2 - Ideia intuitiva de limite

Objetivos

Identificar a ideia de limite em problemas comuns; verificar 0 que acontece com as
funcbGes quando sdo atribuidos valores a esquerda e a direita de um nudmero; visualizar

graficamente o que acontece com as funcdes; desenvolver a ideia intuitiva de limite.

Conteudo abordado

Funcdo do segundo grau. Limite de funcdo. Limites laterais.

Recursos

Calculadora cientifica, software GeoGebra, lapis e papel.



O problema

Parte 1:°

Uma bola que € colocada no chdo e chutada para o alto, percorre uma trajetoria descrita por
h(t) = —th + 6t (t = 0), sendo t o tempo medido em segundos e h(t) a altura, em metros,

da bola no instante t. Responda:

a) Quanto tempo a bola leva para voltar ao solo?

b) O que acontece quando o tempo se aproxima de 4 segundos?

¢) Qual é a altura maxima que a bola atinge?

d) Qual o valor de L na expresséo: L = ltinL} h(t)?

Parte 2:

16
a

x2

Considere a fungo f(x) = =—

X

a) O que acontece com os valores de f quando x esta proximo de valores a esquerda de 4?
(Pode calcular utilizando uma tabela de valores)

b) O que acontece com os valores de f quando x estd proximo de valores a direita de 4?
(Pode calcular utilizando uma tabela de valores)

¢) Qual o valor de lirri f(x)?
X—>

d) O que o gréafico parece ser? Reescreva a funcdo f(x) de outra maneira.

° Para a Parte 1 do problema, o aluno pode manipular aplicativo desenvolvido, disponivel em:

https://www.geogebra.org/m/amQH8ufk.



Possiveis estratégias para a resolugdo do problema
Parte 1:
a) Esse item pode ser resolvido encontrando-se as raizes da funcdo. Os alunos podem usar

a formula de Bhaskara, ou também determinar os zeros da funcao por fatoracéo.

b) Aqui é necesséario atribuir valores para t proximos de 4, podendo ser menores ou
maiores do que 4. Fazendo isso, a conclusdo € que quando t se aproxima de 4, pela

esquerda ou direita, h(t) se aproxima de 12.

c) Para descobrir a altura maxima, é necessario saber qual a ordenada do vértice dessa

funcéo.
i) O vértice de uma fungéo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ com a # 0, pode ser
. b 4ac—b? .
calculado usando: V (_Z’_ ” ) assim, calculando a ordenada tem-se a

altura méaxima.

i) Outra maneira de se determinar o vértice, é lembrar que a curva que descreve
uma funcdo quadratica € uma parabola. E a parabola é simétrica em relagédo a
um eixo vertical. Assim, determinado a posicao do eixo do tempo, encontra-se
a abscissa do vértice, e com a abscissa do vértice obtém-se a ordenada do vértice,
ou seja, a altura maxima, que é dada em funcédo da abscissa (tempo).

d) Para resolver a expressao, basta substituir o t por 4 no limite da funcéo.

Parte 2:

a) Os alunos devem atribuir valores para x, menores e proximos de 4, para encontrar 0s
valores respectivos para f(x). Podem construir uma tabela, para ter uma melhor

visualizacdo do que acontece com a fungéo.

b) Os alunos devem atribuir valores para x, maiores, porém proximos de 4, para encontrar
os valores respectivos para f(x). Podem construir uma tabela, para ter uma melhor

visualizacdo do que acontece com a fungéo.



c) A estratégia que resolve essa questdo, € abrir o numerador no seu produto notével, entdo

simplificar a expresséo, para entdo substituir x = 4.

d) Podem visualizar o grafico no GeoGebra, porém, devem se atentar que a funcdo nao é

definida para x = 4.

Formalizacdo
Parte 1:

Como se pode perceber nas questdes propostas, tem-se com objetivo fazer com que o
aluno chegue, de forma intuitiva, no valor do limite da funcéo.
Na questdo a, através da fatoracdo o professor pode chegar ao tempo em que a bola leva

para tocar o solo, fazendo:

3
h(t) =—Zt2+6t =0
t ( 3t+6> 0
* | —— =
4

3
t=0 ou _Zt+6:O =>t=28

Como t = 0 é quando a bola sai do solo ap6s o chute, temos que a resposta é dada por 8
segundos.

Nesse momento, o professor pode abrir o aplicativo no GeoGebra para visualizagdo da
trajetoria da funcdo e também para mostrar o que acontece com a funcdo quando o tempo se

aproxima de 4 segundos, conforme a Figura 14Figura 22.



Figura 14 - Tela do aplicativo desenvolvido para parte 1 do problema 2 do Ensino Superior
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h(t) = —0.75t> + 6t

Fonte: https://www.geogebra.org/m/vKGBsj5S.

Para responder a questao b, o professor pode mostrar os valores que ja estdo nas tabelas
construidas no GeoGebra, ou também através do controle deslizante “t”, onde movimenta o
ponto M, que mostra automaticamente os valores para o tempo e altura da funcéo, como esta
na Figura 14. Aqui, deve ser enfatizando que conforme o tempo se aproxima de 4 segundos,
tanto com valores menores e proximos de 4, quanto para valores maiores e proximas de 4, a
imagem aproxima-se de 12.

Na formalizacdo da questdo c, o professor pode utilizar a estratégia ii descrita no item
anterior: como obtemos as raizes na questdo a, temos t; = 0 e t, =8, dada a simetria da

parabola, o eixo de simetria tera abscissa:

t,+t, O0+8
t‘U: > = > =

Substituindo t = 4 na funcéo, obtemos a ordenada do vértice h(4) = — z (4% + 6(4) =12.

Ou seja, a altura maxima que a bola atinge é de 12 metros.

Através da resolucdo das questbes a, b e c, intuitivamente ja pode se perceber que o
valor do limite na questdo d sera 12. E, substituindo t, por 4 no limite, realmente tera o valor
de L =12:

li 3t2+6t =i 342+64 =12
tl_rg 4 —tl_l'}} 4() ) =


https://www.geogebra.org/m/vKGBsj5S

Parte 2:

Na parte 1 da atividade, tinhamos a funcéo definida para t = 4 (ponto de interesse), mas
qguando falamos em limite nos interessa saber o comportamento da funcdo na vizinhanca de um
certo ponto, ndo é necessario que a funcao esteja definida no ponto a ser analisado. Isso acontece
nessa parte da atividade, pois a funcdo f(x) ndo e definida para x = 4.

Como antes da formalizacdo deve ter sido feita a plenaria, os alunos j& devem ter
mostrado os valores que encontraram para valores proximos a esquerda e a direita de x = 4
(questdo a e b). Entdo, sugere-se que o professor abra o aplicativo desenvolvida no GeoGebra,
para visualizacdo da fungéo f(x) e do que acontece com sua imagem conforme varia o valor
de x, tal como a Figura 15.

Figura 15 - Tela do aplicativo desenvolvido para parte 2 do problema 2 do Ensino Superior
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/vKGBsj5S.

Nesse aplicativo é possivel movimentar o controle deslizante “e” e “d”, que mostram
valores a esquerda e a direita, respectivamente, do ponto x = 4. Na planilha também é possivel
verificar a imagem de alguns pontos.

No desenho do grafico da funcdo, deve ser enfatizado que a funcdo tem uma bola aberta

em x = 4, e que o GeoGebra néo plota ela.
A , . . . . . x%-16
Pelas evidéncias numéricas, somos induzidos a concluir que hrriﬁ =8, 0 que
X—> -

responde a questao c.
O professor pode confirmar esse resultado para turma, através de manipulacfes
algébricas, assim:

x%2-16 _ (x—4)(x+4)

f(.X') - x—4 xX—4

produto notavel.

= x + 4, observando que o numerador se trata de um


https://www.geogebra.org/m/vKGBsj5S

Logo, é evidente que quando x — 4, f(x) — 8, e que apesar da fungdo nédo estar
definida em x = 4, o limite existe, como na Figura 16, mostrada pelo GeoGebra.

Figura 16 - Exemplificacdo do valor do limite no problema 2 do Ensino Superior
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/vKGBsj5S.

Comentarios

Considerando que o problema tem duas partes, o professor pode conduzir os alunos a
resolverem as duas partes e depois fazer a plenaria de todas as questdes, e ai sim partir para
formalizacdo, pois a ideia é discutir o que acontece com o limite no ponto 4, quando a fungéo
é definida nesse ponto (Parte 1) e quando ndo esta definida (Parte 2). Dessa forma, € possivel
mostrar para a turma que o limite, quando existe, é dado por um valor, e ndo que o limite se

aproxima desse valor, como na Parte 2 — o limite de f(x) quando x tende ao nimero 4 € 8.


https://www.geogebra.org/m/vKGBsj5S

Extenséo do problema

Esse problema poderia ser estendido para explicar e definir os limites laterais, pois, por

exemplo, no caso da funcédo da Parte 2, temos que:
. x*—16 . \
lim ——— = 8, limite lateral a esquerda
x-4~ x —4
x*—16 . < g
im ——— = 8, limite lateral a direita
x-4t x — 4

Assim, como limite lateral a esquerda € igual ao limite lateral a direita, entdo

- x%2-16
lim— =

x-4 X —4 8

No entanto, nem sempre uma funcao tem limites iguais quando se aproxima pela direita
ou pela esquerda de um numero, portanto podem ser passados exemplos quando esses casos

acontecem.



Problema 3 - Fatura de Energia

Objetivos

Construir uma relacéo entre os deltas e epsilons da definicdo formal de limite;

visualizar graficamente o que acontece com a relagdo entre delta e epsilon.

Conteudo abordado

Funcdo do primeiro grau. Inequac6es. Limite pela definicéo.

Recursos

Calculadora cientifica, software GeoGebra; lapis e papel.



O problema

Considerando a tarifa convencional de energia de R$ 0,50 por
kwh, uma residéncia com 4 moradores, tem um gasto mensal de
R$ 200,00, ou seja, consome 400kwh mensais. Os moradores
desejam fazer uma economia de 50%. Uma consultoria foi
contratada visando diminuir a fatura, e a melhor opcéo fornecida
foi a instalacdo de painéis solares fotovoltaicos. Os moradores
aderiram a esse novo sistema de geracédo de energia, e desse modo,

o0 valor da nova fatura sera dado pela multiplicacdo valor do Kwh | o medidor bidirecional utilizado em

. : : . sistemas fotovoltaicos permite que seja
da tarifa convencional pela diferenca entre a quantidade de | igalizado pelos  moradores o

consumo mensal de energia convencional e a gerada pelo sistema | computo da energia gerada e

. consumida em kwh.
fotovoltaico. Responda:

a) Se a fatura de energia elétrica mensal for R$ 100,00, qual a poténcia em kwh total que deve

ser gerada pelos painéis solares?

b) Suponha que os moradores tenham uma tolerancia de R$ 20,00 da fatura que desejam pagar,

qual a faixa de poténcia que os painéis solares devem gerar?
c) Refaca a questdo (b), supondo que esses moradores admitam uma tolerancia de R$ 10,00.

d) Represente graficamente as situacdes dos itens (a, b, c) e responda: O que acontece com a
variacdo de poténcia gerada quando a fatura estd numa faixa cada vez mais estreita em torno de
R$ 100,00?

e) Agora, suponha que esses moradores desejem pagar mensalmente, em torno de R$ 100,00
pela fatura de energia com tolerancia muito pequena, que vocé pode denotar por €. Qual a
relacdo entre a tolerancia e a variagdo em torno de 200kwh? Vocé pode denotar a varia¢do da

poténcia por &.



Possiveis estratégias para a resolugdo do problema

a)

1) Paraencontrar a poténcia, inicialmente pode ser encontrado a lei de formacao da funcéo
do problema, uma das formas é subtrair a poténcia que querermos encontrar pelo dado
da poténcia média mensal da residéncia, 400kwh, e entdo multiplicar pela tarifa
convencional de energia, isto &, f(p) = (400 — p) - 0,5. Outra forma, é ja usar o dado
do problema do valor da fatura mensal, R$ 200,00, para formar a funcéo, ou seja, fazer:
f(p) =200 —p-0,5. Aqui p representa a poténcia que queremos encontrar e f(p) o
valor da fatura, que nesse caso, deve ser substituido por R$ 100,00.

ii) Outra forma, para chegar a resposta, € sem montar a funcdo, e encontrar o valor da

poténcia usando apenas raciocinio légico.

b) e c) Inicialmente os alunos deverdo interpretar o significado de tolerancia, ja que pode ser
para mais ou menos na fatura. Assim, na questdo b) terdo valores entre R$ 80,00 e R$
120,00, e na questdo c) entre R$ 90,00 e R$ 110,00 entdo para encontrar a faixa de poténcia

poderdo utilizar:

i) Inequacoes:
Questdo b) 80 < f(p) < 120
Questdo ) 90 < f(p) < 110

ii)Através dos extremos, resolvendo as equacdes:
Questdo b) f(p) =80e f(p) = 120
Questdoc) f(p) =90 e f(p) = 110

iii) Utilizando raciocinio logico.

d) Para construcdo do grafico podem utilizar os pontos ja encontrados nas questdes anteriores
para tracar a funcao, ou, utilizar o GeoGebra e verificar seu comportamento. Dessa forma,
concluindo grafica e algebricamente, que os valores para poténcia estdo cada vez mais

proximos de 200kwh.



i) Através do conhecimento de inequagGes modulares.
i) Concluir a questdo geometricamente.
iii) Utilizar uma linguagem natural sem uma preocupacao com a formalizacdo matematica

da questdo, dizendo que quanto menor o erro, mais préximo de 200kwh estara o valor da
poténcia.
Formalizacdo

Como se pode perceber nas questdes propostas pelo problema, tem-se como objetivo
fazer com que o aluno chegue, ao conceito de € e § do limite pela defini¢do. Para isso, apds

ser feita a plenaria, o professor pode resolver cada uma das questdes propostas no quadro.
Na questdo a utilizando a estratégia i, terd
f(p) = (400 — p) - 0.5, e substituindo f(p) = 100, chegaraem p = 200kwh.

Na questdo b apds enfatizar o significado de tolerancia para a fatura, atraves de

inequacdes, tera a faixa de poténcia:
100 — 20 < f(p) <100 + 20
80 < (400 —p)- 0.5 < 120
80 <200 —p- 0.5 < 120
-120 < —p-0.5< -80
Multiplicado a inequacdo por -1, e ja invertendo o sinal da desigualdade, obtera:
80 <p-0.5<120

E entdo,
160 < p < 240.

Analogamente, na questdo ¢ sera encontrado:

90 < f(p) <110 = 180 < p < 220.



Para representacao gréfica da questdo d, pode ser utilizado o GeoGebra, destacando que
qguanto menor a tolerancia na fatura, cada vez mais a poténcia desejada se aproxima de 200kwh.
O professor deve chamar atencéo dos alunos para 0 que acontece na questdo e, e qual é
a relacdo dela com as questdes anteriores desse problema. Nesse caso, temos que a tolerancia é
representada por ¢ e a variacdo de poténcia por §. Pelas resolucdes das questdes b e ¢, podemos

chegar a:
100 —¢ < f(p) <100+¢ (I) = 200 -6 <p <200+ 6. (I)
Desenvolvendo (1), temos
100 — ¢ <£200—-0,5p <100 + ¢
—100—¢ £ -0,5p <100 +¢.
Multiplicado a inequacdo por -1, e ja invertendo o sinal da desigualdade, tem-se:
100+e>05p=>100—¢
0 que é equivalente a:
100 — & < 0,5p < 100 + ¢
e entéo,
200 — 2¢ <p < 200 + 2e.

Comparando o desenvolvimento em (I) com o que é dado em (1), pode-se concluir
que: & = 2e.

O que pode ser mostrado geometricamente através do aplicativo desenvolvido (Figura
17), ou seja, para cada variacdo da tolerancia da fatura, a variacdo da poténcia aumenta duas

Vvezes mais.



Figura 17 - Tela do aplicativo desenvolvido para problema 3 do Ensino Superior
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/gk7RXnkh.

A partir disso, o professor pode generalizar, falando que dado um & > 0 é possivel

encontrar § > 0, tal que 6 dependa de €. Dessa questao, teriamos que
|f(p) —100| < ee|p—200] < 6.

E assim, generalizando, diz-se que lim f(x) = L se para todo ponto € > 0 dado
xX—a

arbitrariamente, existe § > 0, tal que se x pertence ao dominiode f e 0 < |x — a| < §, entdo

lf(x) =Ll <e.

Comentarios

Nesse problema, tem-se a instalagcdo de um sistema fotovoltaico em pauta, deste modo,
para complementar o entendimento das questdes, o professor pode optar em passar algum video
explicativo para sua turma sobre como funciona a instalacdo e a geracdo de energia, e também
como é feito o calculo da fatura através do uso do medidor bidirecional. Um video que deixamos

como opc¢ao € https://www.youtube.com/watch?v=AkLulE 03cU.

Um fator que o professor pode considerar durante a plenaria e/ou formalizacdo do
assunto, é comentar sobre o comportamento da fungdo do problema, visto que seu dominio é

limitado, ja que ndo é possivel ter uma fatura com saldo negativo (fungdo decrescente). Na


https://www.geogebra.org/m/qk7RXnkh
https://www.youtube.com/watch?v=AkLu1E_03cU

prética, caso o sistema fotovoltaico instalado na residéncia produzisse mais energia do que

consumisse durante 0 més, o consumidor passaria a ter um saldo de energia que poderia ser

utilizado nos meses seguintes.

Extensao

do problema

O professor poderia propor a demonstracdo de outros limites pela definicdo, até mesmo

utilizando os limites de fungdes que j& foram trabalhadas em problemas anteriores.

Por exemplo:

Mostre que lim —>x2 + 6x = 12.
x—4 4

Com as manipulacdes algébricas chega-se que escolhendo § = \/% a definicéo se verifica. O

aplicativo no GeoGebra pode ser utilizado também para visualizacéo (Figura 18).

Figura 18 - Tela do aplicativo desenvolvido para extensdao do problema 3 no Ensino Superior
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Fonte: https

:/lwww.geogebra.org/m/vdbPESit.



https://www.geogebra.org/m/vdbPESjt

Problema 4 — Viagem a Lua

Objetivos

Explorar o que acontece com a espessura de um papel conforme ele é dobrado vazias
vezes a0 meio; estimar a distancia da Terra a Lua usando crescimento exponencial de uma

funcdo; trabalhar com limite no infinito; estabelecer relacéo entre limite fisico e matematico.

Conteudo abordado

Crescimento exponencial; limite no infinito; propriedade de produto do limite.

Recursos

Folhas A4, calculadora cientifica, software GeoGebra; lapis e papel.



O problema

Dobre ao meio uma folha de papel A4. Depois dobre novamente, e siga dobrando ao meio

enquanto puder.

a) H&um limite fisico das dobras? Se sim, qual?

b) Suponha que pudéssemos pegar um papel tdo comprido quando se queira de espessura de
0,1mm. Quantas vezes seria preciso dobrar o papel para que sua espessura final (altura)
fosse maior do que os 384 400 km que separam a Terra da Lua?

c) O que acontece com a funcdo f(n) = 2™ - 10~%, em que n é dado pelo nimero de dobras
e f(n) pela distancia em metros, quando o nimero de dobras tende a um nimero muito

grande? Existe um limite?



Possiveis estratégias para a resolugdo do problema

a) Sugere-se que seja entregue aos alunos uma folha A4 para que eles possam manipula-la
para responder a questao.
b) 1) Os alunos podem expressar espessura da folha dobrada, ou altura, em relacéo a espessura

da folha original, colocando os valores obtidos em uma tabela, até chegar na distancia

desejada:
Numero da dobra Espessura (em mm)
1 2:0,1
2 22:0,1
3 23-0,1
n 2"-0,1

ii) Os alunos podem colocar em sua calculadora 0,dmm e ir multiplicando por 2 até chegar

na distancia média entre Terra e Lua.

iii) Outra possivel resolucdo é encontrar a funcdo que representa o problema, e entéo
substituir o valor da distancia, e aplicar as propriedades de logaritmo para chegar ao

numero de dobras necessarias.

i) Nessa questdo, os alunos utilizando a calculadora podem atribuir valores para n, e
identificar que quando maior (n), maior o valor de f(n), ou seja, f(n) tende ao infinito.
i) Outra possivel resolucéo seria utilizar como recurso o software GeoGebra, construir

a funcdo, e visualizar seu comportamento.



Formalizagédo

Para iniciar a formalizacdo das questdes, o professor pode dobrar ao meio uma folha de
papel A4, depois dobrar novamente, e seguir dobrando-a ao meio — o0 que vai fazer com que se
forme um retangulo cada vez menor, mas de espessura cada vez maior. Com isso, em certo
momento sera dificil continuar fazendo dobras e a sétima dobra j& é praticamente impossivel,
tendo assim um limite fisico — o que responde a questao a.

Na questdo b, o professor pode utilizar a estratégia i e iii. A estratégia i auxiliara a chegar
na funcdo para a questao proposta, concluindo que ao fim de n dobragens, a espessura atingida
serd e(n) = 0,1mm - 2™. Para resolver, é necessario deixar os valores na mesma unidade de
medida, aqui optamos por deixar tudo em quilémetros, entdo, teremos que a espessura da folha

é dada por:
0,1mm = 10~ "km.

Como queremos calcular o nimero minimo de dobras para chegar na distancia da Terra

a Lua, substituimos e(n) por 384400 km, assim teremos:
1077+ 2™ = 384400
2™ = 384400 - 107.
Aplicando logaritmo de base 10:
log 2™ = log(384400 - 107)
n-log2 = log(384400) + log 107

log(384400) + 7
n =
log 2

n = 41,80.

No entanto, como n deve ser um ndmero inteiro (pois ndo ha meia dobra), a espessura

de papel (altura) que ultrapassa a distancia da Terra a Lua é na 422 dobragem, logo, temos que:
n = 42.

Nesse momento, o professor pode enfatizar que a solucdo (valor de n) pode variar

ligeiramente conforme a espessura do papel que for considerada no célculo.



Além disso, pode questionar com os alunos, se antes de resolverem o problema, eles
imaginariam que a resposta poderia ser essa, ja que € um numero pequeno considerando a
distancia da Terra a Lua.

Para finalizar, na questao c, o professor pode utilizar uma construcdo no GeoGebra para
mostrar o que acontece com a fungdo, conforme aumentamos o valor de n, como mostra a
Figura 19.

Figura 19 - Primeira tela do aplicativo desenvolvido para o problema 4 do Ensino Superior
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/yGyGx3N4.

e

Nessa construcdo, conforme ¢ manipulado o controle deslizante “n”, o ponto “P”
fornece o numero de dobras (n) e a respectiva espessura ou altura que seria formada. Essa
construcdo, mostra o resultado em metros, mas nada impede que seja mudado para outras
unidades de medida.

Além disso, no aplicativo, para alguns valores de “n”, fornece imagens de algumas
construgdes ou distancias para os alunos visualizarem melhor essas alturas. A Figura 19 abaixo

mostra dois exemplos.


https://www.geogebra.org/m/yGyGx3N4

Figura 20 - Segunda tela do aplicativo desenvolvido para o problema 4 do Ensino Superior
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/yGyGx3N4.
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O professor pode destacar que esses resultados se devem pelo fato da funcéo ter um
crescimento exponencial, ou seja, conforme o0 nimero de vezes que o papel seja dobrado, a sua
espessura (altura) ird crescer cada vez mais, tendendo ao infinito. O que entdo, simbolicamente,
pode ser expresso como:

xlirpmf(n) = lim 2"-10"* = lim 2™ lim 10~* = +oo (Propriedade de limites: O

xX—+00 xX—+co X—+0co

limite de um produto de duas fun¢des é igual ao produto dos limites destas funcdes).

Isso significa, que matematicamente ndo existe o limite da funcéo.

Porém, o professor pode discutir os resultados desse problema, analisando as condicdes
fisicas, ja que, existe uma area calculavel para o Universo. Os especialistas chamam essa area
calculavel de Universo observavel, que tem um diametro estimado em 93 bilhdes de anos-luz.
Desse modo, se a folha de papel de 0,1mm fosse dobrada ao meio mais de 103 vezes ela teria
uma espessura tdo grande que até mesmo ultrapassaria esse valor! Ficando entdo, fora do

universo observavel.

Comentarios

Uma sugestdo, é antes de entregar o problema impresso, pedir para os alunos
individualmente estimarem quantas vezes é possivel dobrar uma folha A4 ao meio.

Ao trabalhar com esse problema o professor devera conduzir e incentivar os alunos
durante a atividade. Se for necessario, 0 professor pode resgatar conceitos da aplicagdo de
logaritmos para resolugdo da questdo b, também pode incentivar que os alunos utilizem o

GeoGebra para analisar suas conjecturas.


https://www.geogebra.org/m/yGyGx3N4

Considerando que essa atividade tem trés partes, durante a plenéria, sugere-se que seja
feita a discusséo de uma questéo por vez.

Ap0s a formalizacdo do problema, o professor pode comentar como curiosidade, que
existe um recorde mundial da quantidade maxima que uma pessoa conseguiu dobrar uma folha
de papel. Em 2002, Britney Gallivan, ap6s criar uma formula para calcular as medidas

necessarias para um determinado numero de dobras, atingiu a marca recorde de 12 dobras.

Extenséo do problema

)} Podem ser trabalhadas as possiveis formas de limites infinitos.

i) Podem ser apresentadas outras propriedades de limites.

i) O professor poderia propor novos problemas envolvendo o comprimento de papel
necessario para fazer n quantidades de dobras. Deixamos, uma possibilidade como

exemplo:

Sabendo que a funcdo que representa o comprimento de papel necessario para serem
realizadas n dobras é dada por C(n) = %d (2™ 4+ 4)(2™ — 1), sendo d a espessura do papel

utilizado, qual seria 0 comprimento necessario para que fosse possivel chegar a Lua, utilizando

um papel de espessura de 0,1mm?

Para formalizacdo desse problema, pode ser utilizado o GeoGebra (Figura 21), em que

movendo o controle deslizante n, tem-se automaticamente qual seria 0 comprimento do papel

necessario.
Figura 21 - Tela do aplicativo desenvolvido para extensdo do problema 4 do Ensino Superior
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/DgzKUs6V.




Proposicao de novos problemas

Seguindo a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da
Resolucdo de Problemas, apo6s a formalizacdo dos problemas em sala, podem ser propostos a
resolucéo de novos problemas.

Aqui deixamos como sugestdo a proposicdo de quatro problemas que podem ser
deixados como tarefa para os alunos resolverem através da plataforma online do GeoGebra na
Ferramenta Grupo, pois pela Ferramenta podem ser manipulados os aplicativos com o objetivo
de auxiliar na resolucdo de cada um dos problemas.

A seguir apresentaremos cada problema e os aplicativos propostos.

Problema 1:

Na fabricacdo de um disco circular de metal, é solicitado que se fabrique um disco com area de
1000cm?. Antes da produgdo do disco é necessario saber qual o erro que se pode aceitar em
relacdo ao raio ideal de r, = 17,841cm. E permitido ao fabricante uma tolerancia de erro de
5cm na area do disco dada por A = mr?. Para que isto aconteca, € necessario procurar o
intervalo no qual tem de manter r para fazer |A — 1000| < 5. Desse modo, qual intervalo de

variacdo do raio é encontrado? Justifique a resposta.

Figura 22 - Ensino Superior — Tarefa: Aplicativo Problema 1
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/yzStiBEV.



https://www.geogebra.org/m/yzStjBEV

Problema 2:

a) Use o applet para verificar a relacdo entre § e € no liml(Zx —1) = -3. Qual ¢ essa
X——
relacao?

Figura 23 - Ensino Superior — Tarefa: Aplicativo Problema 2
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/CBj8ekQX.

b) Use a definicdo de limite para mostrar que lim1(2x —-1) =-3.
xX—>—


https://www.geogebra.org/m/CBj8ekQX

Problema 3:
Paraa funcdo f(x) cujo grafico é mostrado a seguir, determine o valor de cada limite, se existir:

Figura 24 - Ensino Superior — Tarefa: Aplicativo Problema 3
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/KfShwY fw.

a) lim f(x) =

x—0,5~

by lim f(x) =
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) H)’Sf( )

d) limf(x) =

x—-0

e) lim f(x) =

X—+o00



Problema 4:

Nos itens abaixo calcule os limites. Justifique as respostas encontradas.

O aplicativo da Figura 25 pode ser utilizado para encontrar lim f(x):
xX—a

Figura 25 - Ensino Superior — Tarefa: Aplicativo Problema 4
Determine lim f(x) = L
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Fonte: https://www.geogebra.org/m/vJyKSkgR.
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https://www.geogebra.org/m/vJyKSkgR

CONSIDERACOES FINAIS

Professor, este material € apenas um ponto de partida para o trabalho em sala com a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de
Problemas, vocé pode desenvolver outras atividades, com o intuito de contribuir para a
construcdo do conceito de limite. Ou, até mesmo aplicar os problemas em outro contexto de
conhecimento, ja que: “Ao utilizar a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de
Matematica através da Resolucdo de Problemas, um mesmo problema pode ser explorado para
a construcdo de varios conceitos matematicos, dependendo do objetivo do professor.”
(JUSTULIN; AZEVEDO; HUANCA, 2014, p. 135).

Entdo, sinta-se a vontade para adaptar os problemas e aplicativos aqui propostos de
acordo com suas necessidades. Além disso, os problemas também podem ser trabalhados sob o

viés de outra metodologia de ensino.

Esperamos que este material possa trazer contribuicGes para professores e alunos no
ensino e aprendizado do conceito de limite. Ainda, reiteramos que o produto educacional, na

versdo online, ndo é algo fechado, podendo passar por melhorias, atualizacdes e modificagdes.
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