Integral indefinida — Matematicas I —

INTEGRAL INDEFINIDA

Primitiva. Integral indefinida

Sean f(x) y F(x) dos funciones reales definidas en un mismo dominio. La funcién
F(x) esuna funcién primitivade f(x) ,osimplemente primitivade f(x) ,si F(x)
tiene por derivada  f(x) . Es decir

F (x) esprimitivade f(x)& F'(x)=f(x)

Cuando utilizamos la notacion diferencial, teniendo en cuenta que F'(x)= , esta

definicion es equivalente a

F (x) es primitivade f (x)®dF (x)=f(x).dx
# Ejemplo.- )lc— es una primitiva de Inx , ya que (In x)'Zi—

La operacion que nos permite obtener una funcion primitiva F (x) apartirde f(x) se
denomina integracion, Si existe la funcion F'(x) , decimos que f(x) es integrable.
# Hay que observar, que una funcion puede tener varias primitivas, pues por ejemplo
F,(x)=x" , F,(x)=x"+1 , F,(x)=x’+2 ,...sonprimitivasde f(x)=2.x
Si F(x) es una primitiva de f(x) y C un nimero real cualquiera, la funcion
(F(x)+C) estambién una primitivade f(x)
Si  F(x) esunafuncién primitivade  f(x) , el conjunto de funciones primitivas de
f(x) sera [F(x)+C:C€e RV x €D, F "(x)=f(x)]
Al conjunto, de todas las primitivas de f(x), se le denomina integral indefinida’' de f(x).

Ademas, como por el primer teorema fundamental de célculo: Si f es una funciéon continua

enunintervalol,y a,x€l | F(x):ff(t)dt es derivable en x; y F ' (x) = f(x)

Y dado que F(x) esunaprimitivade f(x) ,el conjunto de primitivas de una funcion

f, se designa por
ff(t)dt:{F(x)+C:C € RV xeD,, F'(x)=1(x)|

Al niimero C, se le denomina constante de integracion.

b
1 No hay que confundir los simbolos, J‘ f con f f . El primero designa un conjunto de funciones, el conjunto de todas las primitivas de

a
f, mientras que el segundo es un numero real, la integral de fen el intervalo [a,b]. Denominando integral indefinida e integral definida, a cada uno
de los simbolos respectivos, sin embargo se utiliza indistintamente el término integral para designar uno u otro concepto, siendo el contexto el que

determina si se trata de una integral indefinida o definida.
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# Ejemplos.-
1. Hallar una primitiva F(x) de f(x)=2x cuya grdfica pase por el punto
P(1,3) . ; Ysipasa por el origen?
Las primitivas de  f(x) sondelaforma F(x)=x"+C . Puesto que la primitiva
pedida para por el punto  P(1,3) | resulta:
f(1)=3=23=14+C=>C=2
Luego, la primitivaes  F (x)=x+2
Si pasara por el origen C seria 0, y la primitiva seria  F (x)=x"
2. Halla una recta (funcién lineal  f(x) ) cuya pendiente es 2 y pasa por el punto
P(04)
La derivada de la funcién lineal es su pendiente, por tanto, [ (x)=2 , luego
f(x)=2x+C . Por pasar por el punto P (0,4) | resulta que
4=Co f(x)=2x+4
3. Dado que determinar primitivas de funciones es efectuar la operacion inversa de la

derivacion, es inmediato comprobar algunos ejemplos como:

f%deInx+C Ce R
fcosxdxzsenx+C CeR
[e'dx=e'+C Ce R

Luego, podemos representar la integral indefinida de una funcion f(x) , como
ff(x)dx:F(x)—FC
Ademas, si f es una funcion derivable se cumplen las siguientes propiedades
1. (ff(x)dx)’Zf(x)
2. [ fr(x)ax=r(x)+C Ce R

Propiedades lineales de la integracion

Si a,be Ryf,g sonfunciones continuas definidas en un intervalo I, se cumple

_f(a JS(x)xb.g(x)).dx=a ff(x) dx+b .fg(x). dx
# Ejemplos:

X 5.x° 5x°
?+C =———+5C=—+K Ke R

I- [5.%dx=5[x"dx=5. . :

2.- 4.fx3dx=f4.x3dx=x4+c ce R
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3.- f(2x+cosx)dx:f2xdx+fcosdx:x2+C1+senx+C2:x2+senx+C ce R

4- [2
x+l f

6.- J‘wdx:‘f

X

= +de

1+

2x+l—L
X

Tipos fundamentales de integracion

En el caso de

a Ver.

Tipo potencial ( a#1 )

Las funciones potenciales son de la forma f(x)=x

a=—1

Casos particulares

a

dx= f]dx+f dx=x+Inx+C

dx=x"+x—Inx+C

(0)

1
, la integral de la funcion  f(x)=x ==

dx= 5f dx+4 [ e dx=5Inx+C +4+C,=5Inx+4¢+C Ce R

ce R

ceR

f(x)=k.x" .

no sigue la formula que vamos

% Si f(x)=02F(x f0dx CeR
*  Si f(x)=k, k202 [ f(x)dx=kx+C Ce€ R
Forma simple: y=x* ( a#—-1 )
a+1
* Si f(x)=x";(a#—1)®>F(x fx dx=2—+C cCeR
a+1
Forma compuesta: y=7“(x).f"'(x)
y(x)=f"(x). f"(x); (a#—1)
*® a atl X cCe R
x)=f yixdr= £ ). a1 e
a+1
# Ejemplos:
1. fx4dx=;—x5+C;C € R
2, j de=[x* dx——+C——T+C CeR
2
3 : x§+1 : 3 3
3 f\/?dx=fx3 dx= > +C=—.x3+C=5—.\/?+C,'C € R

41
3
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1
1 1o 3 0% 3 5
— 3 — — — .
4 fﬁdx—fx de="—+C=2. X +C=2 V¥ +C.C e R
——+1
3
. f(x+1)2dx:;—.(x+1)3+c;c € R
6. f(2x+l).(x2+x+l)30dx:%.(x2+x+l)3]+C;C e R
7. fsen3x.cosxdFélT.sen“xﬁLC;C € R
8. ftgzx.seczxdxzzl%—.tg3x+C;C € R
9. f(tg3x+tg5x)dx= ftg3x.(l+tg2x)dx = i—.tg4x+C;C € R
10.

f cos’ x dx=f cos x(l— senzx)dx:f (cosx—senzx cos x|dx=sen x—%. sen’ x+C;C € R

11.

f sen’ x dx=f sen x(l —senzx)dlef (cosx—coszx sen x|dx=—cos x+%. cos x+C,;C € R

Tipo logaritmico
. 1
Forma simple: Y=<

#* S f(x)=%c>F(x)=f%dlen|x|+C;C € R
_f'(x)
YT

Forma compuesta:

<= Si y(x):f'(x) E{)F(x):f ”é:(:c)) dx:ll’l|f(.X)|+C,'C € R

# Ejemplos:
3 1

1. [Zax=3[—ax=3m|x|+C,C € R
X X

3x°+1
f3x_+

de=In|x’+x+5|+C;C € R
x+x+5
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X | 2x 1 2
3 dx = =. = —.Inx+1|+C;C€e R
fx2-|-1 2 '[ X+l 2 | |
x _ 3x7 , 1 3
4, _—f ~—dv==.In|x’+8|+C;C € R
x+8 x +8 3
tgx dx= [ Z2Z gx=—1 +C;Ce R
5. fgx x fco x=—1In|cos x|
COS X
tg x dx= dx=1 +C;,C e R
6. fcogx X fsenx x=In|sen x|
7 f—sen2x _J'—2senxczosx dx=In|1+sen’x|+C;C € R
1+ sen’ x 1+sen” x
Tipo exponencial
Forma simple: y=¢" ; y=a"
*  Si flx)=e"@F(x)=fe‘dx= e +C;C € R
*  Si f(x)=a">F(x fadx_FJFCCeR
a
Forma compuesta: y(x)=e¢’". /' (x) 3 y(x)=a’"™.f"(x)
* Si y(x)=e’Y.f fe x)dx=e'"V+C;C e R
af(X)
* Si y(x)=a’". f J'a ). dx= +C,C € R
Ina
# Ejemplos:
2x+1 _1 2x+1 1 2x+1
1. fe dx—z—.fe .2dx=2—.e
2. [3dv=> +Cc.ceR
In3
é X
3. fidx:j(i) dr=--L_ic.ceR
z 2 In 3
2
4 fx.exzdle—._er.exzdle—.eszrC;C € R
' 2 2
5. femx.cosxa’x=emx+C;C € R
6. femzx.sen 2xdeem2x. 2 senx.cosxdx = emzx—i-C;C € R



Integral indefinida — Matematicas I —

Tipo seno

Forma simple: y=cosx
* Si f(x)=cos x'=>F(x):f cosxdx=senx+C;C € R
Forma compuesta: y(x)=cosf (x).f'(x)

* Si y(x)=cosf(x).f'(x)= F(x):f cosf (x). f'(x)dx=senf (x)+C;C € R

# Ejemplos:
1 fcos2xdx:1—f 2. cos2xdx:1—sen2x+C;Ce R
' 2 2
1 1
2 fcos(2x+1)dx:2—j2.cos(2x+1)dx:5sen(zx+1)+c,-c € R
2 1 2 1 2
3. fx.coix +1)dx—512x.cos(x +1)dx—2—sen(x +1)+C;C e R
4. f(2 x+1). cos(x’+x+1)dx=sen(x’+x+1)+C; Ce R
cos(In x) 1
5. f—dx=fcos(lnx).—dx:sen(lnx)+C;C €eR
x x
6. fex. cos(e')dx=sen(e')+C,;C € R
7. f?’.xz.cos(x3+9)dx=sen(x3+9)+C;Ce IR
2 3 _1 2 3 _1 3
8. fx . cos(x +1)dx—513 .X . cos(x +1)dx—§sen(x +1)+C;C € R

Tipo coseno

Forma simple: y=senx
* Si f(x)=sen xE>F(x)=f senx dx—=—cosx+C;C € R
Forma compuesta: y(x)=senf (x).f'(x)

* Si y(x)=senf (x).f'(x)=> F(x)=fsenf(x).f’(x)de—cosf(x)+C,'C € R

# Ejemplos:

1 fseandle—f2.sen2xdx =— 1—cos2)c+C'C€ R

. 2 2 s

2 fsen(2x+6)dx=;—f2 .sen(2x+6)dx=—;—cos(2x+6)+C;C e R

3. fx ) sen(x2+3)dx=;—f 2x. sen(x2+3)dx=—i—cos(x2+3)+C;C e R
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4. f(2x+1).sen(x2+x+l)dx:—cos(x2+x+1)+C;C e R
sen(In x) 1
5. ffdxz‘fsen(lnx).;de—cos(lnx)+C;C € R
6. fex.sen(ex)dxz—cos(ex)-l-C;C € R
7. j‘senSxdx:;—fsenSxdx:—COSSX+C;CE R
8. fsen(7x+8)dx:17f7.sei(7x+8)dx=—;—cos(7x+8)+C;C € R

Tipo tangente

Forma simple: y=sec’x
* Si f(x)zseczx'ﬁF(x)zlfseczxdx:tgx+C,'C € R
Forma compuesta: y(x)=sec’ f(x).f"(x)

* Si y(x)=sec’ f(x).f" (x)E>F(x)=f sec’ f(x).f' (x)dx=tgf (x)+C;C € R

# Ejemplos:
1. f3 sec’ x dx:3_f sec’ x dx=3tgx+C,;C € R
2. f 72 xdx=7fseczxdx=7 tgx+C,;,C € R
cos” x
3. [(5+518x)ax=5[ (1+1g°x)dx=51gx +C :C € R
4. f3x2. Secz(x3+9)dx=f 3x°. Sec (x°+9)dx=1g(x’+9)+C;C € R
2 1 ’ 1
5. fsec (2x+1)dx=5f2.sec(2x+1)dx=2—tg(2x+l)+C;C € R
6.

f sec’ x dx:f (141g° x)sec’ x dx:f (sec’x+1g’x Seczx)dx:tngr%inte 1x+C;C € R

7. [tg?xdv={ (1+1g°x~ )dx=tgx ~x+C;C € R



Integral indefinida — Matematicas I —

Método de cambio de variable

Este método es consecuencia de la derivacion de funciones compuestas. Se trata de sustituir
enla funcion  f(x) la variable x por otra funcion de variable t, es decir x=x(t) tal que

f(x)=f(x(¢) ),y podamos integrar mas facilmente f (x) , mediante los siguiente pasos

a) Sustitucion de la variable x por t

Forma directa: si f (x)=/ (x(2) z)mplicaf f(x)deIf(x(t))x (t)dt
Forma reciproca: Si f(t)=f(t(x))implicaff(t)dt=ff(t(x))t "(x)dx
b) Integracion de la nueva funcion en t

Si la nueva funcidn obtenida de variable t (o x en forma reciproca) es mas sencilla, se

integra. En caso contrario, hay que elegir otra sustitucion mas adecuada.
¢) Sustitucion de la variable t por x
Una vez calculada la integral en t (o x en forma reciproca) se deshace el cambio.
# Ejemplos:
1.

_ 2
J‘C(’;_‘/;dxz[dx—zf d]: %“2161122 f cos t di=2 sen t++C=2 cos\x+C ;C € R
X x=2tat

25 1 2 1 (2 26
= [ Fdi=o P +C= o ) 10 e R

26

2
2x (x5 dx=] =X +5
2 '[ ( ) [a’t=2xdx

Integral de un producto o integracion por partes

La integral de un producto, método de integracion por partes se basa en la derivada de un
producto de funciones.
Si f(x) y g(x) sondosfunciones derivablesy uy v dos funciones diferenciables,

haciendo f(x)=u y g(x)=v ,mediante el siguiente proceso, resumido en una tabla

Forma con derivadas Forma con diferenciales
Derivando o Diferenciando (fg)=fg'+gf' d (uv)=u dv+v du
Integrando fg:ffgurf gf’ uv=fudv+fvdu
Despejando ffg':fg—fgf‘ fudv:uv—fvdu

Obtenemos la integral

fudv:u v—fvdu
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# Ejemplos:
1. fxexdx=[du:xxzdu:dx X}:x.ex—fexdx=xex—ex+C;C € R
v=e'dx=>v=e
2.

fxcosxdx: u=x=du=dx =x.senx—f senx dx=xsenx+cosx+C,;C € R
dv=cos x dx=>v=sen x

— _1
3 flnxdx: u_lnx=>du—xdx :(lnx).x—fx.ldx:xlnx—x—FC;CE IR
dv=dx=>v=x x
fln(x—|—1)dx= u=1n(x+1)=>du=x+1 ax|_ 1n(x+1)—fx. dx =
x+1
4. dv=dx=v=x

:x.ln(x+1)—f(1— +1)dxzx.ln(x+1)—x+ln(x+l)+C;C € R
X

fxz. Senxdx:[ u=x"=du=2x dx

2
=—Xx cosx+f 2xcosxdx=
dv=senx dx=>v=—cos x

5. =—x’cos x+ u=2x=du=2 dx =—x’cos x+2xsenx—f2senxdx=
dv=cos x dx=>v=sen x
= _x’cos x+2 x sen x+2 cos x+C,;C € R
_ X . x
J‘ex.cosxdx: u=e =du=e dx =exsenx—fexsenxdx=
p dv=cos x dx=>v=sen x

u=e ' =>du=e"dx

X X X X
=¢e sen x+ —e senx+e .cCOS x—f e cos xdx
dv=sen x dx=>v=(—cos x)

que reagrupando términos, obtenemos

X. X X X. 1 X X
2_[6 cos x dx=e" . sen x+e .cosx:>fe cosxa’x:E.(e .senx+e’.cosx)+C,;C € R
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