Az Egy mértani helyes probléma megoldéasa

Elsésorban engedtessék meg nekem, hogy a probléma szdvegezésén annyiban valtoztassak,
hogy abba par, megfeleld jelolést illesszek:

Legyen adott a sikban az A és B pont. A sik minden P pontjahoz rendeljuk
hozza azt a Q pontot, amelyet az AP-ra meréleges a és a BP-re merbleges b
egyenesek metszéspontjaként kapunk! Mi a Q pontok meértani helye, ha P
vegigfut egy adott p egyenesen?

Amint az lathato a feladat értelmezését ezek a vatoztatasok sokban nem valtoztattak meg.

A problémat két kiillonboz6 szemszogbdl sikeriilt megvizsgdlnom, az egyik projektiv
geometriai ihletésti, a masik analitikus. Mindkettd arra vezet, hogy a keresett mértani hely
kupszelet.

Mindkettének megvan a maga tanulsaga: a projektiv magyarazathoz sziikségesek e szakag
kiss¢ mélyebb ismeretei, az analitikus megoldas viszont részben kozépiskolai ismeretekkel
megoldhato, bar a megoldas diszkuzioja mar keményebb dio.

Nos lassuk elébb roviden a projektiv magyarazatot:

Az adott sugarsor egyeneséhez annak merdlegesét (ugyanahhoz a sugarsorhoz tartozo)
rendeld leképezés merdleges involucio, s mint ilyen elliptikus involicio. Két involucié szorzata
projektivitast hataroz meg. Az A és B pontokhoz, mint sugarsorokhoz ez a projekivitas egy, az A
ill. B ponton athalad6 kapszeletet hataroz meg.

A magyarazatot szakzsargon, €s szigoru bizonyitas helyett megprobalom inkabb az egyes
specidlis esetek vizsgélatdval megvilagitani, s csak annyi szakismeretet felhasznalni amely
ehhez feltétlen sziikséges.

Sziikitsiik a kort: vajon milyen kupszelet keletkezhet igy? Es most aztan j6l jonnek a projektiv
geometriai ismeretek! Itt ugyanis értelmezhetjiik parhuzamos egyenesek metszéspontjat is, ezek
ugymond a ,,végtelenben” metszik egymadst,s ez a végtelenbeli pontot az egyenes Un. idedlis
pontjdnak nevezziik. A regularis (valodi) kupszeleteket aszerint osztalyozzuk, hogy az idedlis,
un. “végtelenbeli” egyenessel hany kozds pontja van: az ellipszisnek egy sincs, a parabolanak
egy (a tengelyének idealis pontja) és a hiperbolanak kett6 (az aszimptotai idealis pontjai).

Nomarmost a P futopont a p egyenes minden pontjat felveszi, nézziikk meg mi torténik, ha épp
az p O AB ponttal egyezik meg. Ekkor az a és b egyenesek parhuzamosak, ergo ez esetben
metszetiik idealis pont. Nem nehéz elképzelni, hogy ez az A, B pontok és a p egyenes tetszéleges
megvalasztasa esetén fennall, tehat a keresett mértani helynek legalabb egy pontja idedlis, vagyis
a regularis kupszeletek koziil az ellipszis most kiesik.

Jogosan meriilhet fel a kérdés: és mi van akkor, ha ez a projektivitds nem regularis kiipszeletet
definial? Nos itt 1épnek a képbe az A, B pontok €s a p egyenes specialis helyzetei:

1.) Legyen A és B kiilonbozo €s az egyik pont mondjuk A a p egyenesen, ekkor a Q pontok

mértani helye nyilvdnvaldan az a egyenes, tehat egy szingularis (elfajult) kupszelet.
2.) Legyen A ¢s B kiilonboz6 és mindkét pont a p egyenesen, ekkor a Q pontok mértani helye
nyilvanvaloan a p-re merdleges a €és b egyenesek metszéspontja, azaz azok idealis pontja.
Ez is egy szingularis (elfajult) kupszelet.

3.) Az A, B pontok essenek egybe de ne legyenek a p egyenesen. Ekkor P minden helyzetére
Q-ra mivel a és b parhuzamos, az adott irany idealis pontjat kapjuk. Ha P végigfut a p-n,
akkor ez az pont végigfut az sik idealis egyenesén, azaz megint szingularis kupszelet a



keresett mértani hely. (Vagy ha metszetnek az egész egyenest vessziik, akkor igy az egész
sikot kapnank?)

4.) Az A és B pontok essenek egybe és legyenek a p egyenesen. Ekkor P minden helyzetére
Q-ra megint az A-ban vett p-re merdleges egyenes idealis pontjat kapjuk. (Vagy esetleg
megintcsak metszetnek az egész egyenest véve, az A-ban vett p-re meréleges egyenest?)

A tbbi esetben viszont olyan regularis kupszeletet kell kapjunk (vizsgaland6 ez okbol, hogy
az emlitett eseteken kiviil eldadodhatnak-e mashelyiitt is szingularitasok!), amirdl tudjuk, hogy
idedlis pontja 1évén nem lehet ellipszis.

Hogy ezek a reguléris kupszeletek vajon mikor adnak parabolat, illetve hiperbolat az altal
donthetjok el, hogy idedlis egyenessel hany k6zos pontja van.

Amint az kdnnyen ellenérizhet, ha az AB parhuzamos a p egyenessel, csak akkor lesznek
az a és b egyenesek egymassal parhuzamosak, ha P-t a p egyenes idealis pontjanak valasszuk
(lasd alabb). Ez esetben tehat a kapott kiipszelet parabola.

Ellenkez6 esetben a kapott kupszelet hiperbola. Nem akarvan tulsdgosan elmélyedni az
elméletben, de annyi tiszta logikéat kdvetve is belathatd, hogy ha a P pontot a p egyenes idealis
pontjanak valasszuk mint az elbb is, akkor a PA illetve PB egyenesek parhuzamossaga folytan
az a és b egyenesek is parhuzamosak, ergo metszetiik idealis pont. Azonban ez esetben ha a P
pontot a p és az AB egyenesek metszéspontjaba valasztanank, akkor az a, b egyenesek
megintcsak parhuzamosak, s ez megadja a kupszelet masodik idedlis pontjat is. (Az el6zd
esetben ez a metszéspont a p egyenes idealis pontjaba keriilt.)

Az analitikus megkozelités:

Annak erdekében, hogy minnél egyszertibben jussunk célhoz, valasszunk minél
megfelelobb vonatkoztatasi rendszert. Legyen e célbol a koordinatarendszer x tengelye a p
egyenes, ¢s mondjuk birjon a kovetkezé koordinatakkal az A pont: (0,1), ezaltal a kartézi-
koordinatarendszer adott. Ekkor legyen a B altalanos pont: B(p,q), a P futopont pedig P(t,0),
ahol p,q valos szamok, t pedig valos paraméter.

Nem nehéz azek alapjan felirni az a illetve b egyenes altalanos egyenletét, 1évén azok a PA
¢és PB vektorokra merdlegesek:

a: - x+y-1=0

b: (p-t)x+ay+pt—p*—q° =0
Némi algerbrai iligyeskedéssel (a t paraméter kikiiszobdlésével) a metszéspontok mértani
helyét meg tudjuk adni a kovetkez6 alakban:

px* +(@-Dxy +(@-p*-a°)x—py+p=0,
amibdl kitlinik, hogy masodrendii gorberdl van szo, 1évén, hogy a x-nek négyzetes tagja is
szerepel a kifejezésben. Viszont ez a klpszelet nem kanonikus elhelyezésii, ezért annak
vizsgalata, hogy mikor milyen kupszeletet kapunk (mikor lesz az regularis, eldadddhat-e
ellipszis, stb.) sem oly egyszer(i, bar nem megvalosithatatlan...
Mindenesetre a projektiv geometriai eredményeket ezen egyenlet segitségével is
leellendrizhet;jiik.

Osszefoglalva: A keresett mértani hely olyan kupszelet (regularis, vagy szingularis),
amelynek legalab egy idealis (végtelenbeli) pontja van.

Ha az itt leirtak, tdn nem tiinnek teljes, alaposan feldolgozott megoldasnak, akkor a kedves
olvasé megprobalhatja az itt megkezdetteket folytatni, mindenesetre tigy vélem kiindulasnak
azért megteszi.



Aki ezek utan esetleg szeretne kissé belemertilni a projektiv geometria rejtelmeibe, akkor
annak a kovetkez6 irodalmat ajanlanam:

Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometrtidba

H. M. S. Coxeter: Projektiv geometria



