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1 Popis pohybu MAKY

Obr. 1:

[ https://www.geogebra.org/m/v6vb9o2t j ]

Definice 1: Mathematické kyvadlo

MAKY = hmotny bod P o hmotnosti m zavéseny v bodé S na
nehmotném provazku o délce ¢ (viz obr.1).

Uvazujme netlumené kmity. (Bez odporu vzduchu a bez tieni v
misté zavésu S.) Bod P se do zblbnuti pohybuje:

e po kruhovém oblouku AB se stiedem S,
e nerovnomérnym pohybem,
e kolem rovnovazné polohy v bodé O,


https://www.geogebra.org/m/v6vb92tj
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e v bodech A, B ma nulovou rychlost,
e v bodé O mé maximalni rychlost

Zvolime souradnou soustavu — vystacime si s 1D — osu y navineme
podél kruhového oblouku AB a pocatek prdneme do rovnovazné po-
lohy O. Osa y je orientovana kladné od O k B.

o Zavedeme okamzitou obloukovou wvychylku 1y jakozto soufadnici
bodu P na navinuté ose y. (Vpravo od pocatku O je y > 0, vlevo
jey <0.)

o Mazimdlni obloukova vychylka vy, je délka oblouki AO a AB;
body A, B maji tedy obloukové souradnice y4 = —Ym, Y = +Ym.

o Zavedeme okamZzitou tuhlovou vijchylku o jakozto orientovany ihel
OSP. Kladny smysl je proti sméru hodinovych rucicek.

o Mazimdlni ihlovd vijchylka oy, je velikost ihlit OSA a OS B; body
A, B maji tedy thlové souradnice ay = —a,,, ag = +a,.

2 Sily pusobici na MAKY

Popisujme pohyb bodu P z hlediska inercidlni VS spojené se Zemi
(zaddné setrvacné sily). Z povahy pohybu bodu P plyne, ze ve hie budou
dvé podstatné sily:

o Pac pohyb bodu P se déje po kruznici, je ziejmé, ze na P bude
pusobit né¢jaka dostrediva sila ve sméru provazku | kterda ma
zataceci funkci.

e Pac¢ pohyb bodu P je soucasné nerovnomeérny, musi na P puso-
bit také néjaka sila ve sméru tecny ke kruznici, ktera ma urych-
lovaci a brzdnou funkci.

Tyto dvé sily musi vzniknout diky soucinnosti néjakych realnych teé-

les, ktera pusobi na hmotny bod P.
Realna télesa jsou zde dvé — Zemékoule a provazek, na kterém je
bod P zavésen (viz obr.2). Na bod P tedy pusobi tihova sila FZ a

provazkova sila Fp
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F')) — provazkova sila FTJ
Fe— tihovd sila

Obr. 2: sila jakozto slozZenina
realnych sil — provazkové a tihové.

[ https://www.geogebra.org/m/wpqrbpmg J

Tyto dvé sily nam daji jistou vyslednici ?v No a my si nyni tuto
vyslednici krastné rozlozime do téch dvou sméri, které potfebujeme
(obr.3).

Hnéda sila ndm nuti bod P zatacet a ma tedy funkci sily dostredivé
]*sz. Cervena sila bod P urychluje a brzdi (podle toho, kam se bod préavé
pohybuje).

Rozlozime modrou tihovou silu z obr.2 do sméru tecny a do sméru
provazku (viz obr.4). Vidime, Ze tecna slozka tihové sily ?t je vlastné
urychlovaci silou z obr.3.

Nyni ¢ummez na obr.5. Vidime, ze slozime-li norméalovou slozku

. —
tihové sily s provazkovou silou, dostavame dostredivou silu Fy,, ktera


https://www.geogebra.org/m/wpqr5pmg
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= FLatee + En’ych

Zatateci slozka vyslednice

Urychlovaci (brzdnd) slozka vyslednice :

Obr. 3: Rozklad na zataceci a urychlovaci slozku.

[ https://www.geogebra.org/m/wpqrspmg J

je vlastné zataceci silou z obr.3.

Shrnuti: V obr.6 mame vsSechny sily, které jsme ted prosli. Podstatné
je si uvédomovat, ze realné sily — vyvolané konkrétnimi télesy — jsou zde
jen dvé (tihovd, provazkova). Zbylé sily jsou jen v nasi neposkvrnéné
mysli a vznikaji diky silovému sklddani a rozkladani.

V apletech, ke kterym vedou odkazy v obrazcich 2 az 6, je dobré si
povsimnout toho, jak se jednotlivé sily méni v prubéhu kmitani bodu P.
Napriklad dostiediva sila je v krajnich polohéch nulova (bod P stoji,
takze neni potieba ho nutit zatacet), kdezto v rovnovazné poloze O je
maximalni (pri velké rychlosti musim nutit bod P hodné zatacet).

Dale si miizeme povsimnout provazkové sily, kterou piisobi provazek
na kulicku P. Uvédomme si, ze reakci k této sile je sila, kterou kulicka

napind provazek — je to tedy tiha kulicky (Ta neni v obrézcich


https://www.geogebra.org/m/wpqr5pmg
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.
|[Fe| = mg

— = =
(V] F¢ — tihové sila

= N z »~ 7 7
Fi — tecna slozka tihové

|Ff| =mgsina

|I*T>'n| = mg cos «

= z z ~ 7 7
F. — normilova sloZ. tihové

b

Obr. 4: Rozklad tihové sily na tecnou a normalovou slozku.

[ https://www.geogebra.org/m/bqf3nxdy ]

nakreslena). Vidime, zZe provazkova sila je nejvétsi v rovnovazné poloze,
takze také tiha kulicky zde bude nejvétsi a provazku tu nejvice hrozi
pretrzeni.

Navic v rovnovazné poloze vidime, ze provazkova sila je rovna tihové
sile zvétsené o silu dostfedivou — takze tiha kulicky v rovnovazné
poloze je v pohybu vétsi nez v klidu! Ale to si zaslouzi samostatny
rozbor a konkrétni priklad feseny jak z hlediska ZVS, tak z hlediska
NVS.

Olrajt! Nyn{ se zaméfmeZ na tu ervenou silu — tedy tecnou slozku
tithové sily ﬁt: o niz vime, ze jeji funkce je urychlovat a brzdit kulicku P
na jeji dobrodruzné pouti po oblouku AB. Nebot je to ona, kterd zpi-
sobuje kmitavy pohyb kulicky. To ona neustale a netinavné vraci nepo-
sednou kulicku do rovnovazné polohy, vede ji ke zlaté stredni cesté mezi


https://www.geogebra.org/m/bqf3nxdy
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It = 1 D
Fuo — dosttediva sila
Fj, — provazkova sila FT,

= z z 2 7] 7
Fn — normaélova sloz. tihové

Obr. 5: Dostrediva sila jakozto vyslednice
provazkové sily a normalové slozky tihové sily.

[ https://www.geogebra.org/m/nmcpna5p ]

extrémni levici a extrémni pravici! Proto ji pravem muzeme titulovat
vznesenym nazvem vratna sila.

Vzpomenmez télesa kmitajictho na vodo-rovné pruziné ¢i na svislé
pruziné. Tam byly vratnymi silami sila pruznosti pruziny, resp. vysled-
nice sily pruznosti pruziny a sily tihové. Pritom vime, Ze pohyb télesa
v téchto dvou pripadech byl krastné harmonicky. Vznika otazka, zda
je harmonicky i pohyb mathematického kyvadla?

Na tuto otazku odpovime v dalsi kapitolce!


https://www.geogebra.org/m/nmcpna5p
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Sily vyvolané redlnymi Fe — tihova sila

telesy (Zeme + provézek)
= s ’ 7] =
F, — provazkovad sila Fp

?t — teénad slozka tihové

= z z ~ 7| z
Fn — normdlova sloZ. tihové

= H 7 7
Fgo — dostfedivd sila

Obr. 6: Prehled vsech sil.

[ https://www.geogebra.org/m/e2tmxtnd ]
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3 Je MAKY harmonickym oscilitorem?

Pripomenme si dvé moznosti, jak rozpoznat, zda je kmitavy pohyb har-
monicky (tedy zda se jedna o harmonicky oscilator).

Prvni je pfimo kinematickd definice harmonického kmitavého po-

hybu:

Definice 2: Harmonicky kmitavy pohyb

Harmonicky kmitavy pohyb (HKP) je takovy pohyb, pro
ktery plati, ze okamzita vychylka z rovnovazné polohy y je har-
monickou funkei casu t, tedy

| 90 = psinter + ) | 1)

kde y,, je maximalni vychylka, w je thlova frekvence a ¢, je po-
catecni faze.

& J

Druhou moznosti odhaleni, Ze je pohyb harmonicky, je dynamické
kritérium HICP, které operuje s vratnou silou:

Véta 1: Kritérium HKP

Kmitavy pohyb je harmonicky, pravé kdyz jsou splnény dvé pod-
minky:

1) Vratnd sila je pfimo imérna okamzité vychylce.

2) Vratna sila ma opacny smér nez okamzita vychylka.
Tedy:

[ Foa=-t-y | )

kde k je jistd konstanta amérnosti.
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Obr. 7: Kritérium HKXP

Graficky vyjadreno — viz obr.7

My nyni vyuzijeme pravé tohoto kritéria.

Vime, ze vratnou silou je v pripadée MAK)Y tecna slozka tihové
sily j?t, kterda mé dle obr.4 velikost | F;| = mgsin a.

Dle obr.8a ma vratna sila vzdy opacny smér nez thlova i obloukova
vychylka, takze mizeme psat

[ F,— —mgsina ] 3)

A vzhledem ke vztahu y = of (ES JE FIR) dostavame

[ Ft:—mg-sin% ] (4)

Vidime, ze MAKY to mé tak, Ze sice vratna sila méa opacny smeér
nez okamzitd (thlova i obloukovd) vychylka, avsak podminka pfimé
umeérnosti splnéna neni, pa¢ funkce sinus neni bohuzel kuzel linearni

(viz obr.8b ).
Zaver je tedy:
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L erat
—Ym /,/// \\\ +Ym
o e -
Yy
Fyraqt = —mg-sina = —mg - sin% -
_ |
(a) Vratnd sila F; ma opa¢ny smér nez oka-
mzita ihlova i obloukova vychylka. (b) Vratnd sila neni linedrni
Obr. 8: Vratnd sila u MAKY
[ https://www.geogebra.org/m/rus6cnyb ]
[ MAKY neni harmonickym oscilatorem! ]

Timto skandalnim odhalenim se situace trochu komplikuje, pac
MAKY neni tak jednoduchy oscilator jako tfeba zavazi na pruziné.

D4l se mizeme vydat dvéma cestami:

1. Cestou linearni aproximace (jednodussi) — pfimhoufime oko
a za jistych podminek budeme povazovat MAK) za harmo-
nicky oscilator.

o Dostaneme priblizny vzorec pro periodu (analogicky
vztahu pro zdvazi na pruziné) a

o priblizny pribéh okamzité vychylky v zavislosti na
Case — sinusovy jako u HIP.

10
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y ?J:y R
smr=zpror <1 y =sinx

0.5
\ —1r<’jd lm lrad X
- /2 | LN IEYE ™

Zo5 | 10°

/ =1

Obr. 9

vvvvvv

2. Cestou nelinearni (slozitéjsi) — zachovame nelinearnost vratné
sily.

» Najdeme presny vzorec pro periodu a

o presny priubéh okamzité vychylky v zavislosti na
Case.

4 Linearni aproximace

Kazdej blbec asi uz slysel o té fantastické apoximaci funkce y = sinx
funkci y = x pro velmi mald x — viz obr.9. Zde slozitou funkci sinus
nahrazujeme mnohem jednodussi funkci y = x, tedy primou imérnosti.
Tato finta se v mathematice i fysice pouziva velice Casto a jiz leta (jiz
od pravéku) a predstavuje obrovské zjednoduseni popisu mnoha jevi —
pokud ovsem dodrzime podminku z < 1 (V obr.9 mame pro srovnani
sedy ¢tverec £1rad a hnédy ¢tverec +10°.)

Ol-rajt saj-rajt! Pojdme se oddat této ldkavé aproximaci (viz10). Po-
kud tedy bude v < 1rad, mizeme vztahy (5) a (4) psat ve tvaru

11
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A

Ft sina =a proa <1 rad

0.5
(87

15 1 05 0 0.5 1 15 3
(0.52,|-0.5)
-0.5
F; = —mg-sina (piesné)

1 :J
F; = —mg -« (piiblizne)
|

Obr. 10: Pojdme linearizovat vratnou silu!

[ https://www.geogebra.org/m/q2xb2by7 ]

tedy

F,=—k-y; k:% pro o < 1rad (5)

4.1 Priblizny vztah pro periodu

MAKY

Nyni snadno odvodime ptiblizny vzorec pro tthlovou frekvenci a periodu
MAKY, pa¢ ho povazujeme za harmonicky oscilator (HOS), pro ktery

12
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plati obecny vztah

wHOS = \[ — (6)

kde k je konstanta umérnosti ve vztahu (2), tedy v nasem piipadé
k = 2. Po dosazeni do (6) dostavdme pro tihlovou frekvenci MAKY:

o g
WMAKY = z (7>
A vzhledem k tomu, ze w = 2% mame samolitr také vztah pro periodu:

) 14
TMAKY == 271'\/; (8>

Povsimneme si t¥i esencialnich vlastnosti vztahu (8), které na
zékladé mnoha pokust objevil jako prvni Galileo Galilei (1602). Krastné
je vSe zvobrazeno ve videu[].

1. Perioda nezavisi viibec na pocatecni vychylce («a,,) kyvadla.
Galileo si toho pry vsiml u lustru v chramu v Pise. Tomuto jevu
se Tika isochronismus. Hraje dtlezitou roli u kyvadlovych hodin.

2. Perioda nezavisi viibec na hmotnosti kulicky. To je analogické
Galileovu objevu, ze pii volném padu nezavisi zrychleni padaji-
cich téles na jejich hmotnosti.

3. Perioda zavisi na délce kyvadla. Cim vétsf je délka, tim dels je
perioda. Ale ve vztahu je délka pod odmocninou, takze napt. 4x
delsi kyvadlo nema 4x, ale jen 2x delsi periodu! Galileo prirov-
nava dvé kyvadla, kdy delsi ma i vétsi periodu, k planetam, kdy
planeta vzdalenéjsi od Slunce mé také delsi periodu.

13
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Jenom si pro vSechno na svété porad uvédomujme, Ze pracujeme
s pribliznou aproximaci (kdy jsme nahradili sinusoidu linearni funkei),
takze vztah pro periodu plati jen priblizné.

Jak uvidime pozdéji, ve skutecnosti perioda na pocatecni vychylce
oy, zavisi — a to tim vice, ¢im je pocatecni vychylka vétsi, takze vlast-
nost 1. plati opravdu jen priblizné. Galileo vSsak nemél sanci s tehdejsimi
experimentalnimi prostredky tuto zavislost odhalit.

Vlastnost 2. plati i pri velkych vychylkach, ale stejné jako u volného
padu musime pozadovat pohyb ve vakuu. (Ve vzduchu padaji ruznd
télesa s ruznym zrychlenim!)

Vlastnost 3. také plati i pri velkych vychylkéch.

4.2 Piiblizny vztah pro y(t),v(t),a(t) MAKY

Pac jsme zacali povazovat MAKY pro a < 1rad priblizné za HOS,
musi okamzité hodnoty obloukové vychylky, rychlosti i zrychleni byt
priblizné dany vztahy

Y(t) = ypm sin(wt + o)

V() = vy, cos(wWt + o) = Wy cos(wt + ¢p)

a(t) = —ay, sin(wt + o) = —w?ym sin(wt + @)
Pojdme vychylit kyvadlo v ¢ase t = 0 do krajni polohy y(0) = +y,.
Potom bude zfejmé pocatecni faze o = +75 (viz obr.11a). Pac plati

. ™ ™ .
sm(:c—i— 5) = COS X cos(a:—i— §> = —smx

dostavame vztahy

y(t) = ym coswt 9)
v(t) = —vpy sinwt = —wy,, sinwt (10)
a(t) = —ay, coswt = —w?y,, cos wt (11)

14
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Analogické vztahy plati i pro thlovou vychylku a(t), ihlovou rychlost
nerovnomérného pohybu po oblouku kruznice Q(t) (neplést s ihlovou
frekvenci w!) a pro thlové zrychleni e(t).

a(t) = oy, coswt (12)
Qt) = —way, sinwt (13)
e(t) = —w?a, coswt (14)

15
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la a = a,, coswt
Yy Y = Ym COSWT
I y +Quy, (+ym)
—Ym ‘,//
t
T T
2
O— Oy (_ym)

(a) (b)

Obr. 11: Priblizny priubéh okamzité vychylky MAKY.
Skutec¢ny prubéh mé vétsi periodu a neni to presnd sinusoida.
Viz dalsi kapitola.

[ https://www.geogebra.org/m/sje7bbtr ]

[ https://www.geogebra.org/m/kdhrvkwm ]

16
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oo
A . . | e . D)
Q Q=-—wa,sinwt € = —w ay, coswt
v - g a .
U= —WYmsinwt a = —w?y,, coswt
)
+Qm (+Um) 0+€m (+am)
t t
T T o >
2 1] T
2
)
7Qm (7’Um) ' —Em (_a’m)
(a) Uhlova a obvodova rychlost (b) Uhlové a obvodové zrychleni

Obr. 12: Pfiblizné prubéhy rychlosti a zrychleni MAKY
Skute¢ny pribéh mé vétsi periodu a neni to presna sinusoida.
Viz dalsi kapitola.

17
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Priklad 1: Rychlost kulicky v rovnovazné poloze

Urdi rychlost kulicky MAKY v rovnovazné poloze v zavislosti na
pocatecni thlové vichylce a,. Res:
1) obecné
a) pomoci vztahu (10)
b) pomoci ZZMECHEN
2) ¢iselné pro £ = 1m, g = 9,806 65 ms™2 a pro thly
a) oy, =5°

b) ay, = 45°
c) = 90°
\\\

Obr. 13

No tudlencto je fakt Bozi priklad! Lec gou onit!

18
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la) Je jasné, ze v rovnovazné poloze bude rychlost maximalni,
tedy dle vztahu (10) je v, = Wy, Sem dosadime

wi\/% & Ym=am L (ESJE FIR)

a dostéavame v,,, = o, - £ - \/g tedy

[ Umiam'\/g_f ] (a)

1b) Kulicka mé v krajni poloze (viz obr.13) pouze potencidlni
energii £, = mgh a ta se pfeméni na kinetickou energii v rovno-
vazné poloze E) = %mvfn, kde je potencialni energie nulova. Dle
ZZMECHEN plati

1
wgh = 5%@7271

Odtud mame
Um = /2gh

Dle obr. 13 je
h =10 —{cosa, ={(1—cosan)

Procez mame

Um = \/29((1 — cos ay,)

neboli

[ Um = V/2(1 — cos aum) - /gl J (b)

19
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Srovnani vztaha (a) a (b): Vztah (a) je pouze priblizny,
kdezto vztah (b) je presny (pokud odhlédneme od odporovych
sil).

Vztah (a) vznikl na zédkladé linedrni aproximace
sina,, = @, Ppro a,, < lrad

Snadno ukézeme, ze za této podminky prejde vztah (b) ve
vztah (a). Staci (b) vydélit dvéma a upravit:

Um \/2(1—cosam) /g

Upn 2(1—(:0304m

2 v
v 1—cosa

Um _  [27€OSAm /5
2 2 g

v o
2 gin = . \/al
5 = Sin— g

Pac ptredpokladdme, Ze o, < 1rad, potom jisté i %» < 1rad a

o Se i am . am.
muzeme pouzit sin 5* =

m;am \/_
Um:am'\/g_

coz je vskutku vztah (a)!

2) Tejkonc ¢iselné: Rovnou to frkneme do tabulky a uréime
téz relativni chybu priblizného vzorce:

Qp, 5° 45° 90°
Vm = Q- /G 0,2733 | 2,4595 | 4,9190
— /2(1 — cosam) - v/gl || 02732 | 2,3968 | 4,4287
Rel. chyba 0,03% | 2,6% | 11,1 %

20
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Kréstné je vidét, ze presnd rychlost (dle ZZMECHEN) je vzdy
trochu mensi nez rychlost dand pribliznym vzorcem. To dava
smysl, pa¢ tené slozka tihové sily (ktera je vratnou silou) brand
poctivé podle sinusoidy, je v krajnich polohach trochu mensi nez
linearizovana sila (viz obr.10).

Déle vidime, zZe s rostouci pocatecni vychylkou se chyba pri-
blizného vzorce prudce zvysuje.

5 Nelinearni aproximace

Vime, ze vratna sila kyvadla je dana vztahem

[ F, = —mgsina ]

a my ho krzeva vétsi presnost nechceme linearizovat vztahem

Fy, = —mga, ale zachovat tam ten sinus! Dle 2.Newtonova zakona plati
soucasné pro vratnou silu F; = am, procez dostavame am = —mgsin «
a po zkraceni hmotnosti
a=—gsina (15)
Déle vime, ze ,ES JE FIR“, tedy y = « - £ a derivovanim dostaneme:
y=a-/t
v=ac-/{
a=a-{
A srovnanim s (15) mame & - ¢ = —gsina, tedy
9 .
a+zsma—0 (16)

Toto je tedy presna rovnice popisujici pohyb MAKY. Problém je, zZe
na rozdil od linearizované rovnice &+ 9 -, ktera by popisovala dokonaly

21
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LY 4
APRA

270° Aihlové-vychylka
225°

135°

) _AEo
_90°
-135°
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se sinusoidou stejné periody

Ty

nelinedrni T = m

Obr. 14:

[ https://www.geogebra.org/m/yubtcme3 ]

harmonicky oscilator a jejimz fesenim by byly dokonalé sinusoidy (10)
az (14) a jednoduchy vzorec pro periodu 7' = 27T\/g , tak tato rovnice
nema jednoduché reseni a vztah pro periodu je o dost komplikova-
néjsi.

V zasadé muzeme Tici dvé podstatné véci:

1. Casovy pribéh okamzitych vychylek (obloukové y a tihlové «)
nebudou dokonalé sinusoidy!

2. Perioda kmitani bude vétsi nez v pripadé zjednoduseného li-
nearizovaného modelu. (Pac sila je v krajnich polohéch kvili si-
nusoidé trochu mensi, takze navrat do RP bude pomalejsi.)
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Tuto problématiku ndm mize naznacit ¢lanek na Wiki-pédii[3]. Pro nés
bude postatné, ze tu pitomou rovnici (16) umi vyresit numerickymi
methodami Geova Gebra a diky ni si mtizeme vykreslit naptiklad pri-
béh okamzité obvodové vejchylky a porovnat ho s dokonalou sinusoidou
linearizovaného modelu. Soucasné mizeme spocitat hodnotu periody
methodou aritmeticko-geometrického prameérull].

Toto vsecicko miizeme prozkoumat ve famtas-magorickém apletu v
GeoGebte. Cummez na obrazek 14, kde je také odkaz na aplet.

V horni ¢asti vlevo je kmitajici kulicka kyvadla.

o Cervené kyvadlo odpovida skuteénému pohybu (nelineédrni apro-
ximace)

o Zelené kyvadlo odpovidé linearizovanému modelu (linedrni apro-
ximace).

V horni ¢4sti vpravo jsou ¢asové prubéhy thlové vychylky «(t) pro
cervené a zelené kyvadlo.

Vidime, ze se cervené (redlné) kyvadlo opozduje za zelenym, pa¢ mé
vétsi periodu.

Ve spodni ¢asti apletu jsou ovladaci prvky. Zleva doprava:

o volba zobrazeni linearni a nelinearni aproximace

« vztahy pro periody linedarni a nelinedrni aproximace

« volby pocatecni ihlové vychylky .,

o volba pro srovnani nelinearni aproximace se sinusoidou — odchylka
cervencho priabéhu od modré sinusoidy se zacne projevovat vyraz-
néji az pro uhly «,, blizici se ke 180°.

e jezdec pro nastaveni casu

o tlacitka pro vynulovani casu a pro spusténi a vypnuti animace
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« hodnoty pouzité délky kyvadla a tihového ztychleni (pro 45° ze-
mépisné sitky).

Co 1ze pozorovat:

« Nastavme «,,, = 5°. Vidime, Ze mezi ¢ervenym a zelenym modelem
neni taktka rozdil.

Ty = 2,0064s T =2,0074s To=T

Cervené i zelené kyvadlo splyvaji, jejich pohyb je témét synchroni-
zovan, ¢asové priubéhy okamzité ihlové vychylky pro obé kyvadla
v podstaté splyvaji. Cervend kiivka je nerozeznatelna od sinusoidy
(je to vidét také kdyz zaskrtneme modré zaskrtavaci policko).

e Roste-li a,, nad hodnotu 5°, zac¢inaji byt rozdily mezi ¢evenym
a zelenym modelem ¢im dél tim vétsi. Perioda ¢erveného modelu
roste, kyvadla jsou ¢im dal tim vice rozsynchronizovana.

Neni-li thel a, jesté prilis velky, neni odchylka nelinedrniho mo-
delu o sinusového prubéhu (modré zaskrtavaci tlacitko) prilis pa-
trnd, ale pro hodnoty «,, blizici se k 180° je rozdil jiz velice mar-
kantni.

Je jasné, ze pro thly nad 90° by kulicka na provazku padala svisle

doltt — museli bychom vzit misto provazku néjakou tuhou tycku
(nulové hmostnosti).

e Pii oy, = 180° jsme kulicku na tyc¢ce umistili do labilni rovno-
vazné polohy — tam zistane a cervené kyvadlo nebude kmitat —
c¢ili perioda T" bude nekonecna.

Zelené kyvadlo si samoziejmé kmitd, jakoby se nechumelilo, s tou
svou nesmyslnou periodou 7y = 2,0064 s.
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Obr. 15:

[ https://www.geogebra.org/m/yubtcme3 ]
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Vypocet periody: Je vice zpusobt, jak urcit periodu nelinearniho
modelu. Jednim z nich je vyuziti aritmeticko-geometrického priumeéru
detailné popsana zde[l] a zde[2].

Vypocet aritmeticko-geometrického priuméru dvou Cisel p a g je re-
kurzivni proces, kdy na vstupu mame tato dvé ¢isla jakozto nulté ¢leny
dvou nezavislych posloupnosti a,, a g,, které jsou dany takto:

ag=p do = (¢
Qn + gn

Ap41 = 9 9n+1 = A/ Qn * gn
Tyto dvé posloupnosti rychle konverguji k témuz ¢islu (a,, je klesajici a
gn TOstouci ), které se nazyva aritmeticko-geometricky primeér a znaci
se AGM (p,q).

Muzeme si s tim pohrat v apletu v GeoGebre, kde lze nastavovat
rizné hodnoty p, g:

[ https://www.geogebra.org/m/nacqbfm?2 ]

Z teorie plyne, ze presna hodnota periody nelinearni aproximace kyvadla
je dana jednoduchym vztahem:

7 ¢
T = ; To =214 | — 17
AGM(Lcos%) " W\ﬁ "

Vidime, ze periodu linearizovaného modelu Ty délime A — G prumérem
cisel 1 a cos <.

Prvni iterace je

1 + cos <22 O,
a4 = ——— g = 1-c087
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2T
]_ + COS OZTm COS Qm

T1 (CL) =

Aproximace Ti(a) mé relativni chybu mensi nez 1 % pro thly do 96,11°.
Proto ji mizeme s klidem pouzit pro tucely laboratorniho cviceni, kdy
mérime tithové zrychleni pomoci kyvadla.

Druh4 iterace je

1 + cos %* + 2, /cos % B (1+\/cosa7m)2
4 N 4

4T,
TQ(CL) = 0 3 Tg(g) = ...
(1+ /cos %)

go = ...

A tak dale. Jesté si povSimnéme pripadu «,, = 180°. Zde Cos%n je

ziejmé 0 a tudiz

Ziejmé posloupnost g, jsou samé nuly a 7T),(g) samé nekonecna. A po-
sloupnost a, jde rychle k nule a tim padem T, (a) jde k nekonecnu. To
je v souladu s tim, ze pro a,, = 180° je kyvadlo v labilni rovnovazné
poloze a perioda musi byt nekonec¢na.

Jednotlivé iterace muzeme krastné naziit v tomto apletu:

[ https://www.geogebra.org/m/rddnawbp ]
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