Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada — Profesor Daniel Partal Garcia — www.danipartal.net

Asignatura: Matematicas 11 — 2°Bachillerato
Tema 8 — Determinantes : Problemas resueltos - 2 - existencia de inversa de una matriz en funcion del valor de su determinante

pagina 1/10

Problemas — Tema 8

Problemas resueltos - 2 - existencia de inversa de una
matriz en funcion del valor de su determinante

-1 0 1
1.Sea A=| 0 «a 0 . Calcular elrango de A en funcién del parametro real a
2 1 a’-1

Calculamos el determinante de la matriz.
|d|=—a(a’~1)—(2a)=—a’~a

Si el determinante es distinto de cero el rango de la matriz sera 3, ya que contara con tres vectores
linealmente independientes.

—a’—a=0 - —a(a’+1)=0 - a=0
Discusion de casos.

Si a#0 — rango(A)=3 — admite inversa

-1 0 1
Si a=0 - A= 0 0 0| — |0‘22|:‘
2 1 -1
menor de orden 2 no nulo — rango (A)=2 — no admite inversa

-1 1

5 _1‘:1—2:—17&0 — Existe al menos un
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2. Sea A una matriz cuadrada de orden 3 con elementos reales, tal que A =1 (siendo [ Ia
matriz identidad de orden 3). Prueba que la matriz A4 tiene inversa y dé dicha inversa

. . . -1 . . . . .
Unamatriz A tieneinversa A4,y esta es Unica, si se cumplen las siguientes relaciones:
-1 -1
A A=A-A4 =1

. . . . —1 . .
Se demuestra la existencia de la matriz inversa A si el determinante de A4 es no nulo. Y de las
condiciones del enunciado:

A*=] —» A-A=1 - |A-A|=|I|

El determinante del producto es el producto de los determinantes. Y el determinante de la matriz identidad
es igual a la unidad

[4-Al=]1] - |Al]4l=1 - (j4]f=1 — [4==1%0

. . . P -1
Al ser el determinante no nulo, se demuestra la existencia de la matriz inversa A y su valor es
-1 . .
A =A yaquelapropiamatriz A cumple A-A=1
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3. Determina, aplicando determinantes, para qué valores de a no existe inversa.

1 a -1 1 0 —1 4 a 4
a) A=[a a 3 b) B=|a 1 a c) C=|0 a 3
4 1 —a 4 1 -1 a a 1

a) |dl=—d’+12a—a—(—4a+3-a’)=a’—a"+15a—3
Para que no exista inversa —» |4|=0 — a&’—a’+15a—3=0

Cuyas soluciones no son obvias de obtener por Ruffini. Podemos aplicar Bolzano para obtener un intervalo
que contenga a las soluciones (que seran tres como maximo, al ser polinomio de grado tres), o bien estimar
las soluciones con un programa de representacion grafica.

—500 |

= 1000 |

Solucién aproximada: a=0.2

b) |B|=—1+0—a—(—4+a)=3-2a

3
B:O = —
Bl=0 ~ a=3

¢) |Cl=4a+3a°+0—(4a°+12a+0)=—a’—8a

IC]=0 - —4’-8a=0 — a(a+8)=0 - a=0
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-2 =2 0 X
4. Considera A=[-2 1 0 y X=|y
0 0o -2 z

a) Determina los valores de A para los que la matriz A +A [ no tiene inversa ( / es la matriz
identidad).

b) Resuelve 4 X=-3 X .Determina, si existe, alguna solucién con x=1

a) Operamos matricialmente.

-2 =2 0 A0 0} [—2+0 =2 0
A+hI={-2 1 0 0O A O =2 1+A 0
0O 0 -=2/10 0 A 0 0 —-2+A

Una matriz admite inversa si y solo si su determinante es distinto de cero. Por lo tanto:
|[A4+NI|=(=240) (14+0)(=2+41)—4 (=2 +))

Sacamos factor comun e igualamos a cero.
(=240)[(1T40)(—24n)—4]=0

En un producto igualado a cero, al menos uno de los términos debe anularse. Es decir:

(=241)=0 — r=2
[(140)(=240)—4]=0 > A’—A—6=0 — A=—-2 , A=3

En conclusién. Existe inversa siempre y cuando se cumplaque A#—2 |, A#2 y A#3

b) Operamos e igualamos.

-2 =2 0| (x| [—2x—2y x| [—3x

AX=|- 1 0 |{yl=| —2x+y | » —3X=-3(y|=|-3y

0 0 -2/ \z -2z z -3z
—2x—2y —3x
—2x+y |53y
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Dos matrices son iguales si sus coeficientes son iguales, por lo que obtenemos un sistema 3x3.

—2x—2y=-3x
—2x+y=-3y  — Delatercera ecuacion — z=0
—2z=-3z

De las dos primeras ecuaciones:

x—2y=0
—2x+4y=0

La segunda ecuacion es (-2) veces la primera, por lo que podemos obviarla.

x—2y=0 — x=2y — Una incognita sera un parametro libre. Por ejemplo: y=0o . De esta
forma, tenemos un sistema compatible indeterminado con un parametro libre. Sus infinitas soluciones son:

=1
x=2a o 1
y=a  —S a=5 — yZE — solucion general con x=1
=0
z z=0
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kO—l)

1 0
5. Sean las matrices A=(2 k| y B=
01 1 1 2

a) Estudia, en funcion de los valores reales de k , silamatriz B-A tiene inversa. Calculala, si es
posible, para k=1

b) Estudia, en funcién de los valores reales de % ,silamatriz 4-B tiene inversa.

B-A= - -
a) 11 2 2k

01 3 k+2

Si el determinante es distinto de cero, la matriz admite inversa. Aplicamos Sarrus:

B-A=k(k+2)8B3=k+2k+3 , |B-4=0 — k’+2k4+3=0 — No existe solucién real — La
matriz admite inversa, independientemente del valor de &

k0—1)10(k 1

3 3

Aplicamos método directo para obtener la inversa.

e h

Resultando un sistema 4x4.

si k=1 — B-A:(1 _1)

c=1
6;’:0 — a=1/2 , b=1/6 , ¢c=—1/2 , d=1/6
3

1 0 k0 —1
by A-B=|2 &k (’1‘ (1) _21)= 3k k 2k-2
0 1 1 1 2

Aplicamos Sarrus para obtener el determinante:
|4-Bl=2k*+0-3 k—(—k+0+k (2k—2))=2k" =3 k+k—2k’ 2 k=0

Como el determinante es nula, nunca existira la inversa independientemente del valor de &
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t 2t 2 1 -3
6. Considere laigualdad A-M =B ,donde A=|—1 ¢ 1|y B=| 0 1
-1 1 1 -2

a) ¢ Cuantas filas y columnas debe tener la matriz M?
b) ¢Para qué valores de ¢ eslamatriz A invertible?

c) Paraelcaso t=—1 ,despeje la matriz M en funcion de las matrices Ay B y calcule su valor.
a) Si A es una matriz 3x3 y B es una matriz 3x2, la matriz M debera ser 3x2.

b) Si el determinante de la matriz A es diferente de cero, la matriz admitira inversa. Aplicamos la regla de
Sarrus:

|A="—2t—2—(=2t+1-2t)=F+1-2
14=0 — =1, (=2

Por lo tanto, la matriz A es invertible siy solo si  #{—2,1}

c)Para t=—1 existelainversadeA— M=A"'B

La matriz inversa de A resulta (puedes usar la web www.matrixcalc.org/es para calcularla, ya sea por
Gauss-Jordan o por adjuntos):

=20 1 -5
A7'=l0 —1/2 1/2] » M=4"B - M=|-1 1/2
1 =3/2 1/2 0 -7/2
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2 1 0 -1 0 1 0O 1 0
7. Dadas las matrices A=|—1 0 0 , B=|2 =1 0| ,C=[{0 3 0
1 2 -1 1 0 0 -1 0 -1

a) ¢Tiene inversa la matriz 2/,+B ? Razona la respuesta. La matriz [/, es la matriz identidad de
orden 3.

b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica 2 X+C=4A—X ‘B

a) 2[+B= —  |27+B|=2+0+0—(1+0+0)=1#0 — Existe inversa por ser el

—_ N —

0
1
0

\S B e i

determinante no nulo.

b) 2X+HC=4-X-B —» 2X+XB=4-C —» X-2I+XB=4A-C —
X(2I+B)=A—C — Aplicamos inversade 2/+B ,ya que del apartado a) sabemos que existe.

X=(4-C)-(2 I—i—B)_1 — usa www.matrixcalc.org/es para comprobar resultados:

2 0 -1
(271+B)'=|-4 1 2
-1 0 1
2 1 -1
X=|-10 1 5
-7 2 3


http://www.danipartal.net/
http://www.matrixcalc.org/es

Colegio Marista “La Inmaculada” de Granada — Profesor Daniel Partal Garcia — www.danipartal.net

Asignatura: Matematicas 11 — 2°Bachillerato

Tema 8 — Determinantes : Problemas resueltos - 2 - existencia de inversa de una matriz en funcion del valor de su determinante
pagina 9/10

8. Considera las matrices cuadradas de orden 2 de la forma: M=| -1 ,con X e )

2
y 4+ ox
numeros reales.

a) Comprueba que la matriz M es siempre invertible, independientemente de los valores de x e
y

b)Para x=1 e y=—1 ,calcule M '

a) Una matriz es invertible (admite inversa) si su determinante es distinto de cero.
2, .2
IM|=x"+y’+1
Como los valores x e y son numeros reales, sus cuadrados nunca seran nulos. Por lo que la expresion

x’+y°+1 es estrictamente positiva — |[M|#0 — Existe inversa independientemente del valor de
X ey

b) M=(1 _1)
2 1

Empleo método directo para sacar la inversa:

wowrt=r = (3 e Y

Operando, llegamos a un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro incognitas:

a—c=1
2b _+d:OO — De la segunda ecuacién b=d — Llevamos este resultado a la cuarta ecuacion:
a+c=
2b+d =1
2b+b=1 — b=t  a=1
3 3
. . . . a—c=1 _ 1 _ -2
De las ecuaciones primera y tercera obtenemos un sistema 2x2: a= , C=——
2a+c=0 3 3
11
. ] -1 [ 3 3
La matriz inversa queda: M = ) 1
3 3
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9. Calcule los valores del parametro ¢ para los la siguiente matriz no es regular:

—t t+l —t+l
A=|1 0 —t+1
2 —t—1 1

Una matriz es regular si admite inversa.
No es regular si no admite inversa. Y una matriz cuadrada no admite inversa si su determinante es cero.

Aplicamos Sarrus e igualamos a cero.

|A=0+H¢+1)(—t+1)-2=(t+1) (=t +1)—=(0H ¢ +1)+£(£+1)(—2+1))
|A=(t+1)(—t+1)— (¢ +1)—£ (£ +1)(—2+1)

Sacamos factor comun:

|Al=(t41) (=141 = 1=t (=t +1))= (¢t +1) (=t + =)= (¢ +1) (> =2¢)=¢ (¢ +1) (1 = 2)
|4=0 - =0 , t=—1 , t=2

Por lo tanto, no existe inversasi (=0 , t=—1 obien =2
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