Die Neuerungen im Lehrplan und im Abitur

Modul 5 * * 3

Berechnen von inversen Matrizen

Didaktische Hinweise

Mit der folgenden Station werden verschiedene Aufgabenformate zum Berechnen von
Inversen Matrizen vorgestellt. Durch den Wegfall des Graphischen Taschenrechners
mussen die Schilerinnen und Schiler in der Lage sein, Matrizen von Hand zu invertie-
ren. Das aufwandige und fehleranfallige Rechenverfahren wird aber aller Voraussicht
nach in Prifungen auf einfache Falle oder auf Teilschritte beschrankt sein.

Die vorgestellten Beispiele sind nur ein paar mégliche Variationen des Themas und erhe-
ben keinen Anspruch auf Vollstéandigkeit. Ebenso wenig ist es mdglich, Aussagen uber
kinftige Prifungsaufgaben zu machen.

Im Lehrplan steht allerdings in Bezug auf die Rechenoperationen mit Matrizen der aus-
drickliche Hinweis: ,, Im Mittelpunkt stehen Modellierungsprozesse und nicht aufwandige
Berechnungen."

Mit den folgenden Beispielen wird nicht nur die Kompetenz, das Berechnungsverfahren
zu beherrschen, sondern auch die Kompetenzen zu beschreiben, zu erkléren und zu ar-
gumentieren geférdert.
Ziele
Die Schulerinnen und Schiler ...
wenden das Verfahren zur Invertierung auf einfache Matrizen an.
kdnnen die Schritte zur Invertierung von Matrizen nachvollziehen und erklaren.
erkennen die Reihenfolge der Rechenschritte zum Invertieren einer Matrix.
berechnen einzelne Elemente einer inversen Matrix
bestimmen Elemente der inversen Matrix durch Ausmultiplizieren

Uberprifen, ob zwei Matrizen zueinander invers sind.

Ubersicht der Materialien
e 2 Dominos (Rechnung und Kommentar)

e Aufgabenblatt: Kommentierte Berechnungen ,vorwarts" und ,rickwarts"
mit Lésungen

e Aufgabenblatt: Pfad-Finden
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Aufgabe 1: ,Riickwarts"-Aufgabe mit inversen Matrizen

Erganzen Sie Kommentare zu folgenden Lésungswegen:

2 1 3 2 0 -1
a) Gegeben sind die Matrix A=|0 2 a| und B=|-12 c 8.

3 b 6 3 05 -2
Bestimmen Sie a, b und ¢, sodass A:-B = E.
Kommentare Lésungsweg
(cij) = A-B
cci1=-24+3a=0 < a=8

1=24-12b=0 < b=2
ce=c+15=0 < ¢c=-1,5

2 13 2 0 -1
A-B=|0 2 8|-|-12 -1,5 8

3 26 3 0,5 -2

0-24+24 0-3+4 0+16-16
6-24+18 0-3+3 -3+16-12

100
=10 1 0
0 01

(4—12+9 0-1,5+1,5 —2+8—6J

2 1 3
b) Gegeben ist die Matrix A=|{0 2 a

3 06
Fir welche Werte von a ist A invertierbar?
21 3] 100
0 2 al 01 0| &
3 06| 001
2 1 3 1 0O
0O 2 a 0 1 0| &
0O -3 3| -3 02
2 1 3 1 0O
0 2 a 0 1 0| &
O 0 3a¢+6| -6 3 4
3a+6=0 < a=-2
Fir a = —2 ist A nicht invertierbar.
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Aufgabe 2: ,Vorwarts"-Aufgabe mit inversen Matrizen
Losen Sie die Aufgaben entsprechend der Kommentare.

0,2 0,4
0,8 0,6)°

Wie viele Lésungen hat die Gleichung A-x = x?
Geben Sie im Falle der Losbarkeit eine Loésung an.

a) Gegeben ist die Matrix A :(

Hinweise:

e Auf beiden Seiten der Gleichung
X subtrahieren.

e x ausklammern und dabei auf
die Reihenfolge achten!

e Die Matrix berechnen, die beim
Ausklammern in der Klammer
entstanden ist.

e Anhand der besonderen Form
der Matrix (oder anhand des
GauB-Verfahrens) begrinden,
dass es unendlich viele Lésun-
gen gibt.

e Eine (oder samtliche) L6-
sung(en) bestimmen.

b) Gegeben ist die Matrix A = (0’2 0, 4).

0,8 0,6

Wie viele Lésungen hat die Gleichung A-X = X?
Welche Dimension kann X haben?

Geben Sie im Falle der Loésbarkeit eine Lésung an.

Hinweise:

e Aus dem Ergebnis von a)
schlieBen und begriinden, dass
die Gleichung unendlich viele
Lésungen hat.

e Die Dimension von X muss so
sein, dass das Produkt A-X ge-
bildet werden kann.

e Jede Spalte von X ist einer der
unendlich vielen Lésungen von
der Gleichung aus a).

e Sie machen die Probe mit Ihrem
Lésungsvorschlag.
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Losungsvorschlag zur ,Riickwarts™-Aufgabe mit inversen Matrizen
Erganzen Sie Kommentare zu folgenden Lésungswegen:

3 b 6 3 05 -2
Bestimmen Sie a, b und ¢, sodass A:-B = E.

2 1 3 2 0 -1
a) Gegeben sind die Matrix A=|0 2 a| und B=|-12 c 8.

Kommentare LOsungsweg
(cij) = A-B

I
(00}

cc1=-24+3a=0 < a
;1=24-12b=0 < b=2
ce=c+15=0 < ¢c=-1,5

2 13 2 0 -1
A-B=|0 2 8|-|-12 -1,5 8

3 26 3 0,5 -2

0-24+24 0-3+4 0+16-16
6-24+18 0-3+3 -3+16-12

100
=10 1 0
0 01

(4—12+9 0-1,5+1,5 —2+8—6J

2 1 3
b) Gegeben ist die Matrix A=|{0 2 a

3 06
Fir welche Werte von a ist A invertierbar?

213|100

0 2 al 01 0| &

3 06| 001

2 1 3 1 0O

0O 2 a 0 1 0| &

0O -3 3| -3 02

2 1 3 1 0O

0 2 a 0 1 0| &
O 0 3a¢+6| -6 3 4
3a+6=0 < a=-2

Fir a € R\{—2} ist A invertierbar.
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Loésungsvorschlag zur ,Vorwarts"-Aufgabe mit inversen Matrizen
Losen Sie die Aufgaben entsprechend der Kommentare.

0,2 0,4
0,8 0,6)

Wie viele Lésungen hat die Gleichung A-x = x?
Geben Sie im Falle der Losbarkeit eine Loésung an.

c) Gegeben ist die Matrix A :(

Hinweise:

e Auf beiden Seiten der Gleichung
X subtrahieren.

e x ausklammern und dabei auf
die Reihenfolge achten!

e Die Matrix berechnen, die beim
Ausklammern in der Klammer
entstanden ist.

e Anhand der besonderen Form
der Matrix (oder anhand des
GauB-Verfahrens) begriinden,
dass es unendlich viele Lésun-
gen gibt.

e Eine (oder samtliche) L6-
sung(en) bestimmen.

d) Gegeben ist die Matrix A = (0’2 0, 4).

0,8 0,6

Wie viele Lésungen hat die Gleichung A-X = X?
Welche Dimension kann X haben?

Geben Sie im Falle der Losbarkeit eine Lésung an.

Hinweise:

e Aus dem Ergebnis von a)
schlieBen und begriinden, dass
die Gleichung unendlich viele
Lésungen hat.

e Die Dimension von X muss so
sein, dass das Produkt A-X ge-
bildet werden kann.

e Jede Spalte von X ist einer der
unendlich vielen Lésungen von
der Gleichung aus a).

e Sie machen die Probe mit Ihrem
Lésungsvorschlag.
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Aufgabe 3: , Liicken™-Aufgabe mit inversen Matrizen
Erganzen Sie in folgenden Berechnungen die fehlenden Werte.

2 3 1
a) Gegeben ist die Matrix A=|{0 -2 -1|. Berechnen Sie die Matrix A™%.
4 3 1
Berechnung Kommentar
2 3 1,1 0 O 2 3 1,1 0 O
0 -2 -1 < |0 -2 -1
4 3 1 0 -3 -1
2 3 1,1 0 O
< |0 -2 -1
O 0 1
2 30
< |0 -2 0 ... ... ..
0O 0 1] 4 -3 2
4 00
< |0 -2 0] ... ..
0O 0 1] 4 -3 2
100
<~ |0 1 0| ... ..
00 1 4 -3 2
-0,5
Al = 1 ..
2
1 3 -1
b) Gegeben ist die Matrix B=|2 4 -1|. Berechnen Sie die Matrix B™1.
4 9 -2
Berechnung Kommentar
13 -1 100 1 3 -1 100
2 4 -1 010 “ -2 10
4 9 -2, 001 0 01
1 3 -1 100
> -2 10
-4 0 1
1 3 -1 100
> -4 0 1
-2 10
1 3 -1 1 00
< -4 0 1
-2 -3 2
1 3 -1 1 0 O
© 0 6 -3
-2 -3 2
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 3: , Liicken"-Aufgabe mit inversen Matrizen
Erganzen Sie in folgenden Berechnungen die fehlenden Werte.

2 3 1
a) Gegeben ist die Matrix A=|{0 -2 -1|. Berechnen Sie die Matrix A™%.
4 3 1
Berechnung Kommentar
2 3 11100 2 3 1 100
0o -2 -1 < |0 -2 -1
4 3 1 0O -3 -1
2 3 1 1 00
< |0 -2 -1
0O 0 1
2 30
< (0 -2 0
O 01 4 -3 2
4 00
< (0 -2 0
0O 0 1] 4 -3 2
100
< (010
001 -4 -3 2
-0,5
Al = 1
2
1 3 -1
b) Gegeben ist die Matrix B=|2 4 -1|. Berechnen Sie die Matrix B™1.
4 9 -2
Berechnung Kommentar
13 -1 100 1 3 -1 100
2 4 -1 010 -2 10
4 9 -2, 001 0 01
1 3 -1 100
-2 10
-4 0 1
1 3 -1 100
-4 0 1
-2 10
1 3 -1 1 00
-4 0
-2 -3 2
1 3 -1 1 0 O
0 6 -3
-2 -3
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0 01
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001

-1

B! = -2

-2
-1

-2

-2

-3
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Aufgabe 4: Argumentieren
A und B sind zwei beliebige invertierbare 2x2-Matrizen.

a) Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch? Begriinden Sie!

richtig falsch

Die Summe A + B ist immer invertierbar.
Das skalare Produkt c-A ist immer invertierbar.
Die transponierte Matrix AT ist immer invertierbar.

Das Produkt A-B ist immer invertierbar

b) Zeigen Sie am Beispiel der beiden Matrizen A = @ gj und B = G _;j:

(A-B)t=8B1 At

c) Schreiben Sie zu folgendem Beweis einen Kommentar:
Behauptung Kommentar

Flr zwei invertierbare Matrizen A und B gilt
(A-B)"t=B1.-A1%

Voraussetzung

A und B sind invertierbar.
A, A~%, B und B! sind nicht die Nullmatrix.

Beweis

.B)-(A-B)t=FE
AL(A-B)(A-B)l=A"1
(A"1A)-B:(A-B)t=A"1
B-(A-B)!=A"!
B~1-(B-(A - B)™!) = B-lA"t
(B"1-B)-(A - B)™! = B1A"!
(A-B)™!=B1A!

=

g0 ¢ 00 0O
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 4: Argumentieren
A und B sind zwei beliebige invertierbare 2x2-Matrizen.

a) Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch? Begriinden Sie!

richtig falsch

Die Summe A + B ist immer invertierbar.

Das skalare Produkt c-A ist immer invertierbar.

Die transponierte Matrix AT ist immer invertierbar.

Das Produkt A-B ist immer invertierbar

b) Zeigen Sie am Beispiel der beiden Matrizen A = @ gj und B = @ :;)

(A-B)yl=B"1 At

c) Schreiben Sie zu folgendem Beweis einen Kommentar:
Behauptung Kommentar

Flr zwei invertierbare Matrizen A und B gilt
(A-B)yt=B1-A1

Voraussetzung

A und B sind invertierbar.
A, A~!, B und B! sind nicht die Nullmatrix.

ALA=E B *B=Eund (A-B)-(A-B)'=E
Beweis

(A-B)(A-B)'1=E

& ALA-B)A-B)yl=A1
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g ¢ 0 00

(A"LA)-B-(A-B)t = A}
B-(A-B)t=A"!
B~1-(B:(A - B)™) = B~l1A1
(B~1-B)-(A - B)™! = B4t
(A-B)t=pB1A"1




