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1.1. DELENI ZVUKU

Yoo
1.1 Déleni zvuku

http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/186-zakladni-deleni-zvuku

1. Hluky (Sumy, praskéani, skiipédni, ...) — grafem zévislosti intenzity
(hlasitosti) na ¢ase neni periodicka funkce (viz obr. 1.1) (patii
sem samohldsky)

2. Tény (hudebni zvuky) — grafem zavislosti intenzity (hlasitosti)
zvuku na case je periodicka funkce

(a) Tény jednoduché — maji harmonicky priubéh, tj. grafem
zévislosti intenzity (hlasitosti) zvuku na ¢ase je funkce sinus.
viz https://ggbm.at/mfgtcpsu

(b) Tény slozené — jejich pribeéh je periodicky, ale uz se nejednd
0 sinusoidu.

Obrazek 1.1: Hluk


http://fyzika.jreichl.com/main.article/view/186-zakladni-deleni-zvuku
https://ggbm.at/mfgtcpsu
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Obrézek 1.2: Jednoduchy ton
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Obrazek 1.3: Slozeny tén

1.2 Jednoduchy a slozeny ton

Jednoduchy toén. Je fyzikalné tvoren jedinou sinusouidou o urcité
frekvenci. Napiiklad ladicka kmitajici s frekvenci f = 440Hz vytvari
jednoduchy ton. Také nékteré flétny pry produkuji jednoduché tény.

Jednoduchy ton si muzeme snadno vyrobit sami pomoci PC nebo
mobilu. (http://www.szynalski.com/tone-generator/) Jednoduchy tén
nema zadnou barvu a zni plosSe.

Slozeny ton (patii sem souhldsky) Vétsina hudebnich nastroji vsak vy-
dava tony, které jsou slozené z vice sinusoid rtiznych frekvenci. Nejnizsi
z nich udava vysku ténu a miva nejvétsi amplitudu. Ostatni frekvence
maji amplitudy mensi a vytvareji barvu ténu.

Také  slozené  tény si mizeme  vyprodukovat  snadno
i bez  hudebniho  nastroje na  PC ¢i v mobilu.
(https://meettechniek.info/additional /additive-synthesis.html)

Nejlépe 1ze podstatu vzniku slozeného ténu vysvétlit na struné.


http://www.szynalski.com/tone-generator/
https://meettechniek.info/additional/additive-synthesis.html

1.2. JEDNODUCHY A SLOZENY TON
Yoo
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2.1. FREKVENCE (PODNET P) A VYSKA TONU (VJEM V)
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2.1 Frekvence (podnét p) a vyska ténu
(vjem v)

Vezméme néjaky frekvencni generator® a poslechnéme si, jak zni
nékolik frekvenci. Popisme, co vnimé nase ucho!

“Tfeba tento: http://www.szynalski.com/tone-generator/

Zavér 1: Ucho vnima jednotlivé tény v razné vysce
Zavér 2: Cim vétsi je frekvence téonu f, tim vétsi je vyska
tonu v, kterou vnima nase ucho.

Clovéku se zda, jako kdyby tén o frekvenci f; sedél na jistém stupni
zebriku, ton f; na vyssim stupni a tén f3 na jesté vyssim stupni atd.
Nas pomyslny zebrik se sklada ze stupni, na které stoupam, kdyz po
ném lezu nahoru, takze bych mu mohl fikat , stupnice®. V hudbé se
pojem stupnice! vskutku pouziva pro tény s rostouci vyskou, a tedy
s rostouci frekvenci.

Definice 1: Vyska ténu

Vyska ténu v (anglicky pitch) je subjektivni vlastnost ténd,
ktera umoznuje jejich usporadani do rady podle objektivnich frek-
venci f.

Maji-li dva tony riznou frekvenci, potom tén s vyssi frekvenci ma
vyssi vysku.

fi>fa=v1 >0 (2.1)

litalsky scala = stupnice, Zebiik, mé&fitko. Odtud éeské méritko = skila.


http://www.szynalski.com/tone-generator/
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Vztah 2.1 znamend, ze zavislost v na f je funkce rostouci (o jakou
funkci se jednd, to zjistime v dalsi kapitole). Kazda rostouci posloupnost
je ale prosta, takze plati:

fi=fh=u=uv (2.2)

Samoziejmeé plati i obracend implikace, jinak by neslo o funkci, takze
plati ekvivalence:

Véta 1: Rovnost frekvenci a vysek

Dvéma stejnym frekvencim odpovidaji stejné vysky a naopak.

[ fi=fheu=uv ] (2.3)

Méame tedy dvé veliciny: vysku v a frekvenci f. Vyska ténu je
dana frekvenci (vztahy 2.1, 2.3), ale neni s ni ekvivalentni.

Je potieba si uvédomit, ze frekvence je objektivni fyzikalni veli¢ina
(podnét), kdezto vyska tonu je subjektivni veli¢ina (vjem). Zatimco
frekvenci 1ze objektivné mérit fyzikalnim pristrojem, vyska je subjek-
tivni vnimani zvukového vinéni konkrétni osobou, které primo meérit
mozné neni. To vSak neznamend, ze se vétsina lidi neshodne, jaky ton
je vyssi nebo nizsi.

Frekvence mé jakozto fyzikalni veli¢ina jednotku (Hertz), kdezto
vyska ténu jakozto subjektivni veli¢ina jednotku nema — vyjasnime
pozdéji.

Vyska ténu je tedy pojem spadajici do oblasti psychoakustiky?,
ktera je podoborem psychofyziky?.

2 Psychoakustika je védni odbor, ktery se zabyva vyzkumem vniméan{ zvuku. Pfes-
néji studiem a vyzkumem fyziologickych a psychologickych reakei na zvukové pod-
néty, jako je fe¢ a hudba. Psychoakustika je jednim z podoboru psychofyziky.

3 Psychofyzika je exaktni véda o funkénich vztazich mezi télem a dusi se snahou
vystihnout fyzikalnimi zakony psychické déje. Zaméruje se na zkoumani pocitki,

7
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2.2 Zavislost vysky tonu na frekvenct

Vime, ze roste-li frekvence, roste i vyska. Nyni nas bude zajimat, jaka
je presné zavislost vysky v (vjemu) na frekvenci f (podnétu).

2.2.1 Fechner poprvé tutoci!
Hypotéza 1:

Nejjednodussi, co nas napadne je, Ze je to zavislost linearni.

Zkusime tuto hypotézu prozkoumat a ovérit pokusem. Vime, Ze nej-
nizsi frekvence, kterou lidské ucho muize vnimat, je priblizné 16 Hz. Této
hodnoté bychom méli tedy ptiradit nulovou vysku (v(16) = 0). Potom
by zévislost v na f méla vypadat néjak tak, jak je to na obrazku 2.1 —
tedy grafem by méla byt primka.

Diisledek by byl tento: pokud bychom vzali dvé frekvence f; < fa,
odpovidaly by jim vysky v; < wvy. Kdyz bychom frekvence zvétsili o
stejné hodnoty Af; = Afy, musely by se kviili linearité zvetSit i vysky
o stejné hodnoty Av; = Awy (obr. 2.1). Nase hypotéza je tedy tato:

Zvysime-li frekvence o stejnou hodnotu, zvysi se i vysky o stej-
nou hodnotu a naopak?

Af = Afy & Avy = Av,

které jsou v jejim chapani charakterizovany obsahem, intenzitou a dobou trvani.
Ustiednim tématem psychofyziky je problém mysli a téla. Predstavitelem tohoto
sméru byl Gustav Fechner, ktery se zaméroval na zkoumani vztahu mezi psychickym
a fyzickym svétem. Velky vyznam pro toto védecké badani ma jeho kniha Zéklady
psychofyziky. Zasluhou psychofyziky pronikaly do psychologie pfesnéjsi laboratorni
metody. Termin psychofyzika zavedl 1ékar a psycholog Ernst Heinrich Weber.(Zdroj:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Psychofyzika)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Psychofyzika
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vy :
. Afi — Afy f
0 16 Hz fi fi fo £

Obrézek 2.1: Zavisi v na f linearné?

Vidime, jde o vztah obdobny vztahu 2.3. Hypotézu snadno ovérime
nasledujicim pokusem, kdy vezmeme frekvence f; = 100Hz, f, =

1000Hz a Af; = Afy = 10 Hz.

Pokus 2: Prozkoumani hypotézy 1

https://youtu.be/nzZ8kSsLin0

Slyseli jsme, ze vyskovy odstup mezi tény s frekvencemi 1000 Hz
a 1010 Hz vnimame jako mnohem mensi nez mezi frekvencemi
100Hz a 110 Hz! No to je skandal! Nase hypotéza se nepotvrdila
a ucho tedy nevnima vysky linearné.

Frekvenci fo = 1000 Hz nestaci tedy zvysit o stejnou hodnotu jako
f1 (tedy o 10 Hz) — musime ji zvysit vic!



https://youtu.be/nzZ8kSsLin0
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Yoo

Hypotéza 2:

Tak co nas napadne ted? Predtim jsme nechali obé frekvence prirust
o stejnou hodnotu 10Hz. Co kdybychom je nechali pfirtst o stejna
procenta? Prirustek prvni frekvence byl 10 Hz, coZ je 10% ze 100 Hz,
takze prirustek druhé frekvence by musel byt 10% z 1000 Hz, coz je
100 Hz.

Obecné tedy chceme

AR 1009 = 282 100%
A fa
To je ale totéz jako
AR _ A
hi f2

Ciliz pozadujeme rovnost relativnich p¥irtistki (to je néco jako rela-
tivni chyba).
Nase hypotéza tedy je:

Hypotéza 2: Procenta

Zvysime-li frekvence o stejnou procentudlni hodnotu, zvysi se i
vysky o stejnou hodnotu a naopak?

Afi  Afy

= = Av; = Av
i f P

Hypotézu ovérime nasledujicim pokusem, kdy vezmeme frekvence
fi =100Hz, f, = 1000Hz a Af; = 10Hz, A f, = 100 Hz.

Pokus 3: Prozkouméani hypotézy 2

https://youtu.be/13VTUmu9ksE

10
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Hura! Hypotéza se potvrdila.

Véta 2: Fechneriv zakon pro vnimani vysky zvuku —

(Formulace 1)

Zvysime-li frekvence o stejnou procentudlni hodnotu, zvysi se i
vysky o stejnou hodnotu a naopak.

Neboli:

Stejnym relativnim priristkum frekvenci odpovidaji i stejné ab-
solutni prirustky vysek.

Af_Af

fl f2 AUl AUQ (24)

2.2.2 Fechner ttoci podruhé!
A A
Stejné jako f # v * | tak také Tf # Av! Jaky je vztah mezi Tf a Av

uvidime pozdéji °

No a tedkonc vztah 2.4 jesté trochu upravime. Pac¢ dle obr. 2.1 plati:
Afv=fi—fi a Afy=fo— [

dostavame

4Pozdéji odvodime v =k - ln =

if

5Pozdéji odvodime Av =k -

11
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e
AR AR
i f
fi—fH  fo—f
i
oy
fi fa
fi_f
fi

A ted bacha! Ptijde krasl-point, jak se fika u nas v Cernych Vodéra-
dech. Zavedeme novy pojem, ktery je zcela zasadni - hudebni interval.

Akorath tu zasejc budeme mit tu dualitu fyzikdlni podnét — subjektioni
vjem.

Esizeva slySime dva ruzné vysoké tény o vyskach v > v a o frek-
vencich f’ > f, potom

o subjektivné vnimame, ze je mezi nimi néjaky vysSkovy odstup,
ktery je vyjadren subjektivni velic¢inou Awv:

Av=v—1
e Objektivné je dle 2.5 tento vyskovy odstup dan objektivnim
pomérem frekvenci

f/

f

/ /
Neznamend to, ze = = Awv! Jaky je vztah mezi = a Av od-

vodime uZ za chvilku ¢. Tedkonc se akordt pojdme dohodnout, Ze

! !/

GAv:k-lnL resp. Av = log f—
f 2 f

12
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Yoo

zatneme pouzivat pojem interval mezi dvéma tény a budeme
tim myslet jednak subjektivné vnimany odstup mezi vyskami obou
tont a dvojak objektivni pomér fyzikalnich frekvenci téchto dvou téni.

Definice 2: Hudebni interval

e Subjektivné: Interval mezi dvéma tény o vyskach v > v je
vnimand vzdéalenost mezi vyskami téchto tént: Av = v —w.

e Objektivné: Interval mezi dvéma  tény o
frekvencich f’ > f je pomér jejich frekvenci: fT

Proc¢ez muzeme vyse vyslovenou vétu 2.2.1 formulovat dalsim
zpusobem, ty vé!

Véta 3: Fechnertiv zdkon pro vnimani vysky zvuku —

(Formulace 2)

Dva subjektivné vnimané hudebni intervaly jsou stejné, prave
kdyz jsou stejné poméry jim odpovidajicich frekvenci.

' '
ﬁ — & & Avy = Avy (25)

o f
Priklad 1

Jsou dany dva tony o frekvencich f; = 250Hz a fo = 375 Hz. Jaky

je mezi témito tony interval?

Vime, ze interval neni dan rozdilem, ale podilem frekvenci.
375 3

f_E 8
i 250 2

13
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e

Mezi tony je interval® %

“Poznamka: Nyni jsme urcili interval objektivné jako pomér frekvenci.
Pozdéji uvidime, Ze je mozné ho urcit i subjektivné (tak, jak ho vnima nase
ucho) jako Av =log, 3 = 0,58.

. J

Priklad 2

Vezmémez tony z predchazejiciho prikladu a k nim jesté treti tén
s frekvenci f3 = 1200 Hz. Jakou frekvenci f; musi mit ¢tvrty ton,
ktery tvori s tfetim ténem stejny interval jako prvni dva tény,
jestlize ¢tvrty tom je

a) vyssi nez treti

b) nizsi nez teti

Vime, Ze prvni interval je %
a) Musime treti frekvenci zvysit — tedy vyndsobit cislem %
Odtud f; = 1200 - % = 1800 Hz.
https://youtu.be/nuW-_ HUQYFg
b) Musime treti frekvenci snizit — tedy vydélit ¢islem % cili
vynasobit ¢islem % Odtud f, = 1200 - % = 800 Hz.

https://youtu.be/Th4iLB05vaA

2.2.3 Fechner tutoci potreti!

Pojdme vzit nyni 3 tény s vyskami v; < vy < w3 takové, Ze jsou mezi
nimi stejné vyskové odstupy Av; = Avs, (intervaly), tedy vysky vy, va, v3
tvori aritmetickou posloupnost. Jakou posloupnost tvori frekvence
f1 < f2 < f3 téchto tonu?

Pac¢ oba intervaly jsou shodné, musi platit

14
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P
h_fs_
i fe

Procez frekvence f1, fa, f3 tvori geometrickou posloupnost s fvocikem
q! Odtud dostavame dalsi formulaci FZ:

Véta 4: Fechneriv zakon pro vnimani vysky zvuku —

(Formulace 3)

Rostou-li frekvence ténti posloupnosti geometrickou, roste je-
jich vyska jen posloupnosti aritmetickou!

Oprava grafu

Nyni si mizeme trochu poopravit graf z obrazku 2.1, kde jsme si jesté
blahové mysleli, ze je zavislost v na f linearni. Vylepseny graf je na
nou a ji pritadime vysku v = 0. Vytvorime geometrickou posloupnost
frekvenci s prvnim clenem fy a kvocikem naptiklad ¢ = % Dostavame
tedy hodnoty frekvenci 16,24, 36, 54,81, ...

Prirustkium frekvenci priradime jisty konstantni prirtistek vysky Awv.
Jeho hodnotu si mizeme zvolit podle libosti. Vyska i jeji prirtastky jsou
totiz veli¢iny subjektivni a zaviseji tedy na tom, jak je dané ucho cit-
livé na jejich zmény. Citlivy c¢lovék bude pocifovat interval mezi 16 Hz
a 24 Hz jako vyrazny, necita jako maly!

Zvolime-li nas konstantni prirtistek vysky jako jednotkovy, dosta-
vame hodnoty vysek 1,2,3,4, ...

Body grafu jsme spojili provizorné tseckami — za chvili se dostaneme
k tomu, jakou kfivku jimi mame spréavné prolozit (asi uz to zhruba
tusime).

V tomto prikladu jsme si zvolili kvocik ¢ = % Jinymi slovy interval

15
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f

Hz

<

’UO:O

i R A i
fo=16 fi=24 fo=236 f3=54 fa=281

Obrézek 2.2: Frekvence tvoii GP = vysky tvoii AP

mezi jednotlivymi tony je % V hudbé je to velice dillezity interval —
kvinta (ndzev vysvitne pozdéji).

Jesté si zkusime, jak to redlné zvudi:

Nizké frekvence 16 Hz, 24 Hz, 36 Hz jsou strasné slabé, zaciname
az od 54 Hz (54 — 81 — 121,5 — 182, 25):
https://youtu.be/ KLXGknm4Zas

vvvvvv

kvocikem q = 2. Pojdme si na to udélat priklad:

Priklad 3: Oktava se nesméle predstavuje

Vytvor podobny graf jako v obr. 2.2 pro oktavové intervaly, tedy
pro kvocik q = 2.

Posloupnost frekvenci bude 16, 32, 64, 128, 256, . . . Nyni pritadime
hodnotu vysky v; = 1 frekvenci f; = 32 Hz. Dostavame graf:

16
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vy =4

1}3:3

1)2:2

’U1:1

I
Py

fo=16 f1=32 f, =64 f3=128 f1= 256

vy = 0

A jak to zvudi:

Nizké frekvence 16 Hz, 32 Hz jsou strasné slabé, za¢iname az od
64 Hz (64 — 128 — 256 — 512 — 1024):
https://youtu.be/4786S0C;EKc

2.2.4 Fechner utoci poctvrté (a naposled)!
Vztah mezi GP a logaritmy

Nyni se kone¢né podivame na to, co je to presné za matematickou funkei,
ktera charakterizuje zavislost mezi vyskou tonu v a jeho frekvenci f.

Podivame-li se na vyse uvedené grafy posloupnosti kvint a oktav,
jisté nas uz napadlo, ze grafy pripominaji graf logaritmické funkce. Na-
znacuje to i fakt, ze geometricka posloupnost frekvenci je touto funkei
prevedena na aritmetickou posloupnost vysek. Toto vskutku déla lo-
garitmicka funkce.

V tabulce 2.1 jsou v prvnim fadku mocniny ¢isla %, ¢iliz geometricka
posloupnost s kvocikem q = % Ve druhém radku jsou logaritmy téchto
¢isel (logaritmy o zékladu 2). Vime prece, Ze plati

17
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)

2

Tabulka 2.1: GP; g = §

2
x| 202t 22 (23|24
y|l 0 1]2]3]4

Tabulka 2.2: GP; q = 2.

0 1
log% (g) = 0; log% <g> =1; log% (2

2
-

Obdobné v tabulce 2.2 jsou v prvnim radku mocniny ¢isla 2, ¢iliz
geometrickd posloupnost s kvocikem g = 2. Ve druhém radku jsou lo-
garitmy téchto ¢isel (logaritmy o zdkladu 2). Vime prece, Ze plati

log, 2" = 0;

log, 2! = 1;

log, 2% = 2;

Nyni je jiz zfejmé, ze budeme pro vyjadieni posloupnosti kvint z
obr.2.2 potirebovat logaritmickou funkci o zakladu % Pritom budeme
chtit, aby pro fy = 16 Hz byla vyska vy = 0. Takze pouzijeme funkci

(Y

log

Njw

1

6

I

Vskutku potom dostavame pro fy = 16 Hz hodnotu

18
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Yoo
16
vozlog31—6:10g31:0

vy = log% T log

pro fo =16 - (%)2 = 36 Hz dostavame

16 - (3)? 3\ 2
=gy 2L <o (7)) =

a tak déle. Graf 2.2 tedy mtizeme opravit tak, ze tisecky nahradime
péknou logaritmickou k¥ivici (viz obr.2.3).

AT T~ 36 i

Obrézek 2.3: GP s kvocikem k = g — kvinty

Analogicky pouzijeme pro posloupnost oktav z prikladu 3 vztah

f
v = log, 1 (2.7)
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e

a graf bude vypadat takto — viz obr. 2.4.

1}4:4
vg3 =3
1}2:2
1)1:1
f
vo=0 : " Az
Jo=16 f1=32 fy=64 fz=128 J1= 256

Obrazek 2.4: GP s kvocikem k = 2 — oktavy

Zména fy

Jako zdkladni frekvenci jsme si zvolili v nasich prikladech fo = 16 Hz.
Kdyz se nam vsak zlibi, mizeme si zakladni frekvenci, které odpovida
nulova vyska, zvolit jakoukoliv — tfeba fy = 50 Hz.

Misto vztahu v = log, 1i6 budeme mit vztah v = log, 5—f0. Jak se zméni
nas graf? To vidime na obr.2.5.

Graf se jen posune doli ve sméru svislé osy v, ale tvarové se
nezméni. Priristky vysky Awv odpovidajici posloupnosti frekvenci
50, 100, 200, . .. budou uplné stejné jako pro posloupnost 16,32, 64, .. ..
O kolik se graf posune? Plati:

f 50

1 “ 1o L=

%8250 T %2716 16
f

f
log, —— 16 = log, 10 ? = log, — 16 — log, k
.y . f 50
Vidime, ze graf funkce v = log, 16 se posunul o log, 6

20
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Obrézek 2.5: fy si mizeme zvolit libovolné

Zobecnéni

V hudbé je zékladnim intervalem oktava (pro¢ — viz pozdéji). Proto
pouzijeme jako zaklad logaritmu ¢islo 2. Zakladni frekvenci, jak vime si
muzeme zvolit libovolné. Dostavame:

Véta 5: Fechnertiv zdkon pro vnimani vysky zvuku —

(Formulace 4)

Vyska ténu v je logaritmickou funkei frekvence f. (Ucho vnima
frekvence t6nt logaritmicky.)

v = log, A (2.8)
0

kde fy je zékladni frekvence, které chceme priradit vysku vy = 0.

Odvozeni

Vzorec 2.8 jsme tak trochu uhadli. Pojdme jesté trochu detailnéji ukazat,
Ze tento vztah je ekvivalentni se vztahem 2.4 z Formulace 1.
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¥
A A
Af = af2 < Avy = Ay
fi f2
To znamena, ze je-li % konstantni, je i Av konstantni. Neboli:

A
_f = konst; = Av = konsts

f

Vydélenim rovnic dostdvime &% = Fonsts

SF = honsty = k- Pac konsts je volitelna

(Av je subjektivni), je i konstanta k volitelna, coz se ndm bude za chvili
hodit. Dale dostavame:

Av=Fk- % (2.9)

o To znamena, ze absolutni prirtstek vysky je primo umérny
relativnimu prirtastku frekvence.

Vztah 2.9 mtizeme upravit na tvar:

Av _ K (2.10)

Af O F

Respektive pro elementarni priristky:

(2.11)

o To znamend, ze rychlost riastu vysky je neprimo iumérna frek-
venci.
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Yoo

Vezmeme vztah 2.11, zintegrujeme a dostavame:

k
o=/
v=klnf+C

Integracni konstantu C' uréime snadno — pro f = fy (pocCatecni frek-
vence, kterou si mohu zvolit) je v = 0 (nulovad vyska):

O=klnfy+C
C=—-klnfy
v=klnf—Fkln fy
v=~Fk(nf—Infy)

Po tpravé dostavame:

U:k-lni (2.12)

fo

Zde méame prirozeny logaritmus se zakladem e Jak z toho dostaneme
nas zaklad 2 (ktery se ndm hodi kvili oktavam)? Konstanta & je, jak
jsme vysvétlili vyse, volitelna — tak si ji mizeme zvolit tak, aby nam to
vyslo:

/ /
k-Iln— = log, =
fo OB,

i

f fo

[ A —

1T 2

B 1
~ In?2
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3o
y L 1 ) .
Takze zvolime-li k£ = 2 a dosadime do 2.12, dostavame:
n
In-L
v:—-lni— fo:logZi

In2 fo N In2 f()

Coz jsme chtéli odvodit.

Vztah 2.8 lze graficky vyjadrit dvéma zptisoby. Bud jako zavislost v
na f (viz obr.2.6) nebo jako zavislost v na f—J; (viz obr.2.7). V druhém
pripadé nevynasime na vodorovnou osu primo frekvence tont, ale pomeér
téchto frekvenci k zakladni frekvenci fy, coz jsou jen ¢isla bez jednotek,
vyjadiujici, kolikrat je dana frekvence vyssi nez frekvence zakladni.

Dost ¢asto nas zajimé jen jedna oktava (pac jak vysvétlime pozdéji,
ve vSech ostatnich oktavach je to vSsechno podobné), vystacime si s frek-
vencemi od fy do 2fy (viz obr.2.8)

’U(]:O

/fo o6 4f, 8fo 16/,

Obréazek 2.6

2.2.5 Fechnertv-Webertuv zakon obecnéji

Na tvod dvé videa o FW zakonech tii aplety v GeoGebte: https://
www . geogebra.org/m/hvpgyfwd#material/ru3zths9
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’U4=4

U3:3

1]2:2

’Ul:l

’U():O

Obrazek 2.7

1)0:0 / 1
1 2

Obrazek 2.8

Priklad 4: Josef Kajetan Molitan

Josef Kajetan Molitin (JKM) jde po ulici, v kapse ma posled-
nich 16 korun (majetek — fyzikalni podnét) a jeho blazenost
(subjektivni vjem) je na nulové hodnoté. Na zemi najde 8 korun
a jeho blazenost vzroste na hodnotu 1. Po chvili najde dalsi ¢astku
a jeho blazenost se zvysi na hodnotu 2. Jakou nasel ¢astku?
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Yoo

Prvni nélez byl 50 % jeho pocéateéniho majetku. Po prvnim
nalezu ma 16 + 8 = 24 korun. Kdyby nyni nasel zase jen 8
korun, uz by to bylo pro néj mélo. Aby jeho blazenost vzrostla o
stejnou hodnotu jako predtim, musi ziejmé podruhé najit 50 %
ze soucasného majetku (z 24 korun), coz je 12 korun!

To by se opakovalo pri dalsich nalezech. Po druhém nalezu ma
24+4-12=36 korun. T¥eti nalez musi byt 50 % z 36, tedy 18 korun
a majetek se zvysi na 54 korun. Déle musi najit 54/2 = 27 korun
a jeho majetek bude 81 korun. A tak dale.

blaéenést

| méjeték

Zavér:

o Vidime, ze k tomu, aby blazenost rostla o stale stejné
prirtastky, musi byt relativni prirtstek prachu stale
stejny (zde 50 %).

o Posloupnost prirtistki  jeho majetku by byla
8,12,18,27.... Vsimnéme si, ze to je posloupnost ge-

ometricka s kvocientem ¢ = 3
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e Posloupnost hodnot jeho majetku by byla
16,24,36,54,81.... Vsimnéme si, ze to je posloupnost
3

geometricka s kvocientem ¢ = 5

« Posloupnost hodnot jeho blazenosti by byla 0,1,2,3,4, .. ..
Vidime, Ze je to posloupnost aritmeticka s diferenci ¢ = 1.

Nyni si tento priklad zpracujeme obecné.

Majetek si oznacime jako p (podnét) a blazenost jako v (vjem).
Pocatecni hodnota majetku byla py = 16. Poc¢atecni blazenost byla vg =
0. Prirtstek majetku oznac¢ime jako Ap. Prirtistek blazenosti oznac¢ime
jako Aw.

Zjistili jsme, Ze pro to, aby prirtstky blazenosti byly porad stejné,
nestaci stejné prirtustky majetku. Stejné musi byt procentualni pri-
rustky majetku. V nasem pripadé musely byt procentualni prirastky 50
%. Byla-li hodnota majetku tieba p = 24, musel byt prirustek 50 %

z 24, coz je Ap = 12. Procentudlni prirustek je obecné vyjadien jako
Ap . . Ap . RN .
— - 100%. Samotny pomér —— se nazyva relativni prirustek. N&S
p

vychozi poznatek tedy je:

Véta 6: Fechneruv zakon — formulace 1

Ma-li byt Av konstantni
\’

A
musi byt 2P onstantni

Oznac¢me prvni konstantu k; a druhou ky. Dostavame tedy soustavu
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P
Av = ky (2.13)
A
e (2.14)
p
Vydélenim rovnic dostavame

Av : % = ki
p ko
Ay Ap

ke p

Oznac¢me podil obou konstant jako novou konstantu k.

Dostévame
Véta 7: Fechneruv zakon — formulace 2
A
Av =k =L (2.15)
p

To znamena, ze absolutni prirtstek blazenosti je primo
umeérny relativnimu prirtistku majetku.

Tento vztah lze také upravit na tvar:

Véta 8: Fechneruv zdkon — formulace 3

Av k
= 2.16
A p (2.16)

Respektive pro elementarni prirustky:
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(2.17)

To znamena, ze rychlost rastu blazenosti je neprimo umérnd
majetku.

Cim vic mame pracht, tim pomaleji nartistd nase blazenost. To je
krastné vidét i z obrazka 2.9 a 2.10, kde smérnice spojnic bodi grafu s
rostoucim p klesa.

v A’l}o‘z A”Ul‘ZA"UZZ‘A”L‘)g Z‘kl‘ § §
B e L A J sy S g mim
4 hvﬁi
| Bw_An_Ap_Opy_ — [T
Do D1 D2 D3 }sz ! !
S S Y = S S 19 S Y N
RN Avy
E - S T U S [
|
1Po D1 P2 \P3 P4
Apg Apy Apy Aps

Obrazek 2.9

Nyni si ovérime nase pozorovani z prikladu, ze posloupnost hodnot
majetku po, p1, P2, P3, P4 - - - je vskutku geometricka. Vezmeme dvé li-
bovolné po sobé jdouci hodnoty této posloupnosti a urcime jejich pomeér:

Pni1 _ P T ap :1+—p:1—|—k2:konstanta

Apy, Pn Dn

Vidime, ze se opravdu jedna o geometrickou posloupnost s kvocikem
q = ko + 1. (Kontrola: % +1= %)
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Yoo

blazient;)sti R
41 Avyg = Avy = Avg = Avg =
\
Ap_ Api_ Ape_ Aps
100717171)27173

S U L ® < D L 1 |
11111}11111111111111111
i i i ; i i i i i i i i i i i i i i | majetek

116 124 136 154 181

FS

‘
i
w

Obréazek 2.10

Véta 9: Fechneruv zakon — formulace 4

Roste-li majetek posloupnosti geometrickou, roste blazenost,
bohuzel kuzel, jen posloupnosti aritmetickou!

Nyni jiz mame asi podezteni, ze vztah mezi v a p bude logaritmicky.
Proc¢? Za prvé grafanec v obrazku 2.9 tak vypada a za druhé vime, ze
posloupnost geometrickd na ose x a aritmetickd na ose y souviseji s
logaritmickou funkeci. Takze si to ovérime. Vezmeme vztah 2.17, zinte-
grujeme a dostavame:

Integra¢ni konstantu C' uréime snadno — pro p = pg (pocatecni prachy
Josefa Kajetdna Molitdna) je v = 0 (nulové blazZenost):
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P
0= k'hlpo + C
C = —klnpg

v=Fklnp—klnp
v="Fk(lnp —Inpy)

v==Fk-In P
Po
A je to tady:
Véta 10: Fechneruv zakon — formulace 5
v=k-lnL (2.18)
DPo

« Blazenost zavisi na majetku logaritmicky.
Neboli:

o Roste-li majetek aritmetickou posloupnosti, roste bla-
zenost jen logaritmickou posloupnosti.

Rozbor vztahu 2.18:

Dosadime-li za p = pg, dostavame v = k- In1 = 0. Tedy pti pocatecni
hodnoté majetku pg je blazenost v nulova.

Jaky vyznam ma konstanta k7 Ta je volitelnd a umoznuje nadm
nastavit si citlivost daného subjektu — jak citlivé reaguje jeho blazenost
(vjem) na nérast majetku (podnét).

o Siddha. Kdo je absolutné odpoutan od majetku, ma tuto kon-
stantu nulovou. At najde jakoukoli ¢astku, s jeho blazenosti to nic
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Yoo

neudéld. Ta zustava furt und porad konstantni — z hlediska obycej-
ného ¢lovéka mozna nulova, ale on je ve stavu skutecné Blazenosti,
ktera je slovy nepopsatelna a ¢isly nevycislitelna!

e Normalni clovek. V nasem prikladé jsme si stanovili, ze kdyz ma-
jetek vzrostl z pg = 16 na hodnotu p; = 24 (tedy p; = %po -
kvoctk nasi GP byl 2), vzrostla blaZenost z hodnoty 0 na 1 (viz
obr.2.10) Vypoc¢téme hodnotu konstanty k:

=— v =
p 2290

3
1=k -n20
Po
1:k:-ln§
2
1
k= —
ln%

Frknemez-li hodnotu konstanty k£ do 2.18, dostavame:

In 2
Po
3

1115

v =

Vidime, Zze miizeme od prirozeného logaritmu ptejit k logaritmu o
zakladu %

v=1logs = (2.19)

Do

Potom grafanec zavislosti blazenosti na majetku vypada tak, jak
vokazuje obr. 2.11, coz je v souladu s obr.2.10.
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Do = 16 124 136 |
8 12 18 27

Obrazek 2.11

v

o Chamtivec. Ten je dejme tomu dvakrat citlivéjsi na prachy nez

normalni ¢lovék, takze kdyz mu vzroste majetek z py = 16 na
p1 = 24, vzroste mu blazenost z hodnoty 0 na 2! Jeho konstanta

k bude tedy dvojnasobné nez u normalniho clovéka:

2
k=—=
ln%
111£
Po
=92.
v lng

A odtud chamtivec bude mit vzorec pro blazenost tento:

b
v=2-logs — 2.20
8% o (2.20)

Predchazejici 3 typy lidi mtzeme krastné sledovat v apletu

https://ggbm.at/y2mtuwmj
33
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o}

e Dejme tomu, Ze si nyni fekneme, ze chceme, aby vzrostla blazenost
z 0 na 1 pri vzristu majetku z pg na 2py. Snadno opét vypocteme
hodnotu konstanty k:

p=2py=>v=1

| — k- 20
DPo
1=%k-In2
1
k=—
In2

Nyni frknémez hodnotu konstanty & do 2.18:

ln£

DPo
In2

Vidime, ze mizeme od prirozeného logaritmu piejit k logaritmu o
zakladu 2.

v =log, L~ (2.21)
Po

Tento vztah budeme pouzivat u zvuku (divod viz déle).
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3.1. ZAKLADNI FREKVENCE

N7,
PPN

3.1 Zakladni frekvence
3.2 Vyssi harmonické frekvence

3.3 Skladani sinusoid, syntetizator
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4.1. KONSONANCE A DISONANCE

Yoo

Takze z minulé kapitoly vime, ze ucho vnimé frekvence ténii loga-
ritmicky, tedy nelinearné. Pro posuzovani vyskovych odlehlosti tont
nejsou dulezité rozdily frekvenci, ale jejich poméry. Pomér frekvenci
dvou ténu jsme definovali jako interval mezi dvéma tény (viz definice
2).

Chceme-li délat hudbu, potrebujeme ze spojitého spektra frekvenci
(16 Hz; 16 000 Hz) vybrat urcité frekvence, které budou tvofit po-
sloupnost ténti. V ramci této posloupnosti potom budu vytvaret melo-
die a souzvuky tont. Zpusob, jakym posloupnost frekvenci vyberu, se
nazyva ladéni.

4.1 Konsonance a disonance

jutubovy kanal New Tonality:
https://youtu.be/ChI3geAerEO?feature=shared
tlusté struny: https://youtu.be/beSQSpLwakk?feature=shared
https://youtu.be/b_fUByVxDZs?feature=shared
https://youtu.be/1Hqm0OdYKUx4?feature=shared
https://youtu.be/b_fUByVxDZs?feature=shared

https://www.mathcha.io/editor/KBMZJcWBUm3TXQjmPZugKekQNSv4KLN
Pythagoras,
souzvuk jednoduchych tont,
souzvuk slozenych tént
razy
vyssi harmonické
tritén
centy
Aplet ,Rozladéna oktiva = neprijemny souzvuk®: https://
www . geogebra.org/m/hvpgyfwd#material/yyhfqrnz
Aplet , Monochord - konsonance” https://www.geogebra.org/
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m/hvpgyfwd#material/uwdvws59

4.2 Prima a oktava, oktavova ekvivalence

Video inspirativni: https://youtu.be/wgbQcF2akzQ?feature=shared

Definice 3: Prima

Prima je hudebni interval mezi dvéma toény, jejichz pomér frek-
venci je
fo 1

P (4.1)

Ciliz oba tény maji stejnou vysku a zni-li soucasné, davaji dokonaly
souzvuk — jsou pro lidské ucho krastné konsonantni.

Definice 4: Oktava

Oktava je hudebni interval mezi dvéma tény, jejichz pomér frek-
venci je

2

L2 (4.2)

f 1

Napriklad tony s frekvencemi 220 Hz a 440 Hz tvoti oktavu.

Oktava je po primé druhy nejdalezitéjsi interval. Zazni-li tény tvo-
tici oktavu soucasné, vnima lidské ucho tento souzvuk skoro stejné sou-
ladné jako primu — vyssi ton jako by byl totozny s nizsim, a presto je
jiny!

Mluvime o oktavové ekvivalenci. The interval is so natural to
humans that when men and women are asked to sing in unison, they
typically sing in octave. For this reason, notes an octave apart are given
the same note name in the Western system of music notation—the name
of a note an octave above A is also A.
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4.3. KOLIK TONU VYBRAT?
e

Mezi vSemi tony s frekvencemi 27,5 Hz, 55 Hz, 110 Hz, 220 Hz, 440 Hz,
880 Hz, 1660 Hz, 3320 Hz jsou oktavové intervaly. Tyto tony tvori ok-
tavovou tfidu a vsechny se v tomto pripadé oznacuji pismenem A.

Vétsina (ne vSechna) ladéni vyuzivid oktavové ekvivalence.
Diky ni se lze pri vybéru posloupnosti frekvenci omezit jen na jednu
oktavu, tedy na interval mezi frekvencemi fy a 2 fy, kde fj je jistda vhodné
vybrana zdkladni frekvence, od niz odvozujeme celou posloupnost

Jos J15 fos f3,- -+, 2f0

Pac zalezi jen na pomérech, mizeme pracovat jen s pomérem frek-

venci ——, takze cela sranda se bude odehravat v intervalu
0

(1;2)

Vidis, vSechna hudba vSech dob se nachazi v ¢iselném inter-
valu mezi jednickou (Jednota) a dvojkou (dualita)!

Nyni vznikaji dvé otazky — kolik ténti vybrat a podle jakého klice je
vybirat?

4.3 Kolik tént vybrat?

Minimalni pocet (a docela postacujici) je asi 5 (pentatonika — Cina,
blues, détské pisnicky). Dale se pouziva 7 a 12 ténu (diatonicka a chro-
matickd stupnice — vétsina zdpadni hudby), ale také 22 téna (Indie) a
vice (31,39,41,53,72 — moderni hudba)!

Cim vice ténti vybereme, tim mensi jsou mezi nimi intervaly (mi-
krotonalni hudba — https://en.wikipedia.org/wiki/Microtonal music).
Tim slozitéjsi je hudba.
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4.4 Podle jakého klice tony vybirat?

Tony (frekvence, relativni intervaly — ¢isla z ¢iselného intervalu (1;2))
nebudeme jisté vybirat ndhodné. Je mozna prekvapujici, Ze to bude asi
vzdy néjaky matematicky algoritmus. Pritom se klade diraz na to, aby
co nejvice intervall, které vznikaji mezi vybranymi tony, bylo intervali
konsonantnich (souzvuénych).

7 hlediska druhu ¢isel, ktera se v jednotlivych ladénich vyskytuji, se
setkavame se dvéma pripady:

1. VSechny relativni frekvence, které vybereme, jsou racionalni
¢isla — napt. 2,2, T ... Takovym ladénim se itki PRIROZENA.
(just intonation) (naptiklad Pythagorejské alias 3-limit, 5-limit,
7-limit, a dalsi)

2. Neékteré relativni frekvence budou racionalni a nékteré iraci-
onalni. Tato ladéni se nazyvaji souhrnné TEMPEROVANA
ladéni (Naptiklad stredotonové temperované ladéni — zde Tadéj

Y . < v \47—3 T
racionalni mocniny ¢isla 5, napt. v53 plus racionalni intervaly
1, g, 2 — nebo rovnomerne temperované ladéni — zde Tadéj racio-
nalni mocniny &sla 2, nap¥. V2 plus racionalni intervaly 1, 2.)
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4.4. PODLE JAKEHO KLICE TONY VYBIRAT?
e
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5.1. PRIROZENOST — MATKA MOUDROSTI

N7,
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5.1 Prirozenost — matka moudrosti

Ptirozend ladéni (just intonation) jsou zaloZena na nécem, co je priro-
zené obsazeno v jediném toénu, ktery zazni, kdyz brnkneme na strunu
nebo foukneme do pistaly — na vyssich harmonickych frekvencich.
Vime, ze vyssi harmonické frekvence jsou nasobky frekvence zakladni —
£,2F,3f,4f,5f,6f,7f,8f,9f ... Intervaly, které se zde objevuji, jsou

2
1

3 3

1’2

4044

"2 3

55 5 5

"2 3 1
66666
12315
TT T T
123 15 6

8 888888
123456 7
999999909
"2 3456 7 8"

Omezime-li se jen na jednu oktavu (poméry mezi ¢isly 1 a 2), dosta-
neme (po kraceni zlomkt) tyto intervaly:

(@)

Y Y Y Y Y Y Y Y ) ) ) PR

— N
(G2 RN
| ©
ool ©

9
5

o] oo
~J| co

T
6

|~

757

W Ot
=] Ot

DO W
Q| >

V pomeérech se nam objevuji postupné mocniny prvocisel 2,3,5,7. ..
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Naprtiklad:
5 5t 7 7! 9 32

4923 ¢ o21.310 g 923

Jednotlivé druhy prirozenych ladéni se lisi tim, jak vysoka prvo-
¢isla p pouziji:

1. p < 3 — Pythagorejské ladéni (three-limit tuning)

2. p < 5 — Five-limit tuning (¢asto byva ztotoziiovano primo s
prirozenym ladénim, prestoze je jen jednim z vice druhtu PL)

3. p < 7 — Seven-limit tuning (La Monte Young, Ben Johnston,
Lou Harrison)

Pro p > 7 zavedl Ben Johnston oznaceni extended just intonation.

5.2 4 zakladni intervaly JI

Prima, kvinta, kvarta, oktava

obrazek — log
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5.2. 4 ZAKLADNI INTERVALY JI
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PYTHAGOREJSKE
LADENI
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6.1. HISTORIE

6.1 Historie

http://musiclessons.nl/pythagorean_tuning/
https://www.youtube.com/watch?7v=DEAzW9uWRTM
https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_ tuning
https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean comma

wiki: The so-called "Pythagorean tuning”was used by musicians up
to the beginning of the 16th century.

In Greek music it was used to tune tetrachords and the twelve tone
Pythagorean temperament was developed by medieval music theorists
using the same method of tuning in perfect fifths, however there is no
evidence that Pythagoras himself went beyond the tetrachord.

6.2 Oktavové a kvintové skoky

Pythagorejské ladéni je 3-limit tuning, takze se omezuje jen na mocniny
prvocisel 2 a 3. Pro intervaly v jedné oktavé (relativni frekvence od 1
do 2) pripadaji tedy v tivahu jen poméry

3m 2m
pTy nebo 3 m,n=20,1,2,3,4,5,... (6.1)

takové, aby dany zlomek byl z ¢iselného intervalu (1;2).
Napriklad tedy

327 22 4
— = — nebo ==z
2416 3t 3

Mezi vSemi témito poméry jsou 4 zakladni:
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w
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WINNWNI R N

oktavovy skok nahoru
oktavovy skok dola
kvintovy skok nahoru

kvintovy skok doli

VsSechny ostatni intervaly typu 6.1 lze z téchto skoki slozit. Naptiklad
interval % = g—i lze zapsat jako:

To 1ze interpretovat jako tii kvintové skoky nahoru a jeden oktavovy
skok dolti.

Nebo interval § = g—f (kvarta) lze zapsat jako:
22 2 2
313 1

To lze interpretovat jako jeden kvintovy skok dolti a jeden oktavovy
skok nahoru.

Vidime, ze Pythagorejské ladéni kvili svému pozadavku pouzivat
pouze prvocisla 2 a 3 znamend ladéni, které je vyhradné sestaveno po-
moci kvintovych a oktavovych skokt, které se déji nahoru ¢i doli.
Jinymi slovy zakladnimi intervaly Pythagorejského ladéni je oktava a
kvinta.

Pritom oktavy nemohou kvili oktavové ekvivalenci prinést nic no-
vého — slouzi jen k navraceni tonu, ktery nam kvili kvintovym skokiim
pretece mimo €iselny interval (1;2) zpét do tohoto intervalu.
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To, co ma schopnost tvorit nové intervaly, je tedy pouze kvintal
Kvintovymi skoky nahoru ¢i doli tvorime nové tony a oktavové skoky
nahoru ¢i doli nam tyto nové tony vraceji do nasi oktavy v intervalu
(1;2).

Kvinta je tudiz v Pythagorejském ladéni jedinym a vyhradnim ge-
neratorem dalsich ténu.

Tak jdeme generovat hudebni svéty! Vygenerujeme si v oktavé pro
srandu ruzné pocty tonu — 5,7,12,22,41,53.

6.3 Pythagorejska pentatonika

(viz aplet v GeoGebfe https://ggbm.at/sbuzvgnu)

Zacneme tim, Ze si vygenerujeme pomoci kvintovych skokt k zédklad-
nimu ténu (rel. frekvence je 1) 4 dalsi tény. Tim vznikne stupnice péti
tont. To by mohlo pro zacatek pro tvorbu hudby stacit, ne? Stupni-
cim, které se skladaji z péti tonu (Sesty je oktdva k ténu zakladnimu),
se Tikd stupnice pentatonické. Existuje vice druhii pentatonickych
stupnic, my pouzijeme pythagorejsky kvintovy generator — dostaneme
pythagorejskou pentatoniku.

Protoze kvintové skoky miizeme délat nahoru nebo dolti, mame 5
moznosti, jak udélat 4 kvintové skoky. Tim vznika 5 maodu Pythagorejské
pentatoniky :

20
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5 médi Pythagorejské pen-
tatoniky

1. m6d — 4 nahoru + 0 dolt
2. mod — 3 nahoru + 1 dola
3. méd — 2 nahoru + 2 dolt
4. méd — 1 nahoru + 3 dolt

5. mod — 0 nahoru + 4 dolu

Konkrétné pro 1. méd (oktdavovymi skoky se vracime do ¢iselného
intervalu (1;2)):

1
.33

2 2
3.3_9 9
2 2 4 8
9 3 27
8 2 16
27 3 81 81
16 2 32 64

Takze pro méd 1 (4n+0d) dostavame posloupnost intervali (podle
velikosti)

1. Durova pentatonika (4 T + 0 | dola)

(6.2)

I

9 8 3 27
8 64 2 16

Analogicky dostavame hodnoty pro zbylé médy posloupnosti.
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2. Bluesova durova pentatonika (3 1 + 1 | dola)

1.

Y

3 27
2

9. 4.
8 3

3. Egyptska (suspended) pentatonika (2 1 4+ 2 | doli)

16

9 4 3
e =2 =3 = — 6.4
© 8 3 2 (6.4)

32 4 3
= 3 o5 o (6.5)

5. Bluesova mollova pentatonika (0 T + 4 | dolu)

32 4 128 16

3 2—7; g; gv 5 (6-6)

Vypocétem se snadno presvédcime, ze itervaly mezi tény ve vsech
modech jsou jen dvojiho druhu:

9a32
8 27

9
* 3 je pythagorejsky cely tén (zkratka M2 — major second)

32
* 5 je pythagorejska mala tercie (zkratka m3 — minor third)

Abychom méli o ladéni lepsi predstavu, je vhodné si udélat grafy
zavislosti vysky téni pentatoniky na relativni frekvenci (obr. 6.1, 6.2,
6.3, 6.4, 6.5 ). V obrazcich jsme tény oznacili pro prehlednost malymi
pismeny — vysvétleni viz dale.
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Obrazek 6.3: Pythag. pentatonika — méd 3 (2 kvinty nahoru + 2 dolu)
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Obrézek 6.4: Pythag. pentatonika — méd 4 (1 kvinty nahoru + 3 doli)

Obrazek 6.5: Pythag. pentatonika — méd 5 (0 kvint nahoru + 4 doli)
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Oznac¢me pythagorejsky cely téon jako a a pythagorejskou ma-
lou tercii jako B . Potom lze posloupnosti intervali mezi tony jednot-
livych médu psat takto (viz obrazky 6.1 — 6.5):

5 moédu Pythagorejské pen-
tatoniky

1. méd: aaBaB
2. mod: aBaaB
3. méd: aBaBa

4. méd: BaaBa

5. mod: BaBaa

7

Vidime, zZe jednotlivé posloupnosti jsou jen vzajemné cyklické za-
meény:

Méd 3 — Méd 1 — Méd 4 — Méd 2 — Méd 5 — Mod 3

Proto je vhodné udélat kruhové schéma jednotlivych moéda (viz
obr.6.6 az 6.10). Zluté je oznaden zékladni tén, modie tény vzniklé
vzestupnymi kvintami a Cervené tony vzniklé sestupnymi kvintami.
Polohy bodi jsou vyneseny logaritmicky podle vztahu

a = 360° - log, fi (6.7)
0

kde « je stifedovy uhel mezi zakladnim tonem a danym ténem. Tény
tvori nepravidelny pétitihelnik, ktery je ale osové soumérny. Jed-
notlivé cyklické zamény znamenaji rotaci pétitihelniku kolem stfedu
jemu opsané kruznice. Kviili jepsi orientaci jsem na pozadi pétithel-
niku frknul Vitruvianského muze. Celou tuhle srandicku muzeme pékné
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1 — Durové pentatonika [1 : 2}

Obrazek 6.6: Durova pentatonika — Maéd 1

2 — Bluesové durova pent. {1 - ?]

11

|
a

Obrazek 6.7: Bluesova d%ové pentatonika — Mod 2
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30 Eaypiskd pentatonika H : d

11

Obrazek 6.8: Egyptska (suspended) pentatonika — Méd 3

4 — Mollova pentatonika [1 : 2]

171

—
o5 |
T

Obrazek 6.9: Molova pentatonika — Méd 4
57
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5 — Bluesova mollova pent. [l i 2}

Obrazek 6.10: Bluesova molova pentatonika — Méd 5

sledovat v apletu v GeoveGebie — https://ggbm.at/sbuzvgnu

Konkrétni velikost tthlu naptiklad u ténu 2 je a = 360° - log, % = 61°
nebo ténu % je prifazen uhel a = 360° - log, 3 = 149°. To jsou hodnoty
velice blizké poloze ¢isel na ciferniku hodin — pojdme se na to juknout
blize! Spocitame si hodnoty uhli pro vSechny tony, které nam dalo pét
mo6di pentatoniky a vyneseme na kruznici — viz obr.6.11.

Vidime, Ze mame obsazeny skoro vSechny pozice na ciferniku a uhly
tént se mirné lisi (max. o 2 stupné) od hodnot uhla ¢isel na ciferniku.
Zbyva obsadit 3 pozice a budeme mit vSech 12 tént pythagorejské
chromatické stupnice, k niz se dostaneme za chvili.

Nyni nam jisté jiz nas cifernik zac¢ina pripominat 12 klaves klaviru.
Zde vidime graficky, pro¢ jich je 12 — celd oktava je docela rozumné
skoro rovnomérné rozdélena (resp. bude, az tam pfidame ty 3 zbylé

o8
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tény) na 12 skoro stejnych intervali.

Vime, Ze na klaviru ma kazda klavesa (v jedné oktave) svij nazev —
proto jsme uz predtim zacali takto tény Pythagorejského ladéni oznaco-
vat. Bilych klaves je v oktave 7 (¢, d, e, f, g, a, h, ¢ — ndm zatim chybi jen
h) a cernych je 5. Je dobré si uvédomit, ze zde budujeme Pythagorejské
ladéni, které je nerovnomeérné. Klavir je vsak v dnesni dobé naladén
rovnomérné (rovnomérné temperované ladéni — viz pozdéji) — a to tak,
ze jednotlivé tony sedi presné na cifrach ¢éiselniku, tedy jejich poloha je
déana thly 0°,30°,60°,90°,120°, ... 360°.

1
SENTG
€Y1

16
hes ~ — ~ 299°
es~ 3

27
~— ~272°
a 6 7

128
~— ~ 238°
as 1

3 ‘ 4
~ =~ 211° ~ =~ 149°
9~y f~3

Obréazek 6.11: Co nam dalo pét moda pentatoniky?

6.4 Jak Pythagorejska pentatonika zni?
Jeste se podivejme, jak Pythagorejska pentatonika zni -
viz obr. 6.12 az 6.16 + odkazy na videa se zvukem v po-

pisku obrazkt. Nahravky byly porizeny pomoci programku
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https://www.physics.byu.edu/faculty /durfee/ TemperamentStudio/,
ktery umoznuje nastavit si rizné druhy ladéni.

Vsimnéme si jesté (obr.6.13), ze kdybychom Méd 3. Bluesova du-
rova posunuli o pil tonu vyse, dostaneme pét cernych klaves na klaviru.

Obrazek 6.12: 1. Durova
https://youtu.be/ms-uRrtqW4g

Obrazek 6.13: 2. Bluesova durova
https://youtu.be/FZvJDR0OOG;8

Obrazek 6.14: 3. Egyptska:
https://youtu.be/{Znqx46VjVE

60


https://www.physics.byu.edu/faculty/durfee/TemperamentStudio/
https://youtu.be/ms-uRrtqW4g
https://youtu.be/FZvJDR0O6j8
https://youtu.be/fZnqx46VjVE

KAPITOLA 6. PYTHAGOREJSKE LADENTI

N7,
PPN

5
~N
-~
n
o
N

Obrazek 6.15: 4. Molova:
https://youtu.be/ZVW30OnWLHy4

2437128

Obrazek 6.16: 5. Bluesova molova:
https://youtu.be/s8mu9Y0QQbw
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6.5 Pythagorejska heptatonika

Nyni chceme pocet tont v oktavé zvysit. Misto ¢tyr kvintovych skoki,
které jsme pouzili v pentatonice, pouzijeme kvintovych skoku Sest. (Pét
skokti by bylo malo — prostor oktavy by byl Sesti tony vyplnén dosti
nerovnomérné.) Dostaneme sedmiténovou stupnici — heptatoniku. Viz
aplet v GeoGebre: https://ggbm.at/uqbaxb7n a obrazky 6.17 az 6.29.
Protoze skoky muzeme opét délat nahoru i doli, dostavame 7 mddi
Pythagorejské heptatoniky:

7 modi Pythagorejské
heptatoniky

1. méd — 5 nahoru + 1 doli
2. méd — 3 nahoru + 3 dolt
3. mod — 1 nahoru + 5 dola
4. méd — 6 nahoru + 0 dolt
5. méd — 4 nahoru + 2 dolt
6. mo6éd — 2 nahoru + 4 dolt

7. méd — 0 nahoru + 6 dolu

v

Obdobné jako u pentatonik dopocitame hodnoty intervali jednotli-
vych médi.

1. J6nsky médus (durova stupnice) (5 1+ 1 |)

81 4 3 27 243
@ 3 2 16 18 (&5

L 9;
8
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Jénsky médus (obr.6.17) je nase durova stupnice. Zakladem tohoto

mé6du (viz obr.6.18) je pentatonika 1. durova (nepodtrzené tény), k

niz priddme z pentatoniky 2. bluesové durové podtrzeny tén (e — %

3
) a novy dvakrat podtrzeny tén (h — %4‘;), ktery se v pentatonikach

nevyskytuje. (Je to prvni z téch tii chyb_éjicich do 12-ti tonové pytha-
gorejské stupnice).

2. Dé6rsky médus (3 1+ 3 ))

9 32 4 3 27 16
gv Za ga §a Ev 5 (69)

Zakladem Dérského moédu (obr.6.19) je pentatonika 3. egyptska
(nepodtrzené tény), kterou doplnime ténem es — % z pentatoniky 2.
bluesové a téonem a — f—g z pentatoniky 4. mollové (obr.6.20).

Dorsky mod neobsahuje zadné nové toény, které by se nevyskyto-
valy v pentatonikach.

3. Frygicky médus (1 T+ 5 )

256 32 4 3 128 16
243" 277 3 2 817 9

\. .

1; (6.10)

Zakladem Frygického médu (obr.6.21) je pentatonika 5. bluesova
mollova (nepodtrzené tény), kterou doplnime ténem g—% z pentatoniky

4. mollové a ténem a — 2 z pentatoniky 4. mollové (obr.6.22).

Frygicky mod pfinasi novy tém des ~ %, ktery se nevyskytoval

v pentatonikdch. (Je to druhy z téch tii chybéjicich do 12-ti ténové
pythagorejské stupnice).
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4. Lydicky médus (6 T + 0 |)

81 729 3 27T 243
647 5127 20 167 128

. J

(6.11)

Zakladem Lydického médu (obr.6.23) je pentatonika 1. durova (ne-
podtrzené tény).

Tento méd prinasi dva tény, které nejsou v pentatonikéch (dvakrat
podtrzené). Je to tén h ~ %, ktery nam dal uz modus 1. Jonsky. Déale
uplné novym ténem je [is ~ 3?3 (obr.6.24). U 7. médu dostaneme
ton velice podobny tomuto ténu, coz jak se ukaze, bude zdrojem
komplikaci...

5. Mixolydicky médus (4 T + 2 )

9 81 4 3 27 16

> 2 2 2 12
) ]’ ﬂ’ 5 9’ 16’ i (6 )

Zakladem Mixolydického médu (obr.6.25) je pentatonika 2. Blue-

sova durova (nepodtrzené tény), kterou doplnime ténem hes ~ 8 7z

9
pentatoniky 3. Egyptské a téonem e ~ 8L 7 pentatoniky 1. Durové

64
(obr.6.26).
Mixolydicky mod neobsahuje zZadné nové tény, které by se
nevyskytovaly v pentatonikach.

6. Aiolsky médus (mollova stupnice) (2 T + 4 )

9 32 4 3 128 16
o 2o .o 2. . 1
? §7 277 37 27 81 ? 9 (6 3)

Zakladem Aiolského médu (obr.6.27) je pentatonika 4. Mollova (ne-
podtrzené tény), kterou doplnime ténem d ~ % z pentatoniky 3. Egypt-
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ské a ténem as ~ 2% z pentatoniky 5. Bluesové mollové (obr.6.28).

Aiolsky mdéd neobsahuje zadné nové tény, které by se nevyskyto-
valy v pentatonikach.

7. Lokricky médus (0 1 + 6 |)

256 32 4 1024 128 16

oo 27 3 e sl 9

(6.14)

Zakladem Lokrického médu (obr.6.29) je pentatonika 5. bluesova
mollova (nepodtrzené tony).

Tento méd prindsi dva tény, které nejsou v pentatonikdch (dva-

krat podtrzené). Je to tom des ~ %, ktery nam dal uz modus 3.
Frygicky. Déle Uplné novym ténem je ges ~ % = 1,40 (obr.6.30).
U 4. médu jsme dostali tén velice podobny tomuto téonu, a sice tom
fis ~ 25 =1,42. Pro¢ fis a ges nesplyvaji? A jaké to ma disledky?
Na to si posvitime jiz za chvili!

Celkovy prehled vsech moédt pythagorejské heptatoniky a jejich
vztahu k pentatonickym moédim vidime na obr.6.11 a déle v apletu
v GeoGebrie https://ggbm.at/rkkdrppk.

Vypoctem se snadno presvédcime, ze stejné jako u pentatoniky jsou
i u heptatoniky itervaly mezi tény ve vsech médech jen dvojiho druhu:

Intervaly Pythagorejské heptatoniky

. % je pythagorejsky cely ton
% je pythagorejsky maly pultén (pythagorejské limma,
pythagorejsky diatonicky pulton)

Oznac¢me cely téon jako C a maly pultén jako p. Potom lze po-
sloupnosti intervalti mezi tény jednotlivych médu psat takto:
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7 modi Pythagorejské
heptatoniky

1. mod: CCpCCCp — durova
2. mod: CpCCCpC
3. mod: pCCCpCC
4. méd: CCCpCChp
5. méd: CCpCCpC
6. méd: CpCCpCC' — mollova
7. mod: pCCpCCC

\

Vidime, ze jednotlivé posloupnosti jsou jako u pentatoniky opét jen
vzajemné cyklické zamény. To souhlasi i s kruhovymi schématy, kdy
jednotlivé mody heptatoniky jsou znazornény jako vzajemné pootocené
heptagony.

Vidime, ze nase pythagorejska heptatonika obsahuje 2 pualtony a 5
celych tént, pricemz oba pultony jsou vzdy oddéleny dvéma ¢i tremi
celymi tény, takze jsou co nejdal od sebe. (tedy nikoli napiiklad
CCppCCC nebo CCpCpCC). Takova stupnice se nazyva diatonicka.

Definice 5: Diatonicka stupnice

Diatonicka stupnice je stupnice, ktera spliuje tii podminky:
1) méd sedm téni (heptatonika)

2) z toho jsou 2 pultény a 5 celych ténu

3) pultény jsou co nejdél od sebe (tedy jsou oddéleny dvéma nebo
tfemi celymi tény)

\ J

Na klaviru tvori diatonickou stupnici 7 bilych klaves
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(c,d,e, f,g,a,h,c). (Ale nikoli v pythagorejském, nybrz v tempe-
rovaném ladéni!).
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Obrazek 6.17: 1 — Jénsky médus — durova stupnice

213
128

h

. 2.
T Bluesova
Durova Durova

Obrazek 6.18: 1 — Jénsky mddus — stavba
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'k.
Bluesova | 4.
Mollova

Durova

Obrézek 6.20: 2. Dérsky médus — stavba
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Obrazek 6.21: 3. Frygicky médus

256
243

5.
4. Bluesova
Mollové mollova

Obrézek 6.22: 3. Frygicky médus — stavba
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Obréazek 6.23: 4. Lydicky médus

1.
Durova

Obréazek 6.24: 4. Lydicky médus — stavba

71



6.5. PYTHAGOREJSKA HEPTATONIKA

Yoo

2.
Bluesova durova

1.
Durova

Obrazek 6.26: 5. Mixolydicky modus — stavba
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3. 4.
Bluesova
mollova

Obréazek 6.28: 6. Aiolsky médus — stavba
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5.
Bluesova
mollova

1024

965~ 739

Obrazek 6.30: 7. Lokricky médus — stavba
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Obrézek 6.31: Vztahy mezi médy pentatoniky a heptatoniky
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6.6 Pythagorejské komma poprvé ttoci

c
1 2
171 5—des

3]

Obréazek 6.32

Co ndm dalo sedm médu heptatoniky? Dalo nam celkem 13 tont
(zékladni ton ¢ + 6 kvint nahoru + 6 kvint doli — viz obr.6.32 a aplet
v GeovéGebre https://ggbm.at/dkn6basa). Vidime, ze Sesta vzestupnd
kvinta fis ~ % = 1,42 je o trosicku vyssi nez Sesta sestupnd kvinta
ges ~ 228 = 1,40. To je ale lapélie.

To, ze nam to nevyjde, bylo ale jasné uz od zacatku — jiz prvni
vzestupna kvinta g nepadla na ciferniku pfesné do ¢isla 7, ale kousek
dal, stejné tak prvni sestupnd kvinta f vysla kousek pred ¢islo 5. Dalsimi
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skoky se tato odchylka jen zvysovala.

Pocetné je to také zfejmé — aby se néjaka kvinta sesla s jinou, muselo

by platit
(%) .Qr:(ﬁ) s
2 2

zde mocniny ¢isla 3/2 znamenaji kvintovy skok nahoru ¢i doli — podla
znaménka m,n a mocniny ¢isla 2 znamenaji navrat nahoru ¢i doli
(podle znaménka 7, s) do nasi oktavy. Po tpravé by muselo platit

3mfn — 2s+mfrfn
cili

3» = 91 (6.15)

Ale tato rovnost nemize nastat, pac leva strana je licha a prava suda.

Kdybychom chtéli, aby tény fis a ges splynuly v jeden (na ciferniku v
¢isle 6), museli bychom dokonalou kvintu %, kterda nam generuje dalsi
tony zmensit trosku tak, aby prvni vygenerovany ton g padl na cifer-
niku presné tam, kde je cislo 7. Pak by nam vSechny dalsi vygenerované
tony padaly presné na ¢isla na ciferniku a tony fis a ges by splynuly v
jeden v ¢isle 6. Tento postup je zdkladem rovnomeérného temperovaného
ladéni (viz pozdéji).

Rozdil mezi tény fis a ges je sice docela maly, ale vyznamny. Tento
interval se nazyva Pythagorejské komma a jeho hodnota je:

Pythagorejské komma

729 1024 312 531441
R R = 1,01 1
512 729 ~ 20  poagss 010 (6.16)
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V dalsim uvidime Ze se ndm bude Pythagorejské komma objevovat
jesté nékolikrat.

Zatim jsme vyvodili pomoci vzestupnych a sestupnych kvint sedm
mo6dua heptatoniky (vznikla diatonickd stupnice). Sedm tént je prima,
napiiklad Jonsky mddus (5 1T +1 |) — tedy nase durova stupnice
(c,d,e, f,g,a,h,c) tvori vSechny bilé kldvesy na klaviru a umozni
nam zahrat spoustu bezvadnejch songt. Tieba ,,Ovcaci ¢tveraci“. Po-
kud bychom vsak chtéli zahrat tuhle pecku vod décka, tak ndm bude
chybét klavesa, pa¢ potiebujeme fis (¢ernd klavesa). Proto je rozumné
si prostor oktavy tvoreny 7 tony, kde se stiidaji celé tony a pultony, do-
plnit na 12 tént (jak ndm nabizi obrazek 6.32), kde je oktéva rozdélena
po pultonech. Takze si vytvorime 12-ti ténovou — tzv. chromatickou
— stupnici.
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6.7 Pythagorejska chromaticka stupnice

Lecgo-uonit! N6, upfimné feceno, uz mame témi heptatonickymi mody
pékné naslapnuto — v obrazku 6.32 mame pohromadé vSechny tony,
které je schopno vygenerovat 6 vzestupnych a 6 sestupnych kvint (spolu
se zakladnim tiiem c¢ je jich 13 — jeden je bohuzel kuzel rozstépeny).
Jak vime z tvorby pentatonik a heptatonik, je toto ale jen jeden z 12
moznych médu pro 12-titoniku (6 1 +6 |). Na tvorbu jednotlivych
dalsich médi se ale vykasleme, pa¢ vime, ze podstatné jsou jen ty krajni
(11140} a 01 +11 |). Dopocitame si frekvence 11-ti vzestupnych a
11-ti sestupnych kvint a zobrazime si je (viz obr.6.33 + aplet v Geové
Gebfe https://ggbm.at/mqy3kumn) (V obrazku jsou jesté 12-té kvinty,
kdy vzestupna prekroci tén ¢ o pythagorejské komma a sestupna je o
toto komma nize nez tén ¢). Co tomu 1ikas? To je silice! Vidime, ze se
nam kazdy tén na ciferniku (kromeé zakladniho ¢) rozstépil na dva a
mezi nimi je pythagorejské kommal!

Nyni mame dvé moznosti — zachovat rozstépeni a vytvorit stupnici s
22 tény nebo pouzit jen 12 téni.

6.7.1 12-ti téonova stupnice

Vybereme k zakladnimu ténu ¢ 11 ténii. Vezmeme ty, které jsou dany co
nejnizsimi ¢iselnymi pomeéry. V obrazku 6.33 jsou to tény oznacené cer-
nymi ¢tverecky. Porovnanim s obrazkem 6.32 vidime, Ze jsou to vsechno
tony, které jsme uz dostali diky sedmi médim heptatoniky — kromeé ténu

ges ~ %, ktery vypustime.

Vypadd  to  takto: obr.6.34 + aplet v  GeoGebie
https://ggbm.at/tmmbsj7h. Dostavdme dva druhy pultéoni a dva
druhy celych ténii:
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Celé tony a pultony Pythagorejské 12-ti téonové stupnice

9 _
« £ = 1,125 je pythagorejsky velky cely ton

65536 - s o g . s
* o010 — 1,110 je pythagorejsky maly cely ton

. géig = 1,068 je pythagorejsky velky pulton (pgthagorej-

ské apotomé, piythagorejsky chromaticky pulton)

« 338 = 1,053 je pythagorejsky maly pultén (pythagorej-

ské limma, pythagorejsky diatonicky pulton)

V obrazku 6.35 vidime kvintu vytvorenou od tonu c, ktera je cista.
podobné ¢isté jsou i kvinty vytvorené od dalsich téni nasi stupnice,
az na jedinou kvintu, vytvorenou od ténu fis (obr.6.36). Ta je o
trochu nizsi nez cista kvmta a zove se vIéi kvinta (je jako vyti
vlkil). Odpovidd ji interval 2 311 = 1,48 — nikoli tedy potiebnych 1,5.
Tato nedokonalost je zplisobena tim, ze tén fis jsme vytvorili jako
6.vzestupnou kvintu, kdezto des jako 5.sestupnou kvintu. Jak jiz vime
(vztah 6.15), posloupnost kvint neni uzaviend a zadné dvé kvinty (af
uz vzestupné ¢i sestupné) se nemohou nikdy sejit.

Kvinty pythagorejské 12-ti téonové stupnice

. g = 1,5 je ¢ista kvinta — je jich 11, od kazdého ténu kromé
18

—

218 962144 - . v, . o . . .
* 3 = T — 1,480 je vI€i kvinta — je jen 1, od fis viz

video na tubé: https://youtu.be/J4HwXwvCRp8

. J

Snadno ovérime, ze vléi kvinta je o pythagorejské komma nizsi nez
¢ista kvinta

Cista kvinta 3:2 312 , L
1 vinta, 218 311 219 Pythagorejské komma

30


https://youtu.be/J4HwXwvCRp8

KAPITOLA 6. PYTHAGOREJSKE LADENTI

Yoo

Tento vztah je krastné vidét i z obrazku 6.36. Od ténu fis bychom
¢istou kvintu dostali skokem na cis, které jsme ale pti vybéru téont do
12-ti ténové stupnice nepouzili. A rozdil mezi cis a des je pravé vlci
kvinta.

6.7.2 Problémy pythagorejského ladéni
1) VI¢i kvinta

Viz vyse (https://youtu.be/J4AHwXwvCRpS).

2) Tercie

Tercie £+ zné&ji dost blbé! (https://youtu.be/hVIoWk0QrBo)

3) Akordy

Akordy C, G, F' znénji v pythagorejském ladéni hrozné — mohou za to
tercie (https://youtu.be/82tKQmcUOak).

4) Transpozice

Dejme tomu, ze naladime klavesy klaviru od ténu ¢ v pythagorej-
ském ladéni. Zahrajeme néjakou skladbu, kterd zni od tohoto ténu
dobfe. Protoze piltény nejsou totozné (zde mame 2 rizné pultény),
tak zahrajeme-li tutéz skladbu od jiného tonu, napriklad od fis, zméni
se poradi velkych a malych pultont a skladba bude znit faleSné.
(https://youtu.be/yDWaeK1rUtY). V ukézce v odkazu vyse je napii-
klad koleda ,, Veselé vano¢ni hody“, kterd za¢ind tény ¢ — e — g (stejné
jako ,, Ovcéci ¢tveraci*). Po transpozici do téonu fis budou prvni ti tény
fis—hes—des. (viz obr.6.37). Interval mezi tény 2 a 3 se nezmeéni (mald

tercie 32) ale interval mezi tony 1 a 2 se transpozici snizi z velké tercie
81 8192

o pythagorejské komma na hodnotu g5=.
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Kdybychom chtéli, aby skladba po transpozici znéla stale stejné, mu-
seli bychom mit vsechny pultony stejné — to dokaze jen rovnomeérné
temperované ladéni — viz dale.

Shrnuti

Pythagorejské ladéni se v hudbé pouzivalo az do stredovéku. Kviili
Spatné znéjicim akordim brzdilo rozvoj polyfonie. Ty kluci se s tim
halt museli poprat.

Tyto problémy ale neodrazuji ani dnesni hudebniky:
Mikrotonalni kytara:
https://www.youtube.com/channel/UCf7D8860BahxSSwBRVIibOA a
také https://www.youtube.com/watch?v=MYK_ PFIWTRE

Lou Harrison - Sonata in Ishartum:
https://www.youtube.com/watch?v=JxNgd-kn5go

82


https://www.youtube.com/channel/UCf7D886oBahxSSwBRVIib0A
https://www.youtube.com/watch?v=MYK_PF9WTRE
https://www.youtube.com/watch?v=JxNgd-kn5go

KAPITOLA 6. PYTHAGOREJSKE LADENI
Yoo

@
12 — deses [1 - 2] 12 — his
1 1
5—h [524288] [531441] 5_ des
[@] 262144 @
7 —ces 2 243 7 —cis

2187
2048

531441

3—es
32
\\'/'/ 27
9 — heses 9 — dis
32768 19683
19683 [IE%EZ]
8—g
6561
4096

8 — fes
4 —as

8192
6561

11 — eis
[262144] 6 — fis 6 — ges [177147]
177147 729 1024 131072
m) [

Obrazek 6.33: 12 kvint nahoru + 12 kvint dol1!
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Velky cely tén
= limma + apotomé

2187 37
2048 2u
Pythagorejsky velky pultén

Apotomé = = 1,068

28 37T 9
zg.ﬁzgzl,l%
2 — hes
E
9
3—a
ﬂ
16
4 —as
128
81

Maly cely tén
= limma + limma

28 28 216 2
T3 3 30 37 28 3w
65536 8 = oMz 9m
=" 21,110 ¢, 256 28 211" 35~ 2
50049 bty = 57 = o5 = LU s

Pythagorejsky maly piltén 524288

Obrazek 6.34: Pythagorejskd 12-ti tonova
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Pythagorejské komma
= apotomé — limma

= 1,0136
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11 cistych kvint
od vsech ténu

kromé fis
3
S=1.
2 5

Obrazek 6.36: VI¢i kvinta
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c a7
[1 N g} 5 — des Apotomé = % = 1,068
9 _ hes L 7} Pythagorejsky velky pulton
16
{9} Limmaz?—:il,OSS

Pythagorejsky maly pulton

81
—e: LALA~— =1,2
c—¢€ o , 266

2
e—g:LAL~2—7£1,185

8192
81 is — hes : LLAL ~ 5202 = 1 94
{—] Jis = hes G501 — 249

L=g hes—des:ALLNg—iil,l%
P] 6 — fis
[@} Rozdil mezi ¢ — e a fis — hes je A — L,
bl coZ je pythagorejské komma!

Obrazek 6.37: Veselé vanocéni hody — problém transpozice
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7.1. 5-LIMIT

7.1 5-limit

https://en.wikipedia.org/wiki/Five-limit_ tuning

In Pythagorean tuning, perhaps the first tuning system theorized
in the West,[7] the only highly consonant intervals were the perfect
fifth and its inversion, the perfect fourth. The Pythagorean major third
(81:64) and minor third (32:27) were dissonant, and this prevented mu-
sicians from using triads and chords, forcing them for centuries to write
music with relatively simple texture. In late Middle Ages, musicians
realized that by slightly tempering the pitch of some notes, the Pytha-
gorean thirds could be made consonant. For instance, if you decrease by
a syntonic comma (81:80) the frequency of E, C-E (a major third), and
E-G (a minor third) become just. Namely, C-E is narrowed to a justly
intonated ratio of

and at the same time E-G is widened to the just ratio of

The drawback is that the fifths A-E and E-B, by flattening E, become
almost as dissonant as the Pythagorean wolf fifth. But the fifth C-G
stays consonant, since only E has been flattened (C-E * E-G = 5/4 *
6/5 = 3/2), and can be used together with C-E to produce a C-major
triad (C-E-G).

By generalizing this simple rationale, Gioseffo Zarlino, in the late
sixteenth century, created the first justly intonated 7-tone (diatonic)
scale, which contained pure perfect fifths (3:2), pure major thirds, and
pure minor thirds:

This is a sequence of just major thirds (M3, ratio 5:4) and just minor
thirds (m3, ratio 6:5), starting from F:

F + M3 + m3 + M3 + m3 + M3 4+ m3
Since M3 + m3 = P5 (perfect fifth), i.e.,, 5/4 * 6/5 = 3/2, this is
exactly equivalent to the diatonic scale obtained in 5-limit just into-

nation, and hence can be viewed as a subset of the construction table
used for the 12-tone (chromatic) scale:
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where both rows are sequences of just fifths, and F-A, C-E, G-B are
just major thirds: M3 M3 M3 + + + F + P5 + P5 + P5

Aplety v GeoGebie: https://www.geogebra.org/m/hvpgyfwd#
chapter/380467
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8.1 Stredoténové ladéni

8.2 Rovnomeérné temperované ladéni
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