Integral definida

Dada una funcion f(x) de variable real y un intervalo [a,b]€ R, la integral definida es igual al
area limitada entre la grafica de f(x), el eje de abscisas, y rectasx =ay x = b.

fx)

Se representa por f: f(x)dx.

[ es el signo de integracion.

a limite inferior de la integracion.

b limite superior de la integracion.

f(x) es el integrando o funcién a integrar.

dx es diferencial de x, e indica cudl es la variable de la funcion que se integra.
Propiedades de la integral definida

1. El valor de la integral definida cambia de signo si se permutan los limites de integracion.
& 2
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2. Si los limites que integracion coinciden, la integral definida vale cero.

[ reydn=0

3. Si ¢ es un punto interior del intervalo [a, b], la integral definida se descompone como una
suma de dos integrales extendidas a los intervalos [a, c] y [c, b].

[ reoac=[ feyac+ | foodx

4. La integral definida de una suma de funciones es igual a la suma de integrales (Propiedad de
linealidad)-

[T +g o) o= £ GO de+ || gGo) e

5. La integral del producto de una constante por una funcion es igual a la constante por la integral
de la funcion.
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Funcidn inteqral

Sea f(t) una funcion continua en el intervalo [a, b]. A partir de esta funcion se define la funcion
integral:

Feo=[ [ dt

que depende del limite superior de integracion.

Geométricamente la funcién integral, F(x), representa el area del recinto limitado por la curva
y = f(t), el eje de abscisas y lasrectast =ayt=x.

Fix)

A la funcion integral, F(x), también se le llama funcion de areas de f en el intervalo [a, b].

Teorema fundamental del calculo

Sea f(x) una funcion continua en (a,b). Sea

F) = J, f(D)dt=

Entonces
F'(x) = f(x)

El teorema fundamental del calculo nos indica que la derivacion y la integracion son
operaciones inversas: si una funcion continua primero se integra y luego se deriva, se recupera la funcion
original.

Ejemplos
Calcular la derivada de las funciones:
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Flx) = J‘l

E=x
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Reqgla de Barrow

Isaac Barrow (1630-1677) fue un matematico inglés, cuya aportacion mas importante a las
Matematicas fue la unién del calculo diferencial e integral. La regla de Barrow dice que la integral
definida de una funcién continua f(x) en un intervalo cerrado [a, b] es igual a la diferencia entre los
valores que toma una funcion primitiva G(x) de f(x), en los extremos de dicho intervalo.



[ 7 ax=[a(x)] = a(b)-cla)

Ejemplos

Calcular las siguientes integrales definidas aplicando la regla de Barrow.
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Calculamos la integral definida por cambio de variable.

jsen X
x=£2
dr = 2idi

Hallamos los nuevos limites de integracion.
x=10 #=0 £=0
x= £ =g =1
_[ sen ¢ xdr:zjrsmrdr

Integramos por partes.

bt e war =1

v = gen § —HLEETA v = —cast

zjrsmrdr = 2(—rcosr +_r cosrdr) = 2(—tcost +sent) +C

E_Lﬂrsenr dt=2[-tcost+ sen.if];r = 2

También se puede hacer sin transformar los limites de integracion y volviendo a la variable inicial.

£=fx

_[ Sefa it = 2[—«1’;005 x+sen\f§) +

_[; sen«f? dx = 2[—\."’;:@5 x+ sen\E]; =2

Teorema de la media

El teorema de la media o teorema del valor medio para integrales dice que:

Si una funcion es continua en un intervalo cerrado [a, b], existe un punto c en el interior del
intervalo tal que:

[ feeydc=(b-a)-f(c)
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fle)

Ejemplos
1. Hallar el valor de c, del teorema de la media, de la funcién f(x) = 3x? en el intervalo [-4, —1].

Como la funcion es continua en el intervalo [-4, —1], se puede aplicar el teorema de la media.

[T3c ac=[x],=-1+64=63
63=[-1-(-4)]- 7 (¢)
Flei=21 3¢ = 21 c=—f7

La solucion positiva no es valida porque no pertenece al intervalo.

2. ¢Es aplicable el teorema del valor medio del calculo integral a la siguiente funcion en el
intervalo [0, 1]?

e W

Como la funcion es continua en [0, 1], se puede aplicar el teorema de la media.

b b e [e7 ] -
fey=(1-0)(v2-1) fe=+2-1
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Ejemplos de integrales definidas
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= 2[t-In{1+¢)] = 4-2In3

Aplicaciones de la inteqgral

Area de una funcién v el eje de abscisas

1. La funcién es positiva

Si la funcidn es positiva en un intervalo [a, b] entonces la grafica de la funcion esta por encima del
eje de abscisas. El area de la funcion viene dada por:

A=I: F&) e

Para hallar el area seguiremos los siguientes pasos:
1° Se calculan los puntos de corte con el eje OX, haciendo f(x) = 0 y resolviendo la ecuacion.

2° El area es igual a la integral definida de la funcidn que tiene como limites de integracion los
puntos de corte.

Ejemplos
1. Calcular el area del recinto limitado por la curva y = 4x — x* y el eje OX.

En primer lugar hallamos los puntos de corte con el eje OX para representar la curva y conocer los
limites de integracion.

0=dx-x* x=10 x=4

10
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En segundo lugar se calcula la integral:

4
1‘1=.[:[4x—x2)cix= |:2x2—x;:| = Eug
o

2. Hallar el area de la region del plano encerrada por la curva y = In x entre el punto de corte con
el eje OX y el punto de abscisa x = e.

14

En primer lugar calculamos el punto de corte con el eje de abscisas.

Inx=0 e =1 (1,0)
1
jlnxcf,ac
i
v=lnx derivar . = 1
X

=1 integrar =7

_[ ]nxr;ix=x]nx—j de=xlnx-x+0C

_[ullnx dr = [x[]nx— 1)1 = 0+1= 12

2. La funcion es negativa

Si la funcidn es negativa en un intervalo [a, b] entonces la gréafica de la funcidn esta por debajo del
eje de abscisas. El area de la funcion viene dada por un viene dada por:

11



A= J':f(x) dx A= “" F(x) di

Ejemplos
1. Calcular el area del recinto limitado por la curvay = x* — 4x y el eje OX.

0=x*-4x =1 =4

o

e

A= -[:[:xz —4x).:fx: [%3—23:2} = —%

= 5
3

2. Hallar el area limitada por la curva y = cos x y el eje Ox entre /2 y 3n/2.

| _

3m

J*El=.r2 cosx.::t’x=[semx]

x
F

3
=se;z—ﬁ—sen£=—l— = -2
2 2

SEIF

|4|= 227

3. La funcion toma valores positivos y negativos

En ese caso el el recinto tiene zonas por encima y por debajo del eje de abscisas. Para calcular el
area de la funcion seguiremos los siguientes pasos:

1° Se calculan los puntos de corte con con el eje OX, haciendo f(x) = 0 y resolviendo la ecuacion.
2° Se ordenan de menor a mayor las raices, que seran los limites de integracion.

12



3° El area es igual a la suma de las integrales definidas en valor absoluto de cada intervalo.
Ejemplos

1. Calcular el area de las regiones del plano limitada por la curva f(x) = x* — 6x° + 8x y el eje OX.

X -6x +8x=0 x[x2—6x+8)=0

A =.[j[x3 - 6x° +8x).:fx+

-r:[f ~ 6z’ +8x) dx

El &rea, por razones de simetria, se puede escribir:

4
2 4
A=2] (£ -6x"+8x) ax =2 T —2x’+4x" | =84
! 4

0

2. Calcular el &rea del circulo de radio r.

Partimos de la ecuacion de la circunferencia x2 + y2 = r2,

El area del circulo es cuatro veces el area del primer cuadrante.
e
A= _[3 Jrf - dc

13



Calculamos la integral indefinida por cambio de variable.
I N = e

X=rgeni

gx =rcosfdl

.[:\r’rj_xz :J.\/rg_rgsenzr rcostr;ff:j,,frj [l—sengr)rcostdr:

= j r cos® tedt :rg_[ cos? et :rz_[ ﬂdz:ﬁ [g+$sen3 Er}+f3

2

Hallamos los nuevos limites de integracion.

=10 0=raent seni =10 i=10
x=r = rsent senf =1 r:g
2
A=r Ly Lsenroe [ [T o)=L
3 4 4 4
A=44 =

Area comprendida entre dos funciones

El &rea comprendida entre dos funciones es igual al area de la funcion que esté situada por encima
menos el area de la funcion que esta situada por debajo.

&
[ lgto- 7o) e
Ejemplos
1. Calcular el area limitada por la curvay = x* -5x + 6 y la recta y = 2x.

En primer lugar hallamos los puntos de corte de las dos funciones para conocer los limites de
integracion.

y:f—5x+6
y==2x

14



De x =1 ax =6, larecta queda por encima de la parabola.

6 1} x3 ?xg 1]
A= [2x- 2 +5x-6)dx=[ (-5 +7x-6) cfx:{—_+__5x} _
=[_6_33+?-263 _35]—[—%+§_5]=§u2

2.Calcular el area limitada por la parébola y* = 4x y la recta y = x.

o dx
{y ¥ =4y ©,0) (4,0
y =X

4

De x =0 a x = 4, la pardbola queda por encima de la recta.

4 ¢ 42 2 8,
A= _[3 Afdx cix—_[] X = J:(«.I'dlx—le o = |:§x —EI = gu
3.Calcular el area limitada por las graficas de las funciones 3y =x? e y = —x? + 4x.

En primer lugar representamos las parabolas a partir del vértice y los puntos de corte con los ejes.

2

_
773
x, =0 ¥y =0 (0.0
y=-x +dx
4
xv:—_—E:Z ¥y, =4 V(2,4)



Hallamos también los puntos de corte de las funciones, que nos daran los limites de integracion.

A=J';

4
— [_Ef +2x2:|: = 12418 =61’

] 3 4
—x2+4x—x— .::t’x=.r ——xt a4y | dx =
3 0 3

4. Calcula el rea de la figura plana limitada por las parabolas y= x* — 2x, y = —x* + 4x.

Representamos las parabolas a partir del vértice y los puntos de corte con los ejes.

X, = % =1 y,=1-2-1=-1 v (1,-1)
0=x"-2x 0=x(x-2) (0,0} (2.0)
X, = :_} 2 y,=-2"+4-2=4 V(2,-4)
O=-x"+4x  0=zx(-x+4) (0,0)  (4,0)

{y:f—zx - 2x=-x +4x (0,0} (33)

16



2
y=x -2X

LgS )

1% ]

A=A+ 4 -4 A=§+9—%=91ﬁ

5.Hallar el area de de la region limitada por las funciones:

y=senX,y=cosX, x=0.

En primer lugar hallamos el punto de interseccion de las funciones:

¥ =senx T
SENX = COSX r=—
¥ =rCosx 4

Yo cosx

" y=senx

o e -.).\ .3\

La grafica del coseno queda por encima de la grafica del seno en el intervalo de integracion.

17
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A= Lr[cosx— sen x) et = [senx + cosx]

Volumen de un cuerpo de revolucion

El volumen del cuerpo de revolucién engendrado al girar la curva f(x) alrededor del eje OX y
limitado por x =ay x = b, viene dado por:

v=al 6]

Ejemplos
1. Hallar el volumen engendrado por las superficies limitadas por las curvas y las rectas dadas al
girar en torno al eje OX:

y =sen X x=0 Yy x==m

v =af sen'x ac=nf [[ l—coszxj}] c:if:%[)i—%%ﬂZ{[:

2. Calcular el volumen del cilindro engendrado por el rectangulo limitado por las rectas y = 2, x =
1yx=4,yeleje OXal girar alrededor de este eje.

L

L
2

v = ,-r.rj':zf‘ dc = 4] x]} =dm(4-1) =127 2

3. Calcular el volumen de la esfera de radio r.
Partimos de la ecuacion de la circunferencia x2 + y2 = r2,

Girando un semicirculo en torno al eje de abscisas se obtiene una esfera.

2 2
y=\r -x

o r

V?Tj(f‘jf)r;ﬁ? ;?T_rr—x af,ac

i 27 2 4 5
=m| - =m| —+|=—mr
3], 3 3) 3
4. Calcular el volumen engendrado por la rotacién del area limitada por la pardbola y* = x y la
recta x = 2, alrededor del eje OY.

Como gira alrededor del eje OY, aplicamos:

18



V= J‘T.[jf dy

El volumen sera la diferencia del engendrado por la recta y el engendrado por la parabola entre los
extremosy=—4ey=4.

Como la parabola es simétrica con respecto al eje OX, el volumen es igual a dos veces el volumen
engendradoentrey=0ey =4.

242

V—E;:T_rfd —2;:-TJ'4 Y | dy=2x|4 —y_j4—gu3
G 1) 7T R

5. Hallar el volumen del elipsoide engendrado por la elipse 16x + 25y? = 400, al girar:
1 Alrededor de su eje mayor.

2 Alrededor de su eje menor.

Como la elipse es simétrica al respecto de los dos ejes el volumen es el doble del engendrado por
la porcion de elipse del primer cuadrante en ambos casos.

400 -16x°
16x% +25y% = 400 32 =Tx (5,0)

19



v = znf[g]dx 27| 16— — ﬁI EL

400 - 25y
16x% +25y% =400 x =Ty (0,4)
s 400 - 25y° 25 . 400
V,=2 dy = 2| 25y - — =—— T i
2 In[ 16 ] [ Y J”I 3

6. Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX el recinto limitado por las
graficas de y = 2x —x% y = —x + 2.

Puntos de interseccidn entre la parabola y la recta:

_ -
e S R N (1,1} (2,0)
y=-x+2

La parabola esta por encima de la recta en el intervalo de integracion.

- ;?TI[Ex % x+2)]c1’x Al (2 45+ 327 +4x-4) dx -

2
1
:ﬁ{ng—x"'+x3+2x2—4x} :%f
1
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