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MATHE.FORSCHER

GeoGebra-Buch ,,Parabeln“

Entdecke Mathematik

in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.
l. Motivation
I.1. Einstieg — Parabeln Qb2 M O)
P B
AL {"

Funktionen helfen uns, Dinge in unserem Alltag berechenbar zu machen. Bisher {,~._- o 3 ..‘1
kennst du nur lineare Funktionen (,,Geraden”) — durch sie kdnnen geradlinige Ob- @lllftq, -....nl
jekte (Hausdach) und Entwicklungen (Flugzeugroute am Himmel) mathematisch be- g:c‘;?,izzzﬁ‘ff””
schreiben. Es gibt in unserem Alltag aber noch so viel mehr Formen.

In diesem ersten Kapitel bekommst du einen Einblick, welche Formen du in den kommenden Wo-

chen kennenlernt und wie man diese geschickt mathematisch beschreiben und untersuchen kann.

1. Skizziere die Ndherungskurven in die folgende Skizze und trage die im Applet ermittelten Glei-
chungen in den nebenstehenden Kasten ein.

Ty T
800m )
700m
GOOm}

SOOm}
400m}
€
(=
300m (584
\ N
0
200 x Ix
1001 e S e a0 a0 o' o ——— T x
1 300m 400m 500m 600m 700m 800m 900m 1000m_110C 0 1400
Bild der Golden Gate Bridge: Von Roulex 45 - Eigenes Werk. CC BY-SA 3.0, http: i ia.org/ php?curid=4216116

2. Vervolistindige den Liickentext.

Der Graph einer linearen Funktion ist eine . Deshalb kann das Tragerseil Richtung Land-
seite durch eine lineare Funktion mit beschrieben werden.
Flr die Beschreibung des in der Mitte der Briicke jedoch sind Geraden

ungeeignet. Daflr braucht man einen anderen Funktionstyp:

Bei der ermittelten Vorschrift kommt die Variable im vor.

Man nennt diese Funktion deshalb quadratische Funktion.

Der Graph einer quadratischen Funktion heiRt Parabel.

3. Forscherfrage

Fige bei Aufgabe 3 mindestens ein eigenes Bild einer Parabel und/oder einer Geraden ein und ermittle deren
Funktionsgleichungen. Folge dafiir den Anweisungen in der Aufgabe. Falls moéglich erstelle einen Screenshot,
drucke diesen aus und hefte ihn an diese Seite.
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Entdecke Mathematik

in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.
1.2. Exkurs — Modellierung @ e Saofr -8 0,
F'l.r_p"
1)
Im Folgenden findest du zwei mogliche Lagen (1) und (ll) fir den Ursprung eines éﬂ e
4 ol M|
- (s ]
Koordinatensystems im Fall fiir die Beschreibung des Wasserstrahls in einem Brun @’t‘:‘&,*"m‘
QR-Code GeoGebra
nen.

Buch "Parabeln"

a) Notiere jeweils unter die Abbildungen die Vor- bzw. Nachteile der gewahlten Lage des Ur-

sprungs.

%

<5

Koordinatenachsen & (”) Koordinatenachsen
/| Gleichung @ /| Gleichung

2 msemy  y=—05¢

y= —0.5x2 + 3.3x
andere mdgliche Darstellung:

y = —0.5(x — 0)*+0

andere mdgliche Darstellung:

y = —0.5(x —3.3)>+5.4

b) Entscheide, welche Wahl findest du sinnvoller findest. Begriinde deine Antwort entsprechend.
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Entdecke Mathematik

in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.
Il. Die Normalparabel
. . . - 2 - .
Il.1. Die Normalparabel mit der Gleichungy = x @*,d:;a&
g L 4

Skizziere den Graphen der Normalparabel mit der Gleichung y = x? in das Koordi-

natensystem unten. Markiere ihren Scheitelpunkt und nenne mindestens zwei Ei-

genschaften der Normalparabel, die direkt an ihrem Graphen abzulesen sind.

A
¥

A A
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11.2. y-Wert bei gegebenem x-Wert -! 2"",..3 =)
a) Bearbeite die Seite im GeoGebra-Buch und beschreibe das Vorgehen mit eige- :‘2'5*“_1‘5'.]
nen Worten. 'Eftwpb‘ _ }
b) Denke dir einen x-Wert und berechne selbst den zugehérigen y-Wert der Nor- ‘@1“.‘? o _"
malparabel mit der Gleichung y = x? QR-Code GeoGebra
c) Stelle die Aufgabe deinem Nachbarn — bearbeite selbst seine Aufgabe. Buch Parabeln”
Als Hilfe / Kontrolle kannst du das Applet oder deinen Taschenrechner benutzen.
I.3. x-Wert bei gegebenem y-Wert @j}l’.’:" . [8)
a) Bearbeite die Seite im GeoGebra-Buch und beschreibe das Vorgehen mit eige- ':"l p b‘.:i"r:':f
nen Worten. oy pul

b) Denke dir einen y-Wert und berechne selbst den/die zugehdrigen x-Wert/e der @ 2 O &;.l.“ 2
QR-Code GeoGebra
Buch "Parabeln”

Normalparabel mit der Gleichung y = x?
c) Stelle die Aufgabe deinem Nachbarn — bearbeite selbst seine Aufgabe.

Als Hilfe / Kontrolle kannst du das Applet oder deinen Taschenrechner benutzen.

11.4. Zusammenfassung

Das Applet fasst das Kapitel zusammen und kann dir im Laufe des Buches helfen,

bei einer Aufgabe x- oder y-Wert zu finden und/oder zu iberpriifen, ob ein Punkt

auf einer Parabel liegt. QR-Code Geolebra
Buch "Parabeln”

Uberpriife dein Wissen mithilfe der Ubungsaufgabe — du kannst auch live gegen deine Mitschiiler

spielen.
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Ill. Normalparabeln im Koordinatensystem verschieben

MATHE.FORSCHER

E ldtckt Mathematik
r Welt

Entdecken. Erforschen. Erkennen.

11l.1. Normalparabeln in y-Richtung verschieben

Gegeben sind die Normalparabeln mit den Gleichungen

g:y=x>*+2 und hiy=x%-1.

QlEAE A0
s

‘ Oy Parabe\n
- vt l. ‘

@#“# I'd‘ca.

QR-Code GeoGebra

. . . . . Buch "Parabeln"
a) Gib eine Vermutung an, welche Auswirkungen diese Veranderung der Para-

belgleichung auf die Normalparabel mit der Gleichung y = x? hat.

b) Erstelle jeweils eine Werte-Tabelle fiir g und h und skizziere die entsprechenden Graphen.
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in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.

111.2. Normalparabeln in x-Richtung verschieben

Im Folgenden die rote Normalparabel mit Scheitel S (0| 0) und der Gleichung
y = x? parallel zur x-Achse verschoben. Es entsteht die blaue Normalparabel. Gib

jeweils eine Gleichung fir diese blaue Normalparabel an.

@ﬁ:f‘ﬁ" 10,
,:'t-
ft.l Parabe\n '."i:'i.

AL S TR
QR-Code GeoGebra
Buch "Parabeln”

Et

Parabel 1:
f'ﬂ
x/
X
-6 -5 -4 -3 1 2 3 4 6
Gleichung der blauen Normalparabel:
Parabel 2:
fﬁ
x/
X
-5 -5 1 2 3 4 6

Gleichung der blauen Normalparabel:
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Entdecke Mathematik

in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.

111.3. Zusammenfassung — Normalparabeln im Koordinatensystem verschieben

Gegeben ist die Parabelgleichung y = (x — 2)? + 1.

a)  Beschreibe, wie der Graph aus der Normalparabel mit der Gleichung y = x?

hervorgeht.

b)  Skizziere den entsprechenden Graphen.

Uberpriife deine Vermutung mit Hilfe des Applets im GeoGebra Buch.
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in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.
Zusammenfassung @ LA rfl"' @
.!":l"l 1.'
Die allgemeine Gleichung einer verschobenen Normalparabel lautet y = (x — d)? +e. a,ahe.n
Beschreibe in eigenen Worten, welchen Einfluss die Parameter d und e auf die Verschie- .ui ‘m.

QR Code GeoGebra

bung der Normalparabel y = x? im Koordinatensystem haben. Buch "Parabeln”

Aufgabe:
Gib die Gleichungen der abgebildeten

Normalparabeln an.

blau:

rot: X
1 2 8

grun:

=5

—6
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Entdecke Mathematik

in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.
IV. Form einer Parabel verandern
IV.1. Parabeln spiegeln und strecken @t" o =)
:.-_p*« xt
Erldutere kurz, warum es manchmal sinnvoll ist eine Parabel in y-Richtung zu strecken. rll"’ ‘f
&} Parabe\n
st

QR-Code GeoGebra
Buch "Parabeln"

Uberlege dir, wann es sinnvoll ist, eine Parabel an der x-Achse zu spiegeln.

Begriinde, warum ist es nicht sinnvoll, Parabel mit Scheitel S (0 | 0 ) an der y-Achse zu spiegeln.

Beschreibe, woran man bei einer Parabelgleichung erkennen kann, ob die Parabel breiter oder enger als die
entsprechende Normalparabel ist und ob die Parabel an der x-Achse gespiegelt wurde.

Aufgabe:
a) Gegebensind die folgenden gestreckten Parabeln. Gib ndherungsweise den Streckfaktor sowie eine mog-

liche Parabelgleichung an:

[ 51 vansparont machen! MM [ 51 vansparont machen! MM
4 4
3 3
2 2

Streckfaktor: .S.tr—é‘c.k‘-fé ktor:

Parabelgleichung: Parabelgleichung:

Uberpriife deine Vermutung mit Hilfe des Applets im GeoGebra Buch.

b) Untersuche (zunichst ohne Applet), welche Auswirkungen sich auf den Graphen ergeben, wenn der rote
Punkt in obigen Graphen auf der x- bzw. auf der y-Achse liegen wiirde.

- Seite 9 -
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1V.2. Den Streckfaktor a rechnerisch und zeichnerisch bestimmen ‘ig:’
H'Er"'l-; ‘f"]
Schaue dir im GeoGebra Buch an, wie man den Steckfaktor auch rechnerisch bestimmen '-'1.‘}. I
ob, L raperl. ‘
kann. Dies wird im Folgenden noch einmal explizit an einem Beispiel vorgerechnet. = ‘{, = 1
@ h I'ﬁ‘o’a."

QR-Code GeoGebra
Beschreibe im folgenden Beispiel in eigenen Worten die Vorgehensweise bei den einzelnen g, "parabeln"

Schritten.

Beispiel:
Gesucht ist die Gleichung der Parabel, die den Scheitelpunkt S (0| 0) besitzt und auf der der Punkt

P (3]- 18) liegt.

Lésungsmdaglichkeit 1:

y=a-x?

—18=q-32

Lésungsmdglichkeit 2:

Da eine Verschiebung in x- oder y-Richtung keine Auswirkungen auf den Streckfaktor hat?, kann bei gegebe-
nem Scheitelpunkt S ( xs | ys) und einem weiteren Punkt P ( xp | ye) der Streckfaktor a in der Parabelgleichung
auch mit Hilfe der folgenden Formel berechnet werden:

— yp—Ys
(xp—xs)?2

vereinfacht fur $(0/0):

Markiere bei der Losungsmoglichkeit 1 die Stelle, an der man diese Formel bereits erahnen kann, und be-

rechne mit der gegebenen Formel erneut den Streckfaktor aus obiger Beispielaufgabe.

1 Betrachte hierzu die letzten beiden Applets in diesem Kapitel des vorliegenden GeoGebra Buchs.

- Seite 10 -
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V. Die Scheitelform einer Parabelgleichung

Die Normalparabel mit Scheitel S (0| 0) und der Gleichungy = x? wurde in den vorhe- d}‘@
rigen Kapiteln im Koordinatensystem durch die Einfilhrung der Parameter d und e verscho- I';Ef\-i "‘fit :
ben sowie entlang der y-Achse durch den Faktor a gestreckt. Parabe\n
Kombiniert man die entsprechenden Verdanderungen, so erhalt man fir a # 0 die Schei- !:'

telform einer Parabel: @ ,g;-&, M“.‘j

=a-(x—d)?*+e
y ( ) QR-Code GeoGebra

Aufgabe: Buch "Parabeln"
Beschreibe, wie die folgenden Parabeln aus der Normalparabel mit der Gleichung y = x? durch Verschie-
bung beziehungsweise Streckung hervorgehen. Gib jeweils den Scheitel an.

a) y=(x+5)*>-3

b) y=2-(x—3)2+4

c) y=-2(x—1)?

1
d y=z-x?-2

e) y=—(x+2)?2++9

f) y==7-(x*-6-x+9)+1

- Seite 11 -
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Entdecke Mathematik

in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.

V. Rechnerische Bestimmung des Streckfaktors einer Parabelgleichung in Scheitelform

Die Scheitelform der Parabelgleichung lautet: y =a-(x —d)? +e
Dabeiist S (d | e ) der Scheitel und a der Streckfaktor der Parabel.

Schaue dir im GeoGebra Buch die Ubungsaufgabe 3 des Kapitels V. an. Sie ldsst dich schritt-

weise den Steckfaktor rechnerisch bestimmen.

QR-Code GeoGebra
Dies wird im Folgenden noch einmal explizit an einem Musterbeispiel vorgerechnet. Buch "Parabeln”

Beschreibe —analog zur S. 10 dieser Handreichung — im folgenden Beispiel in eigenen Worten die Vorgehens-

weise in den einzelnen Schritten.

Beispiel:
Gesucht ist die Gleichung der Parabel, die den Scheitelpunkt S (1|2) besitzt und auf der der Punkt

P (3]14) liegt.

Lésungsmdaglichkeit 1:

y=a (x—d)?+e

y=a-(x—1)7>+2

l4=a-(3-1)2+2

Lésungsmdglichkeit 2:

Da eine Verschiebung in x- oder y-Richtung keine Auswirkungen auf den Streckfaktor hat, kann bei gegebe-
nem Scheitelpunkt S (x5 | y5) und einem weiteren Punkt P ( xp | yp ) der Streckfaktor a in der Parabelglei-

chung auch mit Hilfe der folgenden Formel berechnet werden:

— yp—Ys
(xp—xs)?2

Berechne mit der gegebenen Formel erneut den Streckfaktor aus obiger Beispielaufgabe. Findest du auch

wieder die Stelle in der Losungsmaoglichkeit 1, bei der man diese Formel bereits erahnen kann?

- Seite 12 -
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VI. Weitere Darstellungsformen der Parabelgleichung

VI.1. Binomische Formeln und die Scheitelform der Parabelgleichung

Bearbeite die Wiederholungsaufgaben zu den binomischen Formeln im GeoGebra-Buch.

Erstelle jeweils eine Ubungsaufgabe zur binomischen Formel — orientiere dich dabei

an den bearbeiteten Aufgaben. QR-Code GeoGebra
. . . . Buch "Parabeln"
Stelle die Aufgabe deinem Nachbarn und bearbeite selbst seine Aufgabe.

(eure Aufgabenstellung konnt ihr testen, wenn ihr im Applet fiir d einen Wert eingibt und das Applet bis zum grauen Kasten durchklickt.)

VI.2. Die allgemeine Form der Parabelgleichung

Beschreibe, welchen Einfluss die Parameter a, b und c in der allgemeinen Form der Parabelgleichung

y=a-x*+b-x+c .@"E.I‘",:p@

&eop GA
auf den zugehorigen Graphen haben. ah ‘an?.@k;e o
5 .f%

- Seite 13 -
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VI.3. Besonderheiten der Parabelgleichung in allgemeiner Form @I!‘w'l

+
4 4

p'.“;‘ 1}-!1’
Untersuche, welche Besonderheiten sich fiir den Graphen ergeben, wenn einer oder meh- ]'

’ Parabeln
rere der Parameter a, b und ¢ Null sind. ‘g":

5 Y .
. . . . QR Code GeoGebra
Notiere deine Erkenntnisse hier. Buch "Parabeln”

VI.4. Sonderfall der allg. Formy =a - x* + b - x

Bearbeite die Einstiegsaufgabe zur Flugkurve des FulRballs im GeoGebra-Buch (zunachst

OHNE O Achsen anzeigen).

QR-Code GeoGebra
Buch "Parabeln"

Notiere deine Rechenschritte und Ergebnisse hier — das Applet auf der Seite hilft dir dabei:

VL.5. Die Produktform der Parabelgleichung @F"' % ,@
‘Gr:‘; f ]
Bearbeite die Seite im GeoGebra-Buch. Mithilfe der Ubungsaufgabe kannst du dein Wissen L;* -t Fravanf {1

Uberprifen. ‘ 1}'

‘o 4:'
QR- Code GeoGebra
Buch "Parabeln"

- Seite 14 -
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in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.
VII. Von der allg. Form zur Scheitelform der Parabelgleichung

VIl.1. Graphisch-rechnerisches Vorgehen

Beschreibe in eigenen Worten das im GeoGebra Applet dargestellte Verfahren zur Berech-

nung des Scheitelpunktes aus der Parabelgleichung in allgemeiner Form.

QR-Code GeoGebra
Buch "Parabeln"

Wie lauten die allgemeinen Koordinaten des Scheitelpunkts der Parabel mit der Gleichung

y=a-x*+b-x+c (a#0)?

s( | )

Aufgabe:

Bestimme mit Hilfe des allgemeinen Scheitelpunktes von oben die Scheitelform der Parabelgleichung aus

der allgemeinen Form:y = 2-x%2 — 4 - x + 3.

- Seite 15 -
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Entdecke Mathematik

in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.

VIl.2. Binomische Formeln riickwarts

Im GeoGebra Buch wurde dir gezeigt, wie du mit Hilfe der so genannten quadratischen

Ergdnzung auf direktem, rechnerischem Weg durch Umformen die Scheitelform der Para-

# _

,4’
(o] 'JA!O

belgleichung bestimmen kannst. Teste dich nun selbst, indem du die folgenden drei Para- QR-Code GeoGebra
Buch "Parabeln"

belgleichungen in allgemeiner Form auf diese Weise in die Scheitelform umrechnest.

a) y=x%2—4-x+7 ll
b) y=2-x>+8-x+6 “A
) y=-5-x2+10-x+1 1
i
d y=-2-x2-12-x—14 1
\
i
1] ]
N \\
N =
A X
1 \
I\ \
L \
=11 \
i : I
. i i 1
! \ : "
' LT X
,-'-4 B 21 #1 |0 1 2.3 4 5
h ! :
. ‘\ Yool
I e :
1 R4l :
i e _2
i IRE
] -3
i v
i 1y
1

Ordne die entsprechenden Parabelgleichungen jeweils einem der Graphen A bis D zu.
a) y=x>—4-x+7 Graph:

b) y=2-x2+8x+6 Graph:
c) y=-5-x2410-x+1 Graph:
d) y=-2-x2—-12x— 14 Graph:

- Seite 16 -
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Entdecke Mathematik
in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.

VIl.3. Umwandlung zusammengefasst

Bearbeite die Einstiegsaufgabe zur Flugkurve des Volleyballs im GeoGebra-Buch (zunachst

OHNE O Achsen anzeigen).

Notiere deine Rechenschritte und Ergebnisse hier — das Applet auf der Seite hilft dir dabei:

Buch "Parabeln"

Die Ubungsaufgabe hilft dir dabei dein Wissen zu tiberpriifen.

Hier hast du Platz fiir Nebenrechnungen zur Ubungsaufgabe im Buch — du kannst auch zusatzlich das Applet

auf dieser Seite des GeoGebra-Buches verwenden.

- Seite 17 -
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VIIl. Die Darstellungsformen der Parabelgleichung im Uberblick

Entdecke Mathematik

in deiner Welt Entdecken. Erforschen. Erkennen.

Es gibt drei Grundformen der Parabelgleichung (a # 0):

@) ..e-.@

1. <
Parabe\n
ol b

Ht

a)

b)

Die Scheitelform y =a-(x —d)? + e

QR Code GeoGebra
Buch "Parabeln"

Hierbei ist a der Steckfaktor und die Koordinaten des Scheitels lauten S (d | e ).

Die allgemeine Form y =a-x?+b-x+c

Hierbei ist a der Steckfaktor und c der y-Achsenabschnitt der Parabel.

Die Produktform y = a - (x — x{)(x — x3)

Hierbei ist a der Steckfaktor und x; beziehungswiese x, sind die Schnittstellen mit der x-Achse.

Der Streckfaktor a ist in allen drei Darstellungsweisen vorhanden. Er ist verantwortlich fiir die Off-
nungsrichtung und Offnungsweite der Parabel. So gilt:

1.

Offnungsrichtung J2E2E EdEi

a<o:
Die Parabel ist nach unten geoff-
net. Graph:

a>0: i
Die Parabel ist nach oben gedffnet. ESSS BV amas N / x
Graph: ;

Offnungsweite : \|

a=1lodera=-1: Die Offnungsweite der Parabel entspricht der Normalparabel.

Graph:

0<a<1oder-1<ac<0: Die Offnungsweite der Parabel ist kleiner als die der Normalparabel.
Graph:

Die Offnungsweite der Parabel ist gréRer als die der Normalparabel.
Graph:

a>lodera<-1:

Die allgemeine Form einer Parabelgleichung kann aus der Scheitelform hergeleitet werden. Hierzu
multipliziert man einfach die binomische Formel aus und vereinfacht.

Ebenso kann die Scheitelform aus der allgemeinen Form hergeleitet werden, indem man wieder
durch explizite Berechnung (Formel) oder quadratische Erganzung eine entsprechende binomische
Formel erzeugt und vereinfacht.
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Aufgabe:

MATHE.FORSCHER

Entdecke Mathematik
in deiner Welt

Entdecken. Erforschen. Erkennen.

Gib fiir die exemplarisch dargestellten Parabeln auf der vorangegangenen Seite jeweils die Parabel-

gleichung sowohl in Scheitel- als auch in allgemeiner Form an.

Scheitelform

allgemeine Form

Parabel A

Parabel B

Parabel C

Parabel D

Parabel E

Quintessenz:

Die folgende Grafik gibt abschlieRend einen Uberblick der Themen, die in den einzelnen Kapiteln zur Unter-

richtseinheit ,Parabeln” behandelt wurden.

Scheitelform
y=a(x—d)’+e

allgemeine Form
y=ax*+b-x+c

Ausmultiplizieren

Produktform

noch offen!

Y

y=a(x—x1): (X —x2)

Lediglich die griinen Pfeile sind noch offen. Kannst du diese Liicken fiillen und herausfinden, wie man die

Scheitelform bzw. die allgemeine Form der Parabelgleichung in die Produktdarstellung umformen kann?

Beschreibe deine Idee zunachst in Worten. Solltest du die Vorgehensweise bereits rechnerisch umsetzen

kdénnen, so kannst du dies auch gerne im Folgenden darstellen.

— ENDE -
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