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1 ZAMYS

1 ZAMYS

Nyni vyuzijeme vsechny mozné triky a finty z predeslych kapitol, tak
doufam, ze jsi je cetla!

Jaka je zakladni mySlenka (ZAMYS) animace pohybu planety v
GeoGebre (GGB)? Potiebujeme propojit polohu planety na elipse s
casem.

Poloha je dana parametrickymi rovnicemi s parametrem FE:

r=acosE (1)
y=bsinE  E € (0;2m) (2)

Potrebujeme tedy propojit excentrickou anomdlii E s ¢asem. K tomu
slouzi odvozend Keplerova rovnice (KEPRO):

Keplerova rovnice

M=F—¢sinE (3)

kde M je stredni anomdlie a plati

Stredni anomalie

V GGB tedy zvolime periodu, napriklad T' = 1, a vytvorime posuvnik t,
ktery ma rozsah od 0 do T'. Nechame ho animovat a tim nam bézi pékné
rovnomeérné cas.

Do GGB zaddame vzorec (4) a mame rovnomérné se ménici strednd
anomalii M (propojenou s pomocnym bodem R, ktery béhé rovnomérné
po kruznici k — viz obr. 1).



2 GRAFICKE RESENI KEPRO
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Obr. 1

Nyni potfebujeme vyfesit LEPRO (3) a zjistit pro danou hodnotu
M prislusnou hodnotu E, kterou dosadime do rovnic (1) a (2) a mame
souradnice planety P, ktera ted pékné nerovnomeérné obiha po elipse.

Vime vsak, ze LEPRO musime fesit néjakou pribliznou methodou.
Ukazeme si dvé moznosti, jak to v GGB udélat.

2 Grafické reseni LEPRO

Nakreslime si v GGB graf Keplerovy rovnice a hodnotu E odecteme
jednoduse z grafu (obr. 2). V obrazku vidime v levém sloupci postup
(pomocné objekty nejsou zobrazeny):

zvolime periodu T = 1

vytvorime posuvnik casu t a zapneme jeho animaci (rostouci)
vytvorime posuvnik pro relativni excentricitu € (vlevo oznacend
»eps”)

zadame vzorec pro stredni anomdlic M = QT”

zadame funkei f=x—eps \sin x, tim se vykresli graf LEPRO
vytvorime bod R1 = [0, M], ktery pfi zapnuté animaci posuv-
niku ¢ béha v intervalu (0; 27) po svislé ose.

z bodu R1 vedeme kolmici k ose y a ziskdme bod grafu G



M=2n/Tt
® f = x - eps sin(x)
® R1 = (0, M)

® G = Prusecik(f, h, (3.65

® Q1 = (x(G), 0)
E = x(Q1)
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M=".t=4.08
[ ="t =408
i
Ry = [0;4.08]
L
G = [3.65;4.08]
l

!

rp = acos 3.65
yp = bsin 3.65

l

| P = [zpyp|

Obr. 2: Reseni KEPRO pomoci garfu: E = x(Q1).

[ https://www.geogebra.org/m/z6aeckw8 ]

e z-ova souradnice bodu G je zfejmé nase vytouzena hodnota F/,
kterou potiebujeme pro vypocet souradnic planety.

e miuzeme jesté pro uplnost vést z G kolmici k ose x a ziskdme bod
@1, ktery si litd v intervalu (0; 27) po vodorovné ose (a jeho z-ova
soufadnice je rovnéz E).

A je to, ¢ili, jak fikdme u nas v Hnuslich, ,,itis

3 Numerické reseni LEPRO

Pro numerické feseni KEPRQO, tedy pro nalezeni hodnoty E, pouzijeme
v GGB prikaz NReseni (obr. 3). V obrazku vidime v levém sloupci postup


https://www.geogebra.org/m/z6aeckw8

3 NUMERICKE RESENI KEPRO
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T=1 t =0.65
®t=0.65
® eps = 0.9 e=0.9
M=2n/Tt -_—*
11: NReseni{M = x - eps sin(x)) o
E = Prvek(I1, 1) M = 'I'f -t =4.08

i
M =z —esinx
408 =2 —09sinx
z = 3.65
!

1

Tp = acos 3.65
yp = bsin 3.65

!

P = [zp; yp]

Obr. 3: Numerické KXEPRO pomoci prikazu ,, NReseni“.

[ https://www.geogebra.org/m/a69e8n3v ]

(pomocné objekty nejsou zobrazeny):

zvolime periodu T =1

vytvorime posuvnik casu t a zapneme jeho animaci (rostouci)
vytvorime posuvnik pro relativni excentricitu € (vlevo oznacend
. eps“)

zadame vzorec pro stredni anomdlii M = 2%
zadame piikaz NReseni(M = x — eps sin(x)), GeoGebra rovnici
vyresi a feSeni ' mame v seznamu 11.

Dostavame stejné hodnoty E jako v grafickém fesSeni.


https://www.geogebra.org/m/a69e8n3v

4 VYSLEDNY APLET

4 Vysledny aplet

Nyni mtuzeme konecné vytvorit vysledny aplet, ktery bude s vyuzitim
KEPRO modelovat nerovnomérny pohyb planety po elipse (viz obr. 4
a odkaz na ,, Vysledny aplet“ v popisku obrazku).

V apletu mame krastné synchronizovan pohyb planety P a obou po-
mocnych bodi @, R (4a) s pohybem bodu G po kiivce grafu Keplerovy
rovnice (4b).

V obrazku 4c mame dva pohledy na algebraické okno GeoGebry.
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jekty, jako napf. rovnice elipsy, vypocet soutadnic ohnisek atd., jsou
skryty). Naptiklad vzorec M = Z%t.

Vpravo jsou hodnoty téchto objektt. Naptiklad M = 0.597.

Aplet byl vytvaren ve verzi GeoGebra 5, se kterou se ndm v Hnuslich
lépe pracuje nez s novéjsi verzi 6. Ve verzi 5 se mezi zobrazenim definic a
hodnot musi prepinat. Aplet na webu se vsak zobrazuje v novéjsi verzi,
kde je mozné definice i hodnoty zobrazit najednou.

Diilezité body postupu pri tvorbé apletu v obr. 4c:

e Vlevo vidime, Ze jsme hodnotu FE zjistili obéma vyse uvede-
nymi zpusoby, graficky (F = z(G)) i numericky (piikaz
NReseni(M = x — eps sin(x))) a vpravo je vidét, ze se hodnoty
shoduji!

e Pro animaci bodi R, @), P jsme s vyhodou vyuzili toho, Ze sourad-
nice téchto bodi museji spliovat paramatrické rovnice kruznice
(body R,Q — parametry M, F) a elipsy (parametr E):

R = [acos M;asin M]
Q = [acos E;asin E|
P = [acos E;bsin E|

o I kdyz to pro animaci planety neni nutné, spocitali jsme si dle pa-
rametrickych rovnic s parametrem E, které jsme odvodili diive,



4 VYSLEDNY APLET
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(a) Nékresna 1: animace planety (b) Nékresna 2: grafické feseni
T=1 T=1
® t =0.095 ® t=0.095
® eps = 0.8 , ® eps = 0.8
M=2n/Tt Graficky }\‘_ M =0.597
f = x - eps sin(x) Numericky & f(x) = x — 0.8 sin(x)
® R1 = (0, M) '§ ® R1 = (0, 0.597)
E = x(G) k E=1.383
I1: NReseni(M = x - eps sin(x) 11 ={1.383}
® R = (a cos(M), a sin(M)) ® R =(0.827, 0.562)
® Q = (a cos(E), a sin(E)) ® Q =(0.187, 0.982)
® P = (a cos(E), b sin(E)) SOURjae: ® P =(0.187, 0.589)
r =a (1 - eps cos(E))—Vypocet } las’\> r = 0.85
® rl = Usecka(P, F)— | Delkadsecky ® rl =0.85

@ = cos~*((cos(E) - eps) / (1 - eps cos(E))) | ¢ =2.376
® ¢l = Uhel(B, F, P)\ ® ¢l = 2.376 rad

Vypocet
Délka tsedky /\Souh/as,'\JA
(c) Algebraické okno: vlevo definice, vpravo hodnoty.

Obr. 4: Vysledny aplet.

[ https://www.geogebra.org/m/evcbtthm ]



https://www.geogebra.org/m/evc5tthm

5 APLET — MINIMALNI VERZE
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také hodnotu pravodice r (vzd. planety od Slunce) a rovnéz hod-
notu pravé anomalie :

r=a(l —ecosE)
cosll — ¢

Y= 1—¢ecosFE

Porovname-li hodnotu vypoc¢itaného r s délkou tsecky r1 = |PF|
z apletu, vidime, Ze se shoduji. Stejné tak se shoduje hodnota
vypocitaného ¢ s velikosti ¢1 thlu BF P!

5 Aplet — minimalni verze

Pro praktické modelovani pohybu planety nepottebujeme tolik objektii
jako v predchozim apletu, vystac¢ime si s minimalni verzi, kde E se
pocité jen numericky (viz obr. 5 a odkaz na ,, Aplet — minimélni verze*
v popisu obrazku).

€ 7
t .07
T

= o0

on - off
M=2n/Tt

11: NReseni(M = x - € sin(x)) > t=0.07
E = Prvek(l1, 1)
a=1

e=act

b = sqrt(a? - e?)

saio f\

@ el = Krivka(a cos(k), b sin(k), k, 0, 2m)
@® P = (a cos(E), b sin(E))

on=0
®

Obr. 5: Aplet - minimalni verze. Vlevo jsou zobrazeny i pomocné objekty.

[ https://www.geogebra.org/m/tmwieprz ]



https://www.geogebra.org/m/tmw4eprz

5 APLET — MINIMALNI VERZE
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Vidime, ze aplet, véetné pomocnych objektii, neni nijak moc rozsahly.
Lze ho vyuzit pro modelovéani dalsich jevi (plosna rychlost, thlova rych-
lost, obvodova rychlost).
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