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1 Parametrické rovnice (p — z;vy)

Uz pri odvozeni poldrni rovnice elipsy

P
R S 1
" 1+ecosp (1)

jsme se setkali s pravou anomédlii (azimutem) ¢ planety (obr. 1) a se
vztahy mezi kartézskymi a polarnimi souradnicemi planety:

Ip=TcCosSp+e (2)
yp = rsin g (3)

Dosadime (2) a (3) do (1) (vynechdme index P) a dostavdme para-
metrické rovnice elipsy s parametrem :

pcos @
S il S 4
1+8COS(,D+€ (4)
psin g
= € (0;2 d
J 1+ecosyp » € (0;2m) (5)

(Slunce)

Obr. 1: Vztah mezi polarnimi a kartézskymi soufadnicemi planety P.
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2 Parametrické rovnice (F — ;)

2.1 Chvala stlacdovani kruznice!

Elipsu si muzeme vyrobit nékolika z pusoby (napf. sekdnim kuzele,
dvéma koliky a provazem). Jednou z moznosti je také vhodné stlaceni
kruznice (obr. 2). Tuto vznesenou methodu pouzil Kepler pfi odvozeni

Obr. 2:

[ https://www.geogebra.org/m/zy3pzseb ]

své (Keplerovy) rovnice, které si pozdéji také ukdzeme, pa¢ tuto rovnici
budeme potfebovat pti animaci planety v GeoGebre.

Ale jesté vyckej, nyni si nejprve ukdzeme, jak methoda stlaceni vede
k jednoduchému odvozeni rovnic elipsy z rovnic kruznice (stiedové i
rovnic parametrickych).

7 kruznice k o poloméru a vznikla stlacenim ve sméru jejiho libo-
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Obr. 3

volného prameéru elipsa ef s hlavni poloosou a a s vedlejsi poloosou b.
Z ivah o tecné elipsy vime, ze kruznice k se nazyva hlavni kruznice
elipsy. Pomér stlaceni je ziejmé

b1 (6)

a

Zvolime soustavu souradnic tak, ze stfed kruznice a elipsy S je v
pocatku a hlavni vrcholy elipsy A, B lezi na ose = (obr. 3). Zaméfime
se na libovolny bod kruznice @), ktery prejde pri stlaceni do bodu P
(planeta obihajici kolem Slunce, které je v ohnisku F').

Bod @ ma v obrazku vedle kartézskych soutadnic [zq;yg| vyzna-
¢eny také souradnice polarni [a; F].

Uhel E = ZBSQ se nazjvé excentrickd anomalie planety'. Je

1Uhel E hraje tst¥edni roli v Keplerové rovnici.
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to orientovany thel méfeny od hlavniho vrcholu elipsy B (perihélium)
k bodu @ (nikoliv k planeté P!).

Bod P mé vyznaceny pouze soutadnice kartézské [zp;yp|, pa¢ po-
larni nebudeme potiebovat.

Z obrazku vidime, ze x—ova souradnice bodu () se stlacenim neméni,
ale y—ova soutadnice se zkrati v poméru % Procez pro soutadnice bodu
P plati:

Tp = 1q (7)

a
yp a Yo YQ b yp (8)

Stredova rovnice

Pojdme si nejprve ukazat pro zajimavost odvozeni sttedové rovnice. P1i-
vodni kruznice mé stfedovou rovnici (SRK)

x2+y2:a2

Procez pro poradnice bodu () musi platit
TH + Yy = a’ (9)
Prdnémez (7) a (8) do (9). Dostaneme

2

a
2 2 _ 2
xp—i-bep—a

Vrh + a*yp = a’b?

2 2
v ub
a? b2

Pa¢ @ byl libo-volny bod kruznice, ktery presel v bod P elipsy, dosta-
vame znamou stfedovou rovnici elipsy:

(10)
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Parametrické rovnice

Stejnd myslenka se vyuzije i v odvozeni parametrickych rovnic elipsy, o
které nam jde. Pavodni kruznice ma parametrické rovnici (PRK)

r=acos F
y=asinF E € (0;27)

Procez pro poradnice bodu @) musi platit

rg = acos

Yo = asin &/
Sem dosadime (7) a (8):
rp =acos E

/%/.yP:/@/SinE—}yP:bSinE

Pa¢ @ byl libo-volny bod kruznice, ktery presel v bod P elipsy, dosta-
vame parametrické rovnice elipsy s excentrickou anomalii F:

r=acosE (11)
y=>bsinE E € (0;2n) (12)

Bacha! Znovu si uvédomme, zZe F neni thel méfeny k bodu P (pla-
neté) na elipse, ale k pomocnému bodu @ na jeji hlavni kruznici!
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2.2 Roztazeni kruznice

Obr. 4:

[ https://www.geogebra.org/m/u2bxc2cz ]

Elipsu vsak mtzeme vyrobit i tak, ze kruznici roztdhneme (obr. 4).

7 kruznice k o poloméru a vznikla roztazenim ve sméru jejiho libo-
volného primeéru elipsa el s hlavni poloosou a a s vedlejsi poloosou b.
Pomeér roztazeni je ziejmé

a
- >1 1
2> (13)

Z obrazku 5 vidime, ze y—ova soutadnice bodu () se roztazenim neméni,
ale z—ovd souradnice se natdhne v poméru 3. Procez pro souradnice
bodu P plati:

yp =Yg (14)
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Obr. 5

Podobné jako v pripadé stlaceni bychom nyni mohli odvodit stejné rov-
nice, jako jsme odvodili pomoci stlaceni. To uz si mizes zkusit sama,
jo?

2.3 Trojuhelikova konstrukce elipsy

Kdyz si zakreslime obé deformace (stlaceni a roztazeni) kruznice do
spolecného obrazku, zjistime, Ze z néj emanuji obé parametrické rovnice
elipsy zcela prirozené (obr. 6).

Kromé toho z naseho obrazku plyne krastné Trojuhelnikova kon-
strukce elipsy? a taktéz dikaz Rozdilové Prouzkovy konstrukce elipsy?

’https://www.geogebra.org/m/N5nfhNsR
3https://www.geogebra.org/m/fc2rGprQ
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Obr. 6:

[ https://www.geogebra.org/m/yrdzec7h ]

3 Parametrické rovnice (E — r;y)

Porovnanim rovnic (2), (3) s (11), (12) dostavame (po prevedeni e na
opacnou stranu rovnice):

rcosp =acosE —e (16)
rsing = bsin £ (17)

Rovnice frkneme na kva-drat a secteme:
r?> = a?cos’ E — 2aecos E + €% + b2 sin® E
Sem dosadime sin? E = 1 — cos? E:

r? =a?cos’ E —2aecos E +e*> +b*> —b?cos® E
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r? = (a® — b*) cos® E — 2aecos E + e + b?
e2 a?

2= (a2 — 2aecos & + eCOSE)2

= (a—-ecos E)?

r==x(a—ecosE)

r
r

Pa¢c r > 0,e < a,cos E < 1, ma smysl jen kladné znaménko. Jesté
muzeme dosadit e = ae, vytknout a a dostavame wvztah pro zdvislost
vzdalenosti planety od Slunce na excentrické anomdlii:

r=a(l —ecosE) (18)

Z rovnice (16) vyjadiime cos ¢ a za r dosadime (18):

acosE —e
cosp = ————
r
acos B — ae
cosp=—————
7 a(l —ecos E)

Po zkraceni mame wvztah pro vypocet pravé anomadalie z anomdlie excent-

rické: B
cosE —¢
= — 19
cosy 1—¢ccosFE ( )

Vztahy (18) a (19) jsou vlastné parametrické rovnice pro vypocet po-
larnich souradnic [r; ¢] pomoci parametru E:

r=a(l —ecosE) (20)
coslt —e

= E ;2 21

COSp = T € (0;2m) (21)

Poznamka: Vyloucenim ¢lenu cos E' z rovnic (18) a (19) dostaneme
snadno poldrni rovnici elipsy (1). To uz si muzes zkusit sama.
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4 Elipsa zadana v Geo(ebre
parametricky (F — z;y)

[ https://www.geogebra.org/m/kuwrfqp3 ]

[ https://www.geogebra.org/m/pghtxjgd ]

A

e Da SlSta Les v
0

10


https://www.geogebra.org/m/kuwrfqp3
https://www.geogebra.org/m/pghtxjgd

	1 Parametrické rovnice  ( x;y)
	2 Parametrické rovnice ( E x;y)
	2.1 Chvála stlačování kružnice!
	2.2 Roztažení kružnice
	2.3 Trojúhelíkova konstrukce elipsy

	3 Parametrické rovnice (E r;)
	4 Elipsa zadaná v GeoGebře parametricky ( E x;y)

