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Vezmémez libovolna redlna a,b # 0.

(a+0b)"

(a+ b)o =1

(a+b)'=1la+1b

(a+b)? = (a+b)(a+D)
= aa + ab+ ba + bb
= la® + 2ab + 1b°

(a+b)* = (a® + 2ab+ b*)(a +b)
= a3+ 2a%b + ab® + a®b + 2ab® + b°
= 1a® 4 3a*b + 3ab® + 11°

(a+b)* = (a® + 3a%b + 3ab® + b3)(a + b)
= a* + 3a®b + 3a%b? + ab® + a®b + 3a%b? + 3ab® + b*
= la* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + 1b*

Vidime, ze ¢ervené koeficinty jsou hodnoty ziskané z Pascalova trojihelniku:


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Pascal%27s_triangle&oldid=808997121

3
bba
aaab baa aabb ” abbb bbb

aaba abab babb
abaa baab bbab
baaa abba bbba
baba
bbaa

Obrézek 1: (a +b)(a+Db)...(a+b)

Kde se tu bere Pascaliv trojihelnik? No mame-li tfeba uréit (a+b)?, musime
rozndsobit zavorky (a + b)(a + b). Je tfeba ndsobit postupné kazdy clen z
prvni zavorky s kazdym ¢lenem z druhé zéavorky. Tedy ¢len a z prvni zavorky
vynasobime nejprve ¢lenem a z druhé zavorky a potom také ¢lenem b z druhé
zavorky. Stejné tak ¢len b z prvni zdvorky vyndsobime nejprve ¢lenem a z
druhé zavorky a potom také ¢lenem b z druhé zavorky. Obdobné postupujeme
pii vypoétu (a + b)3, (a + b)* atd. Tento aloritmus lze nazorné zakreslit do
schematu! v obrdzku 1. Modrou §ipkou jdouci vlevo je zndzornéno ndsoben{
¢lenem a a ¢ervenou Sipkou jdouci vpravo ndsobeni ¢lenem b. Pfitom shodné
souiny (napf. ab a ba) seskupujeme do rdmecku a nad to si zapisujeme jejich
pocty. Vidime, ze vskutku vznikd zdkonité Pascaliv trojihelnik, ve kterém
nasledujici ¢islo vznika souc¢tem dvojice ¢isel, které jsou nad nim.

Ve schematu je pékné vidét, pro¢ existuji napiiklad tii souciny typu a?b,
tedy souciny aab, aba,baa. Je to proto, ze kdyz cestuji z nevyssiho ¢erného
bodu schematu (nulty fadek) do bodu oznaceného levou trojkou (tfeti fadek
trojihelniku), mohu se tam dostat tremi cestami: [M, M,C], [M,C, M] a
[C, M, M]. (M zna¢i modrou a C ¢ervenou Sipku). Cesty z nejvysstho bodu
do bodu lezicich na tietim fadku (body 1,3,3,1) se sklddajf ze tif{ dseku, kdy
na kazdém ze ti{ kiizovatek volim bud modrou, nebo éervenou Sipku. Chci-li
se dostat do levé trojky, musim jak vidno prdvé jednu z Sipek zvolit ¢ervenou.
To mohu udélat celkem na tiech kfizovatkach, takze potiebuji vybrat jednu
kfizovatku ze tii, na které zvolim Cervenou Sipku. Pocet téchto voleb je dan
kombinac¢nim ¢islem (‘f) — vybirdm jednu kfizovatku ze tii. No a krasné nam
to vychdzi, pac (%) = 3.

1Viz aplet v GeoGebie https://ggbm.at/eynpgEgu


https://ggbm.at/eynpgEgu

Podobné chci-li se dostat do pravé trojky, mohu se tam dostat tremi
cestami: [M,C,C], [C,M,C] a [C,C, M]. Zde potiebuji vybrat dvé ze ti{
kfizovatek, kde odbo¢im na ¢ervenou Sipku. To lze udélat (g) zpusoby. A
dostanu (3) = 3, coz je opét OK!

Vidime, ze Pascaltuv trojihelnik je tvoren kombina¢nimi ¢isly, které urcuji
pocty cest vedoucich do daného bodu trojihelniku z jeho vrcholu.

Tato interpretace PT pomoci poctu cest je ndzorné reprezentovana napf.
pomoci Galtonovy desky.

Nyni muzeme vztah pro (a 4+ b)™ napsat obecné pro libovolné pfirozené n
a libovolnd redlnd a,b (Binomickd véta):

n __ n n1.0 n n—171 n 1pn—1 n Orn
(a+b) <O>ab+<1)a b+...+(n_1)ab +<n)ab

Tato véta se da snadno dokézat matematickou indukei, s vyuzitim vztahu

To je vztah vyjadiujici vlastné rekurentni postup tvorby PT. Dukaz Binomické
véty si udélej prosim té sama.
Vztahy pro n =1 a n = 2 je nutné znat zpaméti:

[(a+)* = a® + 2ab+ 1] (1)

’ (a+b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b° ‘ (2)

Pro vyssi mocniny neni problém vzorec vymyslet, pa¢ vime, Ze koeficienty
jednotlivych ¢lent ve vzorci jsou pro n-tou mocninu ¢isla v n-tém fadku PT.


https://www.youtube.com/watch?v=6YDHBFVIvIs
https://cs.wikipedia.org/wiki/Binomick\unhbox \voidb@x \bgroup \let \unhbox \voidb@x \setbox \@tempboxa \hbox {a\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\let \begingroup \endgroup \relax \let \ignorespaces \relax \accent 19 a\egroup \spacefactor \accent@spacefactor _v\unhbox \voidb@x \bgroup \let \unhbox \voidb@x \setbox \@tempboxa \hbox {e\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\let \begingroup \endgroup \relax \let \ignorespaces \relax \accent 20 e\egroup \spacefactor \accent@spacefactor ta

Ten si snadno vyrobime, nebo si spoc¢itame prislusnd kombinacéni ¢isla. No a
exponenty u ¢lent a maji sestupnou a u ¢lenti b vzestupnou tendenci, takze
neni problém vzorec napsat, i kdyz si ho nepamatujes, right?

Vzorce (a+b)? a (a+0b)? se daji pskné ilustrovat geometricky — viz obrdzek
z wikipedie.

2 |ad"=b"

Tak hele, kazdy blbec asi zna vztah

a1 = (a—b)(a+D) 3)

O jeho platnosti se muzeme presvédéit pouhym roznasobenim zdvorek. Méné
zndmy je uz vztah pro n = 3. Mohli bychom jej néjak vymyslet na zakladé
analogie s n = 27 Muze néds napadnout, Zze vztah by mohl vypadat podobné:

a® — b = (a — b) - néco
Potom by platilo:
a’ — b3
4
p— (4)

Zkusime tedy vydélit polynom a® — b* polynomem a — b:

néco =

(a® = b%): (a—b) = a® + ab + b?

—(a® — a?b)
(a®b —b?)
—(a®b — ab?)
(ab® — b%)
(ab® — b?)
zbytek 0

A vida! Vyslo to beze zbytku, takze jsme objevili vztah
a® — b = (a —b)(a® + ab + b?)
Podobné bychom dostali vztahy pro dalsi mocniny:

a' — b = (a—b) (5)


https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Pascal%27s_triangle&oldid=808997121#/media/File:Binomial_theorem_visualisation.svg
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Pascal%27s_triangle&oldid=808997121#/media/File:Binomial_theorem_visualisation.svg

(a—b)(a+D)
= (a —b)(a® + ab + b?)
a* —b* = (a — b)(a® + a®b + ab® + b?)
(a—b)(a* + a®b + a®b* + ab® + b*)
(a —b)(a® + a*b + a®b* + a®b® + a'b* + b°)

Pomoci matematické indukce bychom snadno dostali obecny vztah pro libo-
volné prirozené n:

a” —b"=(a—0b) (a" " +a" b+ a" 0+ . 4 ab" ) (6)

Vztah se d4 vsak dokazat také pouhym roznasobenim pravé strany:
P=a (a"_l +a" 2 +a" B+ ab"? + b"_l) —
—b (anfl +an72b+an73b2 4 +abn72 =+ bnfl) —
=a" 4+ &> + 77 .+ a2 e —
— @™ — T — L AP e =
=a"-0" O
Poznamka: Tento vztah tzce souvisi s Binetovym vzorcem pro vypocet

n-tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti i s obdobnymi vzorci pro dalsi kovové
posloupnosti.

Specielné pro b = 1 mame Casto pouzivané vztahy:

a'—1=(a—1)
a—1=(a—1)(a+1)
@’ —1=(a—1)(a’ +a+1)
a* — = (a— b)(a + a? +a+1)
a’—1=(a-0b)(a"+a’+a*+a+1)
¢iliz obecné
—l=(a-1) (@ ' +a" P +ad" P+ . +a+l) (7)
respektive
a"=1=(@-1)(1+a+a®+a®+...+a"") (8)




Tento vztah se da krasné pouzit pro vyvozeni vztahu pro soucet prvnich n
¢lenu geometrické posloupnosti!
Vztahy pro n = 2 a n = 3 se daji ilustrovat geometricky — viz

e https://www.youtube.com/watch?v=24gWbMSEVVw
e https://www.youtube.com/watch?v=9RHJt0GXLcY

Jesté si uvédomime jednu véc. Pro sudé n pocinaje n = 4 muzeme rozklad
udélat i takto

at = bt = (a®)? - ()

= (a® = b*)(a® + b?)

= (a —b)(a +b)(a® +b°) (9)
= (a®)” - (b°)?

= (a® - b*)(a® + b%)

= (a — b)(a® + ab + b*)(a® + b°) (10)

Procez vidime, ze druhé zavorky ve vztazich (5) se daji jesté rozlozit. To by
ovem 8§lo udélat i vytykdnim. V dalsim uvidime, ze vyrazy o™ + 0" v (9) a
(10) pujdou pro liché n jesté rozlozit.

3 |a"+b"

Vezmémez vztahy (5) a udélejmez substituci b — —b

a' +b' = (a+b) (11)
a®> —b*> = (a+b)(a—D)

a® + 0% = (a +b)(a® — ab + b?)

a* —b* = (a +b)(a® — a®b + ab® — b°)

a® +b° = (a +b)(a* — a®b + a®b* — ab® + b?)

a® =5 = (a +b)(a® — a'b + a®b® — a®b® + a'b* — VP)

Vidime, ze pro sudé mocniny nedostavame nic nového, jsou to opét vztahy
(5) —u rozkladu a? — b? je pouze prohozené potadi zavorek a u a? — b? a* — b*
a a® — b% vhodnym vytknutim v druhé zavorce dostaneme vztahy (9) a (10).


https://www.youtube.com/watch?v=24gWbMSEVVw
https://www.youtube.com/watch?v=9RHJt0GXLcY

Zato pro liché mocniny jsme dostali pékné rozklady. Nyni vidime, Ze po-
moci vztahu pro a® + b3 mitzeme dokonéit rozklad (10) pro Sestou mocninu:

a® —b% = (a — b)(a + b)(a® + ab + b*)(a® — ab + b?) (12)

Vznika otazka, jak budou vypadat vzorce pro soucet sudych mocnin.
Zacnémez a?+b2. Bohuzel kuzel je tento dvojélen nerozlozitelny, jak se snadno
presvédéime vydélenim. Pokud by se dal rozlozit na soucin, musel by jeden
¢len rozkladu byt polynom prvniho stupné ve tvaru pa + ¢b, kde p, g jsou
néjaké redlné (nenulové) konstanty. Zkusime vydélit:

1 q
2 2
a®+b%): (pa+qb) = —-a— =b
( )+ ( ) D p2

2
q—Qb2 +b? — coz je nenulovy zbytek, pa¢ b # 0
p

Ukézali jsme tedy, ze a? 4 b? je pro véechna redlnd a, b # 0 nerozlozitelné.

Tim pédem je ale nerozlozitelné rovnéz a* + b*, pac
2 2
at + bt = (a2) + (b2)

Obecné je tedy nerozlozitelny kazdy piipad, kdy exponent je mocninou dvou,
tedy mocniny 2,4,8,16,32...

Nyni zbyvaji sudé mocniny, které nejsou mocninou dvou. Prvni z nich je
n = 6:

s +1° = (a®)° + )’ (13)
Pouzijeme vztah (11) pro soucet tfetich mocnin a po tpravé dostdvéame:
a® 4+ 0% = (a® + ) (a* — a®b* + bY) (14)

Obdobné rozlozime dalsi sudé mocniny, které nejsou mocninou dvou.
Napiiklad

al0 4 pl0 — (a2)5 + (b2)5 (15)



= (a® + %) (a® — a” + a’b* — a®b® + %) (16)

Vratme se jesté k lichym mocnindm, takze

a® 4+ b* = nelze
a® +b* = (a +b)(a* — ab+ b?)
a* + b* = nelze
a® +b° = (a +b)(a* — a®b + a®b* — ab® + b?)
a® 4+ b% = (a® + b*)(a* — a?b* + b*)
a” +b" = (a+b) (a® — a®b+ a’d® — a®V’ + a®b" — ab® + %)
a® 4+ b® = nelze
a’ + b = (a+b) (a® — ab+b%) (a® — ®b* 4 1°)
a'® + 010 = (a® 4+ b?) ( 8 —af? + a'b* — a%° +b°)
11 4 bll (a+ b)( a9b+ a8b2 _ 0,7b3 +a6b4 _ a5b5 =+ a4b6 _ a3b7
+ a?b® — ab® + b*0)
a2+ b2 = (a* + %) (a® — a®b* + b¥)
B4 o1 = (a+b) (a'? — a™b+ a'b? — 0”0 + a®b* — a"0° + a®b — a®b7
+ a*p® — a®b? + a?b'0 — ab' +b'?)
A b1 = (a2 +02) (0% — a0 + oSt — a%b° + ab® — a2b' + b'2)
Y40 = (a+b) (a® — ab+b?) (a* — a®b + a®b* — ab® + b*) -
. (a8 +a"b—a’b® — a*d* — a®b° + ab” + bg)

a'® +b'% = nelze

Vidime, Ze o poctu ¢lent v rozkladu rozhoduje prvoéiselny rozklad mocniny n:
1. n = 2*F — nelze rozlozit
2. m je prvocislo ruzné od 2 (3,5,7,11...) — 2 ¢leny
3. n je soucin dvou prvocisel (15 =3-5) — 2-2 =4 ¢leny

4. obecné n je souc¢in m prvocisel — 2™ ¢lenu (napi. n=3-5-7 =105 —
23 = 8 ¢lenil)

5. n je druhd mocnina prvoéisla — 3 Eleny (napi. n = 9 = 32)



6. m je tfeti mocnina prvoéisla — 4 éleny (napt. n = 53 = 125)

7. obecné n je k-t4 mocnina prvocisla — (k + 1) ¢lenu
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