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1 PARAMETR ELIPSY P

1 Parametr elipsy p

Cumme? na obrazek la. Kazdej blbec znéd a,b,e a vztah mezi nimi
(Pijthagorova véta v ACSF):
b =a® — € (1)
a definici relativni excentricity ¢ (viz odkaz v popisku obrazku):
€= - (2)
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Méné znamé je ohniskova $itka elipsy ¢ (latus rectum?!) a jeji po-
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p — semi-latus rectum
(a) e — excentricita (linedrni) (b) ¢ — ohniskova Sitka elipsy
¢ — relativni excentricita (numerickd) p — parametr (p = (/2)

Obr. 1:

[ https://www.geogebra.org/m/vjuavéjs ]

lovina, parametr elipsy p (obr. 1b). Pojem parametr zndme u pa-
raboly a ma uplné stejny vyznam — polovina ohniskové sitky paraboly.

ITento podivny aZ obskurni pojem vznikl ve starovéké fecké mathematice a
je zdkladem Apolloniovych vét o kuzeloseckach (https://www.geogebra.org/m/
X8b7qvmz#chapter/504312).
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Neni divu — parabola je elipsa s jednim ohniskem v nekonec¢nu. Stejné
tak se ale setkdme s pojmem parametr i u hyperboly?.

Priklad 1: Vypocet paramatru p

Vyjadri p pomoci a, b, €!

Dle obrazku staci pouzit Pythagorovu vétu pro AXEF. Dle definice
elipsy je délka provazku F — X — F rovna 2a, procez | X F| = 2a — p.

(2a —p)* = p* + 4¢?
4a2—4ap+pzzpz+4e2

a* — e =ap
——

b2

Takze dostavame

2V definici kuzelosecky pomoci iidici pifmky a ohniska ve vzdalenosti d je p = d-¢.
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rovnost ~ { _- geometricky

obsaht a:b=>b:p primer

Kolikrat je a vetsi nez b,
tolikrat je b vétsi nez p.

Obr. 2: Cisla a, b, p tvoii geometrickou posloupnost.

Ale z (2) mame e? = a%c?, takze

_a?—a’e?  a*(1—¢?)
b= = a

A odtud:

| r=a-) | ()

A po umocnéni na kvadrat:

p?=a*(1—&*)(1—-¢&%
p? = (a® — a*eH)(1 — &%)
p? = (a® = e*)(1 - &)
p*=b(1—¢%)
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A odtud:

[ p-wiF | 6)

Geometrické dusledky vztahu (3) vidime v obr. 2.

2 (Odvozeni polarni rovnice elipsy

Pti popisu pohybu planety po elipse kolem Slunce F' jsou vhodné po-
larni souradnice — poloha planety P je urcena dvéma souradnicemi —
vzdélenosti od Slunce r a thlem ¢, ktery svird privodi¢ planety PF
se spojnici Slunce-perihelium FB (obr. 3a). Uhel ¢ se nazjvé azimut
planety, pripadné prava anomalie.

P[r; ](planeta)

P[r; o] (planeta)
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Obr. 3

Vztah mezi souradnicemi r a ¢ snadno najdeme pomoci cosinové véty
pro AEFP. Ziejmé |EF| = 2e a z definice elipsy dostavame |EP| =
2a — r. Pritom cos o = cos(m — ) = — cos p.

(2a —7r)? = 4€* +r? — der cosa

4a® —4ar+}%:462+}%+4ercos<p
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2 ODVOZENI POLARNI ROVNICE ELIPSY
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a2—62:ar+ercos<p

b*> = r(a + ecosp)

b2
r = —
a -+ ecosy

pa
T = —
a-+ecosy

A vydélenim a dostavame polarni rovnici elipsy:

p
- = 6
: 1+ecosp (6)

Pomoci této rovnice miizeme snadno spocitat pro libovolny azimut ¢
vzdalenost r planety od Slunce.

Specialné pro afélium A a perihélium B dostavame:

e B> p=0°—=cosp=1

e« A= ¢ =180°— cosp = —1

p a(l—¢e?)
pu— p— p— 1 pu—
rA= T T, a(l+e)=a+

®

Jak vidime, je to krastné v souladu s obr. 3b.

Zajimavy je graf zavislosti r na ¢ dané polarni rovnici (6). Je to
estétickd zvonovitd krivka (obr. 4) s maximem v aféliu a minimem v
perihéliu.
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rg)=—2P
—————————————————————————————————————— 1+ ecosp

n/2 m 3n/2 2n

Obr. 4: Polarni rovnice elipsy graficky.

[ https://www.geogebra.org/m/x7ggyquz ]

3 Dukaz ekvivalence polarni rovnice se
stfedovou rovnici

Cumme? na obrazek 5. Planeta P m4 vedle poldrnich souiadnic P[r; o],
jimz odpovida poldrni rovnice (6), samozdiejmé taktéz souradnice kar-
tézské Plxp;yp], jimZ odpovida stFfedova rovnice elipsy:

Snadno dokazeme ekvivalenci obou rovnic.

Dle obr. 5 plati mezi polarnimi a kartézskymi souradnicemi vztahy:

Tp=e€—Tcosa=e+TCcosp (8)

yp = rsin @ 9)
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Obr. 5: Vztah mezi polarnimi a kartézskymi souradnicemi planety P.

Sem dosadime za r z polarni rovnice (6).

Pro zp dostavame:

pcosy  edeccospt+pcose  ca+ (e +p)cosp

rp =€+

l+ecosp 1+ecosep 1+ecosep
ea+ (e2a+a(l —e?))cosp  ea+acosp €+ cosp (10)
= = = a
1+ecosep 1 +ecosp 1+ecosep
Pro yp dostavame:
psin e

= 11

Ir 1+ecosp (11)
Odtud dostavame

>y (e4cosp)? p?sin? ¢

a2 B (1+ecosp)?  b2(1+cecosg)?
(e+cosp)? (1 —g?)sin?p
(14+ecosp)?  (1+ecosp)? -

€2 4+ 2e cos ¢ + cos? ¢ + sin? ¢ — e2sin?
- (14 ecosg)? -
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_ 1+ 2ecos p + €% cos® _

1 O
(1 +ecosp)?

4 Polarni rovnice kuzelosecek

Vokazuje se, ze odvozend polarni rovnice elipsy funguje krastné i pro
ostatni kuzelosecky (polarni rovnice kuzelosecky).

POROKUZ

b

r=— (12)
1+ecosp

Hodnota € je pro elipsu mensi nez 1, pro parabolu rovna 1 a pro hyperbolu
vétsi nez 1.

Z1i aplet v GeoGebte, kde je to krastné vse vidét (obr. 6). Jen abys
z toho nebyla zmatend — v obrazku a v apletu je ohnisko F' (Slunce)
umisténo do pocatku, kdezto predtim jsme do pocatku umistili stied
kuzelosecky (je to pro nase ucely popisu pohybu planety vhodnéjsi).

iy

(a) Elipsa: € < 1 (b) Parabola: e =1 (c) Hyperbola: € > 1

Obr. 6: VSechny tii kuzelosecky maji stejnou polarni rovnici.

[ https://www.geogebra.org/m/hzggrtbp ]



https://www.geogebra.org/m/hzggrtbp
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Poznamka: Pokavad bychom chtéli umistit do poc¢atku levé ohnisko
F’ stac¢i dat v GeoGebte do recepisu kiivky pred & znameni minus.
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