Representacion de funciones — Matematicas I — 1

REPRESENTACION DE FUNCIONES.

Dominio, recorrido y regiones graficas.
Dado que el Dominio de una funcion f es el  subconjunto

D, =[x € Resta definido " (x))

, y que el recorrido el subconjunto
Im,=(y € R3x €Rtal quef (x)=y} .El dominio y el recorrido de una funcion nos permite

obtener las regiones del plano que las que existe la funcion

X
2
x—1

Estudiando el signo dexyde f(x) en los intervalos (—o,—1),(—1,0),(0,1),(1,+0o0)

# Ejemplo.- Dada la funcion f(x)= , como DfZ{IR—[—l,l}} e Im, =R
e si X€ (-x-1) = ye (0,-x)

e  x€ (4,0 2  ye (0,40

e si x€0,) = ye (0,-x)

© si x€ (L,+o) = ye (0,+)

Luego, si coloreamos de azul las regiones del plano que contienen la grdfica sera

"

Que si representamos la funcion comprobamos que efectivamente esta dentro de esta region
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Simetrias
Funcion par. Eje de simetria x = 0.
Un funcion  f(x) es par, si para cualquier x se cumple f (x)=f(—x)
Es decir, la grafica de f es simétrica con respecto a eje OY (recta x = 0).
# Ejemplo.- La funcion  f(x)=x'-2x"  es una funcién par,
v por tanto simétrica, respecto de eje OY, ya que para cualquier x se !

cumple

' =22= f(x)=f (=x)=(—x)'~2(=x) I W7 C N B
Funcion impar. Centro de simetria C(0.0). ) /

Un funcion  f(x) es impar, si para cualquier x se cumple f (x)=—f(—x)

Es decir, la grafica de la funcion f es simétrica con respecto al origen de coordenadas
€(0,0)

1
# Ejemplo.- La funcion f(x)Z—; es impar, >

y por tanto simétrica respecto del origen de
coordenadas, ya que — °

L _ —x)=—f(x)=—|——
= 0=

= |
SN~—
oo

o
L

Periodicidad.

Un funciéon  f(x) es periédica, si existe un numero T, tal que para cualquier x se cumple
f(x+T)=f(x) .Alnimero T se le denomina periodo de la funcion.
# Ejemplo.- La funcion f(x) = parte decimal (x) = x — parte entera (x) es una funcion

periodica de periodo T = 1

LS

Puntos de discontinuidad.

Un funcién  f(x) es discontinua en un punto x = a, cuando se cumple alguna de las dos

condiciones siguientes

lim,_ , f(x)#f (a) lim__  f(x)#lim__ _ f(x)
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# Ejemplo.- La funcion f(x) = parte entera (x) es discontinua en cada numero entero a, ya
que si a es un numero entero, se cumple lim . f(x)=a-1#a =f(a)=lima¢ f(x)

2 -

Ramas infinitas y asintotas.

Asintotas verticales

Un funciéon  f(x) tiene una asintota vertical en x = a, cuando existe alguno de los

siguientes limites

COS X

# Ejemplo.- La funcién f(x)= tiene una asintota vertical en x = 0, ya que

lim, f(x)=— lim,. f(x)=+00

&
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Asintotas horizontales

Un funcién  f(x) tiene una asintota vertical  y=k , cuando existe alguno de los

siguientes limites
lim,_,_, f(x)=k 0 lim,_ ., f(x)=k

X

# Ejemplo.- la funcion [ (x)= TM tiene por asintotas las rectas y=—1ey=+1

Asintotas oblicuas

Un funcién  f(x) tieneuna asintota oblicua  y=m x+n; con m#0 , cuando existe

alguno de los siguientes limites

lim_,_, f(x)-mx—n=0 B lim_ ., f(x)-mx—n=0

2

# Ejemplo.- La funcion  f(x)= al ; ! tiene como asintota oblicua la recta  y=x

Calculo de asintotas oblicuas

Siuna funcion  f(x) tiene una asintota oblicua y=m x+n; con m#0 , podemos

hallar los valores m y n.
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Calculo de la pendiente m

Para el calculo de la pendiente m delarecta y=mx+n;conm#0 , asintota oblicua a

la funcién  f(x) , si tomamos, la ecuacion y—mx—n=0 . Despejando m de la ecuacion,
_y n . .,
m—; -5 Y teniendo en cuenta que cuando x— 0= f(x)—o ,se cumplird
) X ) X
m=lim _, flx) m=lim _ fx)
X X

Hay que tener en cuenta:
1.-Si  m es un numero real no nulo, y n es real, la recta y=mx+n esuna asintota
oblicua de la funcion  f(x)
2.-8i m==ow | lafuncion f(x) no tiene asintota oblicua en +% (respectivamente
—0 )
3-8 m=0 | lafuncion f (x)  no tiene asintota oblicua en +00  (respectivamente
—0 )

Calculo de 1a ordenada en el origen n

Conocida la pendiente m de la recta y=mx+n;conm#0 , asintota oblicua a la
funciéon  f(x) , como se cumple
lim_, _ f(x)—mx—n=0 6 lim_, . f(x)=-mx—n=0
Se cumplira

n=lim_,__ f(x)—-mx

# Ejemplo.- Dada la funcion  f(x)= ¥ 1 , como
2
x =1
: f(x)
51 =1
1=1imxﬁ+w7=1imxﬁ+wM:m respec My ™
. x’—1 . PO
0=lim, , ~———1.x =lim_,,, f(x)-mx=n (respec;0=lim _, _, f(x)—1.x

Larecta y=x esuna asintota oblicua de f(x)

Monotonia y curvatura.

Teniendo en cuenta los resultado expuestos en el tema de Monotonia y curvatura, Si una
funciéon f(x) est4 definida en un intervalo I , podemos obtener los siguientes resultados:

Monotonia v convexidad.

& f(x) escrecienteyconvexaen I si f'(x)>0,f""(x)>0 VWV xel

& f(x) escrecienteyconcavaen I si f'(x)>0,f""(x)<0 V xe€l
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& f(x) esdecreciente y convexaen I si f'(x)<0,f"'(x)>0 V xeI

& f(x) esdecrecienteyconcavaen I si f'(x)<0,f"'(x)<0 VWV xel

Puntos criticos o0 extremos

)) es minimo relativode f(X) en [p.4q] si
0,7"'(a)>0 o bien
0,7 (a—h)<0yf' (a—h)>0V he [p—a, gal

¢ (a,

a

A
A

a

Q

)) s maximo relativode S (x) en [P.4q] si
,f''(a)<0 obien
,f'(a=h)>0yf" (a—h)<OY h € |p—a, g¢—a]

fla

)

)

o (a f(
f'(a)=0, f
f'(a)=0

Puntos de inflexion

o (a.f(a) es punto de inflexion convexo - concavo de f(x) en [p.4ql si
f'(a)=0,f""(a—h)>0yf"" (a—h)<OV he [p—a, g—al]
o (a,.f(a) es punto de inflexion concavo - convexo de f(x) en [p.4ql si
f"(a)=0, f""(a—h)<0yf' ' (a—h)>0V he [p—a,qg-a] .
# Ejemplo.- Como la funcion [ (x)=x*-2x" , cumple
f'(x)=4.x(x—1).(x+1)
[ (x)=4(3x"~1)
Estudiando lo signos de estas derivadas obtenemos

o —w<x<—1I2f"(x)<0;f""(x)>0 S es decreciente y convexa en

(—o0,—1)

o x=—1=2f"(x)=0yf""(x)>0 = (=1 f(=1)=(=1,—1) es minimo relativo

V3
. —1<x<—?c>f'(x)>0yf”(x)>0 = S es creciente y convexa en
]
T3
V3 V3 V3 V3 5
. == f ’ — = _ N2 A I
3 =S (x)>0y /7 (x)=0 A 3 g esun
punto de inflexion convexo - concavo
\/§ ! rs . r
. —T<x<05>f (x)<0yf'"(x)<0 =  f escrecientey céncava

x=0=f"(x)=0yf"" (x)<0 = (0,£(0))=(0,0) s maximo relativo
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V3
. 0<x<+TE>f’(X)<0yf”(X)<0 = S es decreciente y concava

o Si ngc>f’(x)<0yf”(x)=0 = (?f(g)):(?—%) es un punto

de inflexion concavo - convexo

V3

e Si +T<x<lc>f'(x)<0yf”(x)>0 = S es decreciente y convexa

o §i x=+I=f'(x)=0yf""(x)>0 = (1, f(1)=(1,—1) esminimo relativo
o §i +l<x<4oo= f'(x)>0yf"" (x)>0 = S es creciente y céncava

Luego la funcion sera

teniendo en cuenta que la funcion es par (o simétrica respecto del eje OY), podiamos haber

estudiado los valores de x € (—x 0)6(0,+o) v haber deducido el resto
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Esquema para la representacion de una funcion

Para representar una funcion debemos de seguir al menos el siguiente esquema

Propiedades de [ (x)
obtenidas directamente

Caracterizacion

f(x)
S (x)

Regiones grafica

1 |Dominio de

Recorrido de

a) Region positiva
b) Cortes con el eje OX y OY

c) Region negativa

Valores que puede tomar x

Valores que puede tomar la y

f(x)>0 . Porencima del eje OX
f(x)=0 .Raices de la funcién. Y (0,f(0))
f(x)<0 . Por debajo del eje OX

2 |Simetrias
a) Funcion par

b) Funcién impar

3 |Periodicidad

f(x)=f(—x) .Eje de simetria el eje OY
f(x)=—f(—x) . Centro de simetria el origen
f(x+T)=f(x) .T periodo minimo

4 | Puntos de discontinuidad

lim_, f(x)#f(a) o

lim__ _f(x)#lim__ . f(x)

5 |Ramas infinitas y asintotas

a) Ramas verticales
Asintotas verticales x = a

b) Ramas horizontales
Asintotas horizontales y =k

c) Ramas oblicuas
Asintotas oblicuas
y=mx+n,m,n€R m#0

d) Ramas parabolicas

¢) Ramas hiperbolicas

lim, ,,f(x)=%colim_, __f(x)=*co0 lim
lim,_, . =k
m=tim,_ ., L5 = ()

n:hmx—>ioo (f(x)_m . x)
m==+c0. Rama similar a la de y=x"

m=0.Rama similar a la de y =+/(x)

e S(X)=

+o0

Propiedades de f(x) obtenidas
por las derivadas sucesivas

Caracteristicas

6 |Monotonia
a) Crecimiento

b) puntos criticos y extremos

¢) Decrecimiento

. Intervalos de crecimiento

)>0

a)=0yf"" (a)>0 .Minimo
a)=0yf'"(a)<0 .Maximo
)<0

. Intervalos de decrecimiento

7 | Curvatura
a) Convexidad

b) Puntos de inflexion

¢) Concavidad

>0

=0yf'""(a)>0 .Céncavo-convexo
=0yf'""(a)<0 .Convexo-concavo

<0

. Intervalos de convexidad

. Intervalos de concavidad
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Construccion de funciones a partir de otra

Funciones opuestas. Ejes de simetrias
Dos funciones f(x)yg(x) sonopuestas &  g(x)=—f(x) V€D ,ND,
# Ejemplo.- la funcion g(x)=x" esopuestaa f(x)=—x ,yaque g(x)=—f(x)

Funciones pares entre si. Eje de simetria OY

Dos funciones f(x)yg(x) sonparesentresi <  g(x)=f(-x) VE€D,ND,

# Ejemplo.- Las funciones  f(x)=x’+1 y g(x)=—x’+1 son pares, ya que se cumple
g(x)=/(-x)

Funciones v valor absoluto

Valor absoluto de una funcion |f(x)| y simetria horizontal (OX)

Para representar una funcion valor absoluto

a) Dibujamos primero la funcién f(x), sin el valor absoluto.

b) Los trozos de curva positiva se dejan como estan.

¢) Los trozos de curva negativos se sustituyen por los trozos de curva simétricos de aquellos
respecto del eje OX.

# Ejemplo.- La grdfica de la funcion — f(x)=|x’—1| es

Valor absoluto de la variable f(|x|) y simetria vertical (OY)

Para representar una funcién valor absoluto de la variable

a) Dibujamos primero la funcion f(x), sin el valor absoluto para valores de x positivos.
b) Para valores negativos de x, la grafica es simétrica respecto del eje OY de la parte

anterior dibujada.
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# Ejemplo.- La representacion grdfica de la funcion  f(x)=+IX| serd

Funciones reciprocas.

Dos funciones [ (x)y g(x) (con Ima,cD, ) son reciprocas si
g(f(x))=x;f(gy)=y» .
La funcion reciproca de f(x) se de designapor /' (x) .
Dos funciones reciprocas son simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante.
# Ejemplo.- Las funciones f(x)=2" y log,x son reciprocas, puesto se cumple
log,2"=x paracualquier x € R
2°%’=y paracualquier ye€ R

Funciones trasladadas
Traslacion vertical

g(x) eslafuncion f(x) trasladada verticalmentesi 3Ib €R :g(x)=f(x)+b
# Ejemplo la funcion — g(x)=x"+1 esla funcion f(x)=x" trasladada verticalmente,
segiin el vector 1i(0,1)
Traslacion horizontal

g(x) eslafuncion f(x) trasladada horizontalmentesi Ja €R : g(x)=f(x—a)
# Ejemplo la funcion g(x)=(x=2Y es la funcion f(x)=x*>  trasladada
horizontalmente, segiin el vector 1(2,0)
Traslacion oblicua

g(x) eslafuncion f(x) trasladada oblicuamente si

da, be R g(x)=f(x—a)+b
# Ejemplo la funcion g (x)=(x—=2)+1 eslafuncién f(x)=x" trasladada

oblicuamente, segun el vector 1(2,1)
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Dilatacion de funciones segun los ejes

Dilatacion o contraccion vertical
Dilatar o contraer verticalmente una funcion  f(x) k veces equivale a multiplicar todas
las ordenadas de la funcion dada por k.
 Si k>1 lafuncion se dilatacion.
 Si k<1 lafuncion se contrae.
# Ejemplo.- La funcion g(x)=2\/; es una dilatacion vertical de la funcion f(x)Z\/;
Dilatacion o contraccion horizontal

Dilatar o contraer horizontalmente una funcion f(x) kveces equivale a sustituir la

variable x de la funcioén dada por %

e Si k>1 1lafuncion se dilatacion.

e Si k<1 1lafuncion se contrae.

# Ejemplo.- La funcion g(x)zsen(;c—) es una dilatacion horizontal de la funcion

f(x)=sen (x)
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