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O aproximare a lungimii spiralei de pe tor 

 

Fig.1 Generarea parţială a torului  cu R = 5, r = 1.  α = 150º, β = 270º 

 

Ecuaţiile parametrice  ale torului: 

{

𝑥 = (𝑅 + 𝑟 cos (𝛼)) 𝑐𝑜𝑠(𝛽)

𝑦 = (𝑅 + 𝑟 cos (𝛼)) sin (𝛽)

𝑧 = − 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝛼)

, cu  {
𝛼 ∈ [0, 2𝜋]

𝛽 ∈ [0, 2𝜋]
. (1) 

Ecuaţiile parametrice  ale zonei interioare a torului: 

{

𝑥 = (𝑅 + 𝑟 cos (𝛼)) 𝑐𝑜𝑠(𝛽)

𝑦 = (𝑅 + 𝑟 cos (𝛼)) sin (𝛽)

𝑧 = − 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝛼)

, cu  {
𝜶 ∈ (

𝝅

𝟐
,
𝟑𝝅

𝟐
)

𝛽 ∈ [0,2𝜋]
. (2) 

Ecuaţiile parametrice  ale zonei exterioare  a torului: 

{

𝑥 = (𝑅 + 𝑟 cos (𝛼)) 𝑐𝑜𝑠(𝛽)

𝑦 = (𝑅 + 𝑟 cos (𝛼)) sin (𝛽)

𝑧 = − 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝛼)

, cu  {
𝜶 ∈ (𝟎,

𝝅

𝟐
) ∪ (

𝟑𝝅

𝟐
, 𝟐𝝅)

𝛽 ∈ [0,2𝜋]
. (3)
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Fig.2 Tor cu spirală. R = 5, r = 1, u = 360º, n = 6 

 

Ecuaţiile parametrice  ale spiralei cu 𝒏 ∈ ℕ∗ spire, de pe suprafaţa torului: 

{
  
 

  
 𝑥 = (𝑅 − 𝑟 𝑠𝑖𝑛 (2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
)) ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜑)

𝑦 = (𝑅 − 𝑟 𝑠𝑖𝑛 (2𝑛𝜋 ∙
𝜑

𝑢
)) ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜑)

𝑧 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 (2𝑛𝜋 ∙
𝜑

𝑢
)

 𝑐𝑢 𝜑 ∈ [0, 𝑢]. (4) 

 

 

 

 

Fig. 3 Desfăşurarea parţială a  zonei interioare a torului cu spirală. R = 5, r = 1, u = 180º, n = 2, v = 135º 
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Ecuaţiile parametrice  ale curbei corespunzătoare porţiunii primei spire, situate pe zona 

interioară de pe suprafaţa torului (𝑣 ∈ [0, 𝜋], 𝑛 ∈ ℕ∗): 

{
 
 

 
 𝑥 = (𝑅 − 𝑟 sin(𝑣) + 𝑟 (𝑣 − 2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
) cos (𝑣) ) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)

𝑦 = (𝑅 − 𝑟 sin(𝑣) + 𝑟 (𝑣 − 2𝑛𝜋 ∙
𝜑

𝑢
) cos (𝑣) ) 𝑠𝑖𝑛(𝜑)

𝑧 = 𝑟 cos(𝑣) + 𝑟 (𝑣 − 2𝑛𝜋 ∙
𝜑

𝑢
) sin (𝑣)

, 𝑐𝑢 𝝋 ∈ [𝟎,
𝒗

𝟐𝝅
∙
𝒖

𝒏
].  (5) 

Ecuaţiile parametrice  ale curbei corespunzătoare porţiunii primei spire, situate pe zona 

exterioară de pe suprafaţa torului (𝑣 ∈ [0, 𝜋]): 

{
 
 

 
 𝑥 = (𝑅 − 𝑟 sin(2𝜋 − 𝑣) + 𝑟 (2𝜋 − 𝑣 − 2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
) cos (2𝜋 − 𝑣) ) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)

𝑦 = (𝑅 − 𝑟 sin(2𝜋 − 𝑣) + 𝑟 (2𝜋 − 𝑣 − 2𝑛𝜋 ∙
𝜑

𝑢
) cos (2𝜋 − 𝑣) ) 𝑠𝑖𝑛(𝜑)

𝑧 = 𝑟 cos(2𝜋 − 𝑣) + 𝑟 (2𝜋 − 𝑣 − 2𝑛𝜋 ∙
𝜑

𝑢
) sin (2𝜋 − 𝑣)

,

𝑐𝑢 𝝋 ∈ [(𝟏 −
𝒗

𝟐𝝅
) ∙
𝒖

𝒏
,
𝒖

𝒏
].  (6) 

 

 

Fig. 4 Desfăşurarea torului circular cu spirală pe planul z = − r 

 

Ecuaţiile parametrice  ale curbei corespunzătoare primei spire, din planul de ecuaţie 𝑧 =

−𝑟 (⇔ 𝑣 = 𝜋): 

{
𝑥 = (𝑅 − 𝑟 (𝜋 − 2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
) ) 𝑐𝑜𝑠(𝜑)

𝑦 = (𝑅 − 𝑟 (𝜋 − 2𝑛𝜋 ∙
𝜑

𝑢
) ) 𝑠𝑖𝑛(𝜑)

, 𝑐𝑢 𝜑 ∈ [0,
𝑢

𝑛
] .  (7) 
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Calculul unei aproximări a lungimii spiralei de pe tor 

Prin diferenţierea ecuaţiilor parametrice  ale spiralei de pe suprafaţa torului se obţin următoarele 

relaţii: 

{
 
 
 

 
 
 𝑑𝑥 = (−

2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟 𝑐𝑜𝑠 (2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
) ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜑) − (𝑅 − 𝑟 𝑠𝑖𝑛 (2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
)) ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜑))𝑑𝜑 

𝑑𝑦 = (−
2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟 𝑐𝑜𝑠 (2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
) ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜑) + (𝑅 − 𝑟 𝑠𝑖𝑛 (2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
)) ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝜑))𝑑𝜑 .  (8)

𝑑𝑧 = −
2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟 𝑠𝑖𝑛 (2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
) 𝑑𝜑

 

 

Înlocuind relaţiile precedente în formula lungimii arcului elementar al unei curbe,  

𝑑𝑠 = √(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2 + (𝑑𝑧)2, 

se obţine expresia lungimii arcului elementar al spiralei de pe suprafaţa torului, 

𝑑𝑠 = √(
2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟)

2

+ (𝑅 − 𝑟 𝑠𝑖𝑛 (2𝑛𝜋 ∙
𝜑

𝑢
))

2

𝑑𝜑. (9) 

Lungimea spiralei cu 𝒏 ∈ ℕ∗ spire, de pe tor are expresia 

𝓛 = ∫ √(
𝟐𝒏𝝅

𝒖
 𝒓)

𝟐

+ (𝑹 − 𝒓 𝒔𝒊𝒏 (𝟐𝒏𝝅 ∙
𝝋

𝒖
))

𝟐

𝒅𝝋. (𝟏𝟎)
𝒖

𝟎

 

Prin diferenţierea ecuaţiilor parametrice  ale  curbei corespunzătoare primei spire, din planul de 

ecuaţie 𝑧 = −𝑟, se obţin următoarele relaţii: 

{
 
 

 
 𝑑𝑥 = (

2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝜑) − (𝑅 − 𝑟 (𝜋 − 2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
) ) 𝑠𝑖𝑛(𝜑))𝑑𝜑

𝑑𝑦 = (
2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑) + (𝑅 − 𝑟 (𝜋 − 2𝑛𝜋 ∙

𝜑

𝑢
) ) 𝑐𝑜𝑠(𝜑))𝑑𝜑

(11), 

care se pot rescrie sub forma: 

{
 
 

 
 𝑑𝑥 = (

2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟 𝑐𝑜𝑠(𝜑) − (

2𝑛𝜋𝑟

𝑢
∙ 𝜑 + 𝑅 − 𝜋𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝜑))𝑑𝜑

𝑑𝑦 = (
2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑) + (

2𝑛𝜋𝑟

𝑢
∙ 𝜑 + 𝑅 − 𝜋𝑟 ) 𝑐𝑜𝑠(𝜑))𝑑𝜑

. (11′) 
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Expresia lungimii arcului elementar al curbei corespunzătoare primei spire de pe suprafaţa 

torului este 

𝑑𝑠 = √(
2𝑛𝜋𝑟

𝑢
∙ 𝜑 + 𝑅 − 𝜋𝑟)

2

+ (
2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟)

2

𝑑𝜑.  (12) 

Lungimea curbei corespunzătoare primei spire de pe suprafaţa torului se poate calcula cu ajutorul 

formulei 

ℓ𝓈 = ∫√(
2𝑛𝜋𝑟

𝑢
∙ 𝜑 + 𝑅 − 𝜋𝑟)

2

+ (
2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟)

2

𝑑𝜑.  (13)

𝑢
𝑛

0

 

Lungimea totală a familiei de curbe corespunzătoare spiralei cu 𝒏 ∈ ℕ∗ spire, de pe tor se 

poate calcula cu ajutorul formulei 

ℒ = 𝑛∫√(
2𝑛𝜋𝑟

𝑢
∙ 𝜑 + 𝑅 − 𝜋𝑟)

2

+ (
2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟)

2

𝑑𝜑.  (13)

𝑢
𝑛

0

 

 

Calculul integralei din membrul drept al formulei precedente se poate efectua făcând schimbarea 

de variabilă 

𝜓(𝜑) =
2𝑛𝜋𝑟

𝑢
∙ 𝜑 + 𝑅 − 𝜋𝑟. (14) 

Se obţine 

ℒ =
𝑢

2𝜋𝑟
∫ √𝜓2 + (

2𝑛𝜋

𝑢
 𝑟)

2

𝑑𝜓.  (15)

𝑅+𝜋𝑟

𝑅−𝜋𝑟

 

Se aplică formula 

∫√𝑥2 + 𝑎2 𝑑𝑥 =
1

2
(𝑥√𝑥2 + 𝑎2 + 𝑎2𝑙𝑛 (𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2)) (16) 

şi  rezultă 
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𝓛 =
𝒖

𝟒𝝅𝒓

(

 
 
(𝑹+ 𝝅𝒓)√(𝑹+ 𝝅𝒓)𝟐 + (

𝟐𝒏𝝅

𝒖
 𝒓)

𝟐

− (𝑹− 𝝅𝒓)√(𝑹 − 𝝅𝒓)𝟐 + (
𝟐𝒏𝝅

𝒖
 𝒓)

𝟐

 

+ (
𝟐𝒏𝝅

𝒖
 𝒓)

𝟐

𝒍𝒏

(

 
𝑹 + 𝝅𝒓 + √(𝑹+ 𝝅𝒓)𝟐 + (

𝟐𝒏𝝅
𝒖  𝒓)

𝟐

𝑹 − 𝝅𝒓 + √(𝑹− 𝝅𝒓)𝟐 + (
𝟐𝒏𝝅
𝒖

 𝒓)
𝟐

)

 

)

 
 
. (𝟏𝟕) 

 

 

 


