O aproximare a lungimii spiralei de pe tor
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Fig.1 Generarea partfiald a torului CUR=5,r=1. a =150° = 270°

Ecuatiile parametrice ale torului:

x = (R + 1 cos(a)) cos(B)
y = (R + 1 cos(a)) sin(B). cu {g E {8:;;} (D

z = —rsin(a)

Ecuatiile parametrice ale zonei interioare a torului:

x = (R +r cos(a)) cos(B) c (E 3_,,)
y=(R+ramesmecu{;e 2'2).(2)

z=—rsin(a) [0, 2]

Ecuatiile parametrice ale zonei exterioare a torului:

x = (R +r cos(a)) cos(B)

y:@+rw“@ﬁmwyw{aE@Eh%%Jﬂ(Q

z = —rsin(a) p € [0,2m]
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Fig.2 Tor cu spirala. R =5, r=1,u=360n=6

Ecuatiile parametrice ale spiralei cu n € N* spire, de pe suprafata torului:
( . %
X = (R —rsin (Znn . ;)) - cos(¢)

1y = (R — 7 sin (Znn : %)) - sin(p) U €[0,ul.(4)

L z=rcos(2nn-%)

Fig. 3 Desfasurarea partiald a zonei interioare a torului cu spirald. R =5, r =1, u=180%n=2,v=135°



Ecuatiile parametrice ale curbei corespunzatoare portiunii primei spire, situate pe zona

interioard de pe suprafata torului (v € [0,7],n € N*):

lfx = (R —rsin(v) +r (v —2nm- %) cos(v) ) cos(p)
4 y= (R —rsin(v) +r (v —2nm - %) cos(v) )sin(<p),cu Q€ [O,% : %] 5)

_ AP
t z=rcos(v) +r (v —2nm u) sin(v)
Ecuatiile parametrice ale curbei corespunzatoare portiunii primei spire, Situate pe zona
exterioard de pe suprafata torului (v € [0, ]):
(x = (R —rsin@r—v)+r (27r —v—2nm- 2) cos(2m — v) ) cos(p)
| u
( . @ .
y=(R—rsinQr—v)+r (27r —v—2nm- E) cos(2m — v) )sm(go),
|
\ z=rcosQm —v) +r (27r—v—2n7r-%)sin(27r—v)

cu@ e [(1 —%) %,%] (6)

¥

Fig. 4 Desfasurarea torului circular cu spirald pe planul z = — r

Ecuatiile parametrice ale curbei corespunzatoare primei spire, din planul de ecuatie z =

—-r(ev=mr):

x (R — T'(T[— Zmr-%))cos((p)

u
= rlee )< 0



Calculul unei aproximiri a lungimii spiralei de pe tor
Prin diferentierea ecuatiilor parametrice ale spiralei de pe suprafata torului se obtin urmatoarele

relatii:

( 2nm () ) @ .
dx = <_T T COoS (Znn : a) - cos(p) — (R —7rsin (Znn : E)> ' sm(go)) de

A

dy = (—2% T cos (Znn : %) -sin(e) + (R —rsin (Znn - %)) : COS(<P)> de . (8)

dz = _22_71 rsin(Znn-%)dgo

Inlocuind relatiile precedente in formula lungimii arcului elementar al unei curbe,
ds = /(dx)? + (dy)? + (d2)?,

se obtine expresia lungimii arcului elementar al spiralei de pe suprafata torului,

ds = \j(Zz_n r>2 + (R —rsin (2n7r - %))2 de.(9)

Lungimea spiralei cu n € N* spire, de pe tor are expresia

L—fu (znn >2+ R -7 sin (2 ‘p)zd 10
= ) " r rsin(2nm " @.(10)
Prin diferentierea ecuatiilor parametrice ale curbei corespunzitoare primei spire, din planul de

ecuatie z = —r, se obtin urmatoarele relatii:

I{dx = (22—7-[ r cos(p) — (R -7 (T[ —2nm - %) )sin(<p)> do

4

Ikdy = <ZZ—T[ r sin(p) + ( (7T 2nm - %) )cos(<p)> do

care se pot rescrie sub forma:

( 2nm 2nmr ]
=|— r cos(p) —( ” -<p+R—rrr>sm(<p) d

(11),

.(11)

| d
4' 2nm 2nmr
k = —rsm(<p)+< ” -<p+R—rrr>cos(<p) d



Expresia lungimii arcului elementar al curbei corespunzatoare primei spire de pe suprafata

torului este

2nmr 2 2nmw \2
ds = ( ” -<p+R—7rr) +(Tr) do. (12)

Lungimea curbei corespunzatoare primei spire de pe suprafata torului se poate calcula cu ajutorul

formulei

u
; 2nnr 2 2nm \*
{’5=f ( -(p+R—7rr) +(—r) do. (13)
u u
0

Lungimea totald a familiei de curbe corespunzdtoare spiralei cu n € N* spire, de pe tor se

poate calcula cu ajutorul formulei

u

2 2

L=nf\/(27;nr-(p+R—nr) +(22—nr) de. (13)

0

Calculul integralei din membrul drept al formulei precedente se poate efectua facand schimbarea

de variabila

2nmr
Y(op) =—— ¢ +R-mr.(14)

Se obtine

L= % wa \/lpz + (ZZ—” r)z dip. (15)
R—mr

Se aplica formula

f\/xz +a?dx = 1(x\/xz +a? + a?ln (x +/x2% + az)) (16)

2

si rezulta



2

L=l (R+”r)\/(R+7TT)2+<2nan> —(R—m‘)\[(R—nr)Z+(2nan)

2

Antr

R+1tr+\[(R+m~)z+(2_r)
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