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Problemas — Tema 2

Problemas resueltos - 8 - ampliacion a limites

2"-8

1. Calcularlli_r)go(znT)

. 2n-g
lim (Z"T)

n—-oo

[ee] . . e
=— indeterminacion

Dividimos numerador y denominador por2™*1, al ser esa la potencia de mayor exponente.

2n 8 18 1
. N+l pn+i . o . 2 N1,
lim | 2=—7%— |— simplificar — lim 3-2—) ==
n—-oo znT n—-oo 1 2
2

Donde hemos utilizado, al evaluar, quek /o = 0.
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2. Calcula:

2
. 3e¥ —e¥4x3
d)lim

7]
x—o0 x*+e¥—2e¥

T . 40450 L1412
a) Evaluamos el limite para x = Oy nos queda — lim —— = lim —===1
x—0 3°+6° x—0 1+1 2

b) Evaluamos el limite para xtendiendo a infinito y nos queda una indeterminacion:

i 4° 4+5% oo
m ——=—
x>0 3% 4+ 6% oo

Pararesolverla, dividimos cada término por la potencia de mayor base y mayor exponente. En nuestro caso6*.

4* 5% 4 5
wmwtes, . (@R
G e =l T3
= tex @ +1

Cualquier potencia de base positiva menor que 1, en el infinito, tiende a 0. Por lo tanto:

4 5
@*+@*\ o0+0
lim 6 6 = =

xX—00 (%)x +1 0+1

4
c) lim (%) = —=— ¢ Aplicamos L'Hopital cuatro veces seguidas?
xX—00

En el infinito podemos hablar de una ley de potencia de funciones elementales.

La exponencial es mas potencia que el polinomio, y el polinomio es mas potente que el logaritmo. Es decir,
six — copodemos afirmar que la exponencial crece mas rapido que un polinomio, y que un polinomio crece
mas rapido que un logaritmo.

e* >» x™ > log, (x)

Con esta forma de razonar podemos resolver el limite sin necesidad de aplicar L'Hopital de manera iterativa.
Para ello, dividimos todo por la funcién mas potente en el infinito.
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4 4

X X

o eE. L
lim (=) = simplificar = lim (=) = lim (=) = evaluar =0
x—o00 € x—o0o - 1 x—oo0 X
ox
Como la exponencial es mas potente que el polinomio, en el infinito, vence el denominador sobre el numerador
y el cocienye tiende a 0.

. e ., x* .
Geogebra nos permite ver, de manera gréafica, como la funcionf (x) = = tiende a 0 cuando x — oo,

2
. 3e¥ —e¥+x3
d) lim

2
x—o00 x44+eX—2ex

Si evaluamos encontramos indeterminacion infinito — infinito tanto en el numerador como en del denominador.
¢, Qué hacer? Aplicar la ley de potencia de funciones elementales en el infinito.

En el apartado anterior hemos visto que al exponencial es mas potencia en el infinito que un polinomio.

. . , ~ 2
Dentro de las exponenciales, quien tenga el exponente de mayor grado serd mas potente. Por eso, e* > e*.
Ademas, dentro de los polinomios, el que tenga mayor grado sera mas potente en el infinito. Por eso,x* > x3.

s . ., . 2 e g
En el limite que tenemos entre manos, la funcién de mayor potencia ese*". Por lo tanto, dividimos todos los
7 . 2
términos pore*".

3e*"  eX 3 e*  x3
—Q= T a2t = 3——F=t = —
. eX ex ex , L . ex x
lim > = simplificar = lim —; = evaluar = —
x—00 x4 eX  2eX x>0 X ex 2
2 z 2 ox2 U oxZ 2
ex ex ex e e

. . , . . g s 2
Donde hemos aplicado que la exponencial es mas potente que un polinomio en el infinito, y quee*” > e*. Por
eso, las fracciones que quedan tras simplificar tienden a 0 (al ser los denominadores mas potentes que los
numeradores).

2
. . -3 L, 3e*" —eX+x3 .
En la grafica podemos ver como la recta horizontaly = —esuna AH de la funcionf (x) = 2 La gréafica
X er—ze

tiende a la AH cuandox — oo.
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3. Determina el valor de apara que el siguiente limite sea igual al niUmero e.

X

lim (

X—00

+3
ax
)

Si evaluamos, encontramos una indeterminacion 1 elevado a infinito.

. x+3 - N
La base seriaf(x) = —y el exponenteg(x) = a - x. Por lo que podemos utilizar la definicion del epara
calcular el limite con la expresion:

L = et ()-1]

Si calculamos el limite del exponente:

, . x+3 . 3ax ) o . 3a
limg(x) - [f(x)—1] = lim(a-x- [T— 1] = lim (T) = simplificar = lim (T) = 3a
X—00 X—00 X—00

X—00

, . s . , 1
Segun el enunciado el limite debe ser igual al nimero e, porloque: 3a=1—a = 3
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xcos(2x)+bsen(x)

4. Sabiendo quelim >
x—0 4x

es finito, calculaby el valor del limite.

Evaluamos el limite.

lim xeos(2n)+hsen(x) _ %—» Indeterminacion — Aplicamos L'Hépital

x—0 4x2
xcos(2x) + bsen(x) I cos(2x) — xsen(2x) -2+ bcos(x) 1—-0+4+b 1+b
50 4x2 = 250 8x T 0 0

Para que el limite sea finito necesitamos anular el numerador, para evitar que diverja a infinito. Es decir:

1+4b=0-b=-1

Si llevamos este resultado al limite:

linr(l) cos(Zx)—xser;)(CZx)Z—cos(x) = %—> Indeterminacion — Aplicamos L'Hépital
xX—

—sen(2x) - 2 — 2[sen(2x) + xcos(2x) - 2] + sen(x) 0—2[0+0]+0
m =
x—0 8 8

=0
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5. Calculalim (Vx? — 5x + 4 — x)

X—00

Evaluamos — lim (Vx? —5x + 4 —x) = c0o — 0o — indeterminacion — multiplicamos y dividimos por el

X—>00

conjugado de la expresion.

(Vx?—5x+4—-x)(Vx? —5x +4+x) _ i x% —5x+4 —x?

lim (vx? —5x +4 — x) = lim = lim

x— x—00 x> —-5x+4+x x004/x2 —5x +4 +x
_ —5x+4 _ —S5x/x+4/x N

lim = lim = (simplificar)

ooy x2 —5x +4+x X% [x2/x2 —Sx/x2 +4/x% 4+ x/x

. —5+4/x _ -5 _ -5

Jll—l;r;o 1-5/x+4+1 (evaluar) = 73 =5

Donde hemos aplicado quek/o = 0.
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1
6. Calculalim (2 — x)1-x.
x—>1F

1
. —_ — 1 . . .,
lim, (2 — x)1-x— evaluamos — 17 = = indeterminacion
xX—

Para resolver aplicamos logaritmo al limite y, sobre el resultado que obtengamos, aplicamos exponencial
(recuerda que logaritmo y exponencial son funciones inversas).

. 1 . 1 . 1 In(1) _ 0o . L
lim (2 — x)1-x— lim In[(2 — x)1—=] = lim — - In[(2 — x)] = —= = -— indeterminacion
x-1% x-1t x-1t 1-x 0 0

In[(2-x)] _ . 2—x 1

Aplicamos L'Hépital — lim
x-1t  1-x x-1% -1

1
Aplicamos exponencial y obtenemos el valor del limite original — lirr11+ 2-x)rx=el=e
X—
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1
. 1 ——=
7. Calcula lim (=—)@-»?
x-21 3—x

1
Evaluamos — 11r£1+(a)(2-’02 = 1®— indeterminacion — aplicamos logaritmo neperiano
X— -

: 1 —— i 1 1 In1) o . L A
xll)r%ln(;)@ 7 = lean1+ o ln(a) == =7 indeterminacién — L'Hopital
_1
(B—x)?
1 1 1
ln(3 - x) 3—x 3—x 1

=0 AR (D AR T2 AR TZZ 0G0

1 . . . .
eyl +o00— aplicamos exponencial y obtenemos el limite de partida.

1
lim (;—)@ 0% = e*® = 4o

x->2t3 —x
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) 3x2 1%
8. Calculalim [%]
x—oo L3x4=7

Es una indeterminacion del tipo 1 elevado a infinito.

o Bxr-7+ 7]6"
lim |—————

7 6x
o | 3x2—7 zllrﬁlo[1+3x2—7]

6x—l
r 3x2-7 3x2-7
7

imi\1+35—

7

Dentro del corchete encontramos la definicién del nUmero de Euler.

lim 6x-+ 0
ex—co  3x2-7 = eV =1

Donde hemos razonado que el grado del denominador supera al grado del numerador y por eso el limite
en el infinito tiende a 0.
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2
ln(x) T X2

9. Resolver hm L, (

)

i ro_ x2-1-2In(x) _ 0 WA
A, G ™ %o ) =0 — e maem. Jim == = 5~ L'Hopital —

2x-2 2x%-2
o et = MM Sy = o LHopital —
li 4x Ax 4x B 4
-+ T 0+4

= lim = lim
1 4 In(x) + 2x2 % +(2x) oUAr-InG) +2x 4 (2x) x0T 4x - Inx) + 4x

=1
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In(x+1)—asen(x)+xcos(3x)

10. Sabiendo quelir% es finito, calculaay el valor del limite.
X—

x2

lim In(x+1)—asen(x)+xcos(3x) _ 0

x—0 x2 S

— L'Hépital

. Fll — acos(x) + cos(3x) + x(—sen(3x)3) 1-a+140 2-a
%0 2x T 0 o

Para que el limite sea finito, necesitamos que el numerador sea nulo. En caso contrario, el limite se
dispararia a infinito.

2—a=0—a=2

%—Zcos(x)+cos(3x)—3xsen(3x) 0

lim £ = -— L'Hopital
x—0 2x 0
-1
y GFDZ 2(—sen(x)) — sen(3x)3 — 3sen(3x) —3xcos(3x)3 1. 9_0_0-0 -1
1m = = —

x—-0 2 2
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11. Calculalir%w
xX—

Primero rompemos el valor absoluto que hay en la funcién sobre la que deseamos aplicar el limite.

Como el valor absoluto es|x/|, tendremos una funcién a la izquierda de 0 y otra a la derecha de 0.

. In(1—x)
lim ——
Por tanto, obtendremos dos limites laterales (a la izquierda y a la derecha de cero) — xfo_ ln(f+x)
A
-1
lim 2479 = 0 ) Hopital — lim =% = —1
x—0" X 0 x-0- 1
1
lim 29 = 0 ) Hepital — lim 22 = 1
x-0+t X 0 x-0- 1

Como los limites laterales son distintos, no existe el limite de la funcién cuandoxtiende a 0.
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sen(3x)

12. Obtenerapara que se cumplalin%( + % +3x)=0
X—

x2

3
lim(—sen(fx) +24 3x) = 2 4+%4 0 mem. — lim —Sen(3x)+zax+3x =2, L'Hopital
x—0 X X 0 0 x-0 X 0
_ cos(3x)3+a+9x? 3+4a
lim =
x—=0 2x 0
El numerador debe ser nulo, para evitar que el limite se vaya a infinito > 34+ a =0—-a = -3
— 2 -
lim 3cos(3x)—3+9x — 9_) L'Hépital — lim 3(—sen(3x)3)+18x — 0 -0
x—0 2x 0 x—0 2 2
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13. Obtenerapara que el siguiente limite exista y sea finitolim ——-—=
X

-0 x—sen(x)

im S = 22 = 2, | 'Hopital
x—0 Xx—sen(x) 0-0 0

I e*+e*4+a 2+a

im =

x-0 1 — cos(x) 0

El numerador debe ser nulo, para que el limite sea finito -2 +a =0—>a = -2

X_o—X

Xpe*_2 0 . .
£ 22, Hépital — lim g
x—0 1—cos(x) 0 x—0 sen(x)

e*+e™* 2

0 cos(x) 1

= g—> L'Hépital
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x+1
1+sen(x)

1
X2

14. Calculahm( )x

+1 = . L
im(———)** = 1°— indeterminacién
x—0 1+sen(x)

1 xX+1

— — HUmg)[f(x)-1] — Himel s

Si f(x) 1+sen(x)’g( ) _> L=ex —L=ex
li 1 [x—sen(x)1 lim x—sen(x) 0

L = ex~ox Hsen(x) = ex-ox2+x?sen() = eo— indeterminacion en exponente — L'Hopital

1-cos(x)

lim——————5——
L = ex dzxraxsento)+aicost) = eO—> indeterminacion en exponente — L'Hopital

lim sen(x)
L= exa02+ZSen(x)+2xcos(x)+2xcos(x) x2sen(x) — ez = eO =1

o
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15. Calculalim $&@)+a-0°-1
. x—0 In(cos(x))

sen(2x)+(1-x)?-1 _ 0

lim ———————— = — indeterminaciéon — L'Hopital

x—0 In(cos(x)) 0

. 2x)2+2(1—x)(—1 . 2 2 -2 +2 2-2 0
lim cos( x)_sen((x) x)(—1) = lim cos( x)cos()i) cos(x)+2xcos(x) —2=2_0
x—0 0509 x—0 sen(x) 0 0

indeterminacién — L'Hopital

lim 2(—sen(2x)2)cos(x) + 2cos(2x)(—sen(x)) + 2sen(x) + 2cos(x) + 2x(—sen(x))

x-0 —cos(x)

2

-1
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16. Calcula lim (vV4x2 + 3 — 2x)

X—>00

Al evaluar obtenemos indeterminacion infinito menos infinito. Multiplicamos y dividimos por el conjugado.
_ o (V4x? +3 —2x)(V4x? + 3 + 2x)

lim (v4x2 + 3 — 2x) = lim

x—00 x—e0 V4x? + 3+ 2x

En el numerador encontramos una identidad notable (suma por diferencia), que al operar queda como
diferencia de cuadrados.

o 4x?+3-—-(2x)2% 3 3
lim = lim—=—
x>0 \J4x2 4+ 34+ 2x  °°V4x2+3+4+2x @
Es decir, la funciéon f(x) = v4x? + 3 — 2xpresenta una A.H.y = Ocuandox — +o

=0

Ojo. Eso no quiere decir que la A.H. también aparezca enx — —co. Para responder a esa cuestion, tendriamos
gue hacer el limite de la funcién cuandox — —oo.
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3
17. Calcula 1irr(1)(cos(2x))x_2
X—

Al evaluar, la base tiende a 1 mientras que el exponente tiende a infinito. Por lo tanto, tenemos
indeterminacion 1 elevado a infinito.

Aplicamos logaritmo al limite.

3 3
limIn[(cos(2x))*?] = lim — - In(cos(2x))
x—0 x-0X

Recuerda. En estas indeterminaciones es muy practico expresar todo el limite en forma de una sola
fraccion.

. 3-In(cos(2x))
lim —————
x—0 X

Asi, al evaluar, tendremos indeterminacién 0/0 y podremos aplicar L'Hépital.

—sen(2x) - 2
. cos(2x) . —3sen(2x)
lim ———— = lim—=
x-0 2x x-0 X - cos(2x)

Al evaluar, volvemos a encontrar indeterminacion 0/0 por lo que aplicamos nuevamente L'Hopital.
I —3cos(2x) - 2 - Eval =6
0 cos(2x) + x - (—sen(2x) - 2) vamar =y +0

iOjo! No hemos terminado. Si hemos aplicado logaritmo al inicio del limite, debemos ahora aplicar
exponencial para recuperar el limite de partida.

1
— ,—6 —
L=e —;

-6
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18. Calculaasabiendo que lim ——— =1

x—co [IN(X)]3+2x
Evaluamos el limite y obtenemos indeterminacion infinito partido infinito.

Aplicamos L'Hbpital (no olvidar escribir la teoria correspondiente).

. ax
— m.c.m. — lim

lim ———— ———— evaluar — infinito / infinito — L'Hopital
X—00 3~[ln(x)]2-;+2 x—o0 3-[In(x)]?+2x

im ———— m.c.m. > lim ————— evaluar — infinito / infinito — L'Hopital
x—00 6-[1n(x)]-;+2 x—o0 6-[In(x)]+2x
lim —— m.c.m. — lim %_) evaluar — infinito / infinito — L'Hépital

xX— 0o 6~;+2 X—00

lim = = %—» Segun el enunciado, igualamos a 1 —>% =1-a=2

xX—00
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