Come essere
il pitt piccoli possibile

Perché non provate questo semplice esperimento?

Prendete un qualsiasi telaietto di fil di ferro, an-
che tridimensionalc, ¢ immergetclo in una bacinella
d’acqua saponata (0 detersivo per piatti).

Quando lo ritirate fuori. troverete che le varie
parti del telaio sono collegate da una sottile pellicola
di liquido saponaro.

E per quanto possa essere complicata, questa pel-
licola ha una proprieta molto interessante: cerca
sempre di organizzarsi in modo che I'area della pro-
pria superficie sia la pit piccola possibile.
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Ora, in matematica i problemi che injy;
«Determinare il pit piccolo...» (o «il pill gr
hanno spesso un’attrattiva speciale, in [fa
perché a volte hanno soluzioni molto eleg
danno grande soddisfazione.

Ecco un esempio semplice. Immaginate che
cowboy stia tornando a casa dopo una lunga gij o
ta nelle praterie, e all'improvviso decida dj pogrtorna‘-
suo cavallo al fiume per un’ultima bevuta, el

U problema &: quale percorso dovrebbe segy
aﬁ‘mlcbe' la distanza totale fino a casa sia la pin s
possibile? In altri termini, quale punto della riila“jéa

vrebbe scegliere per minimizzare la distanz
da percorrere?

ano con
ﬂflde, »)
rticolare
anti, che

a totale

La risposta ¢ che il cowboy dovrebbe scegliere i

excorsi di «andata» € «ritorno» ‘dal fipme in modo
cale che essi formino angoli ugua'lz con il fiume.

Per rendersene conto, I'astuzia € immaginare che

a H si trovi in una posizione diversa, come

|a fattori . '
nostra il disegno a sinistra: alla stessa distanza dalla
riva ma dal lato 0pposto, nel punto FL’
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In questo modo, qualunque sia il punto P della ri-
va in cui il cowboy sceglie di fermarsi, le distanze
PH e PH’ saranno uguali.

Quindi il problema di scegliere P in modo da mi-
nimizzare CP + PH & identico al problema di sce-
gliere P in modo da minimizzare CP + PH'.

Ma questo «nuovo» problema & facile; lo si risol-
ve scegliendo P in modo tale che cPH’ sia un seg-
mento rettilineo, come nel disegno a destra. E in
questo caso gli angoli oPH’ e QPC saranno uguali. -

Siccome gli angoli OPH € OPH sono sempre uguali,

qualunque sia la posizione di P lungo la riva, ne segue

che la traiettoria pil:l breve CP+ PH fi ottiene quan-
all’angolo OPH.

do I'angolo QPC & uguale
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Ragionamenti a'st.uti come questo vanno beyy:...
mo, ma i matematict hanno anche bisogno dj . nss|:
generali per affrontare i problemi di massimg et(:n:’h
nimo. E uno dei piti noti sfrutta il calcolo in ﬁnci)t:;}-

1-

male che abbiamo gia incontrato.

Per vedere come funziona, immaginate un copy
dino che ha 4 km di recinzione e vuole usarlj N
: e
creare un recinto rettangolare che racchiuda l'alr) r
ea

pitt grande possibile. Come dovra procedere?

Be’: se diciamo che due lati del rettangolo sone
lunghi x, allora gli altri due lati devono avere lun.
ghezza 2 - x. Dunque 'area sara x (2 - %), che si pud

riscrivere come 2x— 2.

2-x

2-x

I .
problema del contadino sj riduce quindi a de-

terminare o .
erminare il valore di x per cuj Ia quantita:
o Y =2x—x2

¢ la pit grande possibile.

Ed & qui ch
che entrain 1 :
: oc P
le. Infatti una variazioneg:li © il calcolo infinitesima-

o usare i metodi vistj pe]
rapiditi con cyj ¥ varia a]
v

x fara variare y, e possia-
capitolo 6 per dedurre la

ariare dj x-
dy
(z; =22y,

Come essere il pit piccoli possibile 65

Cosi, s¢ X & minore di 1, dy/dx & positivo e y au-
nenta al crescere di x. Ma se x & maggiore di 1, allo-
a dy/dx & negativo € ¥ diminuisce al crescere di x.

Tutto questo ci aiuta a tracciare il grafico di y in

funzione di x:

area y
del recinto

0 1 2

lunghezza x di uno dei lati

Ma non solo; ci dice anche, ovviamente, che il va-
Jore massimo di y deve verificarsi quando:
Y _,
dx
cioe quando x = 1, perché quello & il punto in cui y smet-
te di aumentare al crescere di x e inizia a diminuire.
Guardando la questione in modo un po’ diverso,
si dice che dy/dx ¢ la pendenza della curva in ogni
punto, cioé misura quanto la curva & ripida.
Ed ¢ in corrispondenza di x = 1 che la pendenza

cambia: da positiva diventa negativa.
Se ora ricordiamo che il recinto del contadino

aveva lati di lunghezza x e 2 — x, vediamo chex=1

corrisponde a un recinto quadrato.
Perciod la forma quadrata & la migliore,
massimizza I'area racchiusa dal recinto.

quella che
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In entrambi i problemi che abbiame consideratq
finora, il compito in pratica era quello di determjn,.
re un numero: la posizione del punto P lungo la riv,
nel primo problema, la lunghezza del lato x nel se-
condo.

Ma a volte in matematica il compito ¢ quello dj de-
terminare un’intera curva, o addirittura una superficie,
tale che una certa quantita sia massima o minima.

Immaginate per esempio di prendere due anellj
circolari, immergerli nell'acqua saponata ¢ poi riti-
rarli fuori. Una sottile pellicola saponata s

i estende-
ra fra i due e, come accennato prima, cerchera di
disporsi in modo che I'area della propria superficie

sia la piti piccola possibile,
Allora, dato il raggijo degli anelli e la distanza che
i

S€para, come possiamo usare
determinare la formg della

minimizza 'area de|la supe

la matematica per

pellicola saponata che
rficie?
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— A
& un problema veramente difficile; pert_
o atematica
Queij bisogna usare una branca de]lfir mate ic
fron ofisticata, chiamata calcolo delle uarfmz; so.
i 0s , o
piute tesso vale per un altro prob'lema zmlu1 i
i 113 : nel 1696 dal matematico svizzero Joha
formulato
: i i filo
Be;noull sto caso una perlina scivola lungo un
n que 1a e x
che unisce due punti dati, AeB:

A

B

- al-
1 in alcun modo;
La perlina non viene «spinta» II; al ol
Pinizio & ferma, e non fa che scivolare f e che
am
zione del suo stesso peso. Suppont
non ci sia attrito. Js
La domanda & questa: q:ll A
te alla perlina di scivolare da
b . 2 M eo-
possibile? he la risposta sia i s gt
1 orre (raiet-
(Si potrebbe supp ‘ B: questa
mentoprettilineo che congiunge Q;a”m  ore, ma
toria corrisponde scnz’altl'g alla )’ !
iy breve. e
in realta non al tempo Piu soluzione, € sfido i mate
i ala N
Bernoulli conosceva X 1 problema.
matici del suo tempo 2 risolvere 4 p

la curva che permet-
a B nel minore tempo
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Lidea fu assai ben accolta dal march
I'Hépital, per esempio, che rispose subito-

Questo problema mi sembra fra i pit curiosj e graziosi
si

applicarmici, ma
questo sarebbe necessario che voi me lo mandaste ridolzf;

mai proposti, e mi piacerebbe assai
allamatematica pura, perché la fisica mi mette 4 disagio

Isaac Newton invece non accetto la sfida con al-
trettanto buonumore; a quanto pare borbotto che
non amava essere «importunato da stranieri sy cose
matematiche».

In realti la soluzione al problema & una cicloide.
la curva tracciata da un punto fisso sul bordo di una
ruota che rotola su una superficie piatta:

’ N .
Lu.iea € percio di co
mEIlSlf)m gil.IStE, ca
VErso | puntl Ae B d

struire una cicloide delle di-

P;‘./Olgerla e farla passare attra-
i:

\

E .Ll fatto

i pit curg .
la Posizione Hoso di tug

relativa gj A e tre che, a seconda del-
» '@ curva che corrispon-

€se de
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esa pitt rapida puo anche passare sotto B

de alla disces:
prima di risalire:

A

Concludiamo perd il capitolo con un pro‘b!ema
che a prima vista sembra semplice rRa in realta e co-
4 insidioso che, nella sua forma piu .genel.rale, puod
mettere in difficolta anche i pia veloci fra i compu-
ter moderni.

1l problema & questo: come si collega un certo nu-
mero di citta con una rete stradale che sia la piu cor-

ibile?
! II))ZiSavere un’idea di dove sta la difficolta, consi-
derate il caso «semplice» in cui ci sono quattro so]e?
citta — A, B, C e D — che per comodita disporremo ai
vertici di un quadrato di lato 1. _

Ora, I'unico requisito per le nostre strade e che
gli abitanti di ciascuna citta siano in grado di rag-
giungere tutte le altre citta. Quindi potremmo limi-
tarci a costruire una rete stradale formata da tre seg-

menti rettilinei:
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Ma di certo questa rete, di lunghezza Paria 3 yp;.
ta, non ¢ la piti corta che connetta e quattro ciery.

Se si fanno un po’ di tentativi, si SCOpre in frepq
che si puo far di meglio introducendo un’intersezjo.
ne al centro e usando le diagonali:

A B

D C

Infatti AC e BD saranno lunghi entrambi 2, se.
condo il teorema d; Pitagora, quindi Ia lunghezza
totale di questa nuova rete dj strade sard 212 = 2 83,

E owiamente a questo punto ci si chiede subito
se non sia possibile migliorare ancora il risultato, in-
troducendo pitt di ung intersezione. Ma se anche
fosse cosi, quante ne servono esattamente e dove bi-
sogna metterle?

Questi sono problemi veramente difficili, e un
modo di affrontarlj & barare e ricorrere all’'uso di
pellicole saponate.

aginate percio dj prendere due lastre dj per-
spex parallele e collegarle cop quattro barrette di-
sposte agli angolj dj quadrato. Ogni volta che im-
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a si disporra in
poi la pellicola saponata si disporra
a0

¢ "O]are, come In
ione davvero partic
" P VALS) e a
lnglcV»

St Z i ) ¢ matemd[l.C‘
Sf:bbelle la dllDO.* razionc L llrdH’lt‘fn[-e a

. rvono cl -
problema della rete S[rzllddl'e‘[sfsezioni Ciole in cui
e e
i el, con due 1N
segmenti rettilinei,

essi formano angoli di 120%:

A B

D C

i1+V3=
s alloradil R
La lunghezza totale della rete g_ ‘colleg ento pitl
«
2,73 unita, e non esiste una rete dl am
? )

corta di questa.
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