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APENDICE E - EMBASAMENTO TEORICO: PARABOLA

Conforme visto anteriormente, a pardbola pode ser visualizada como resultado da inter-

secdo de um cone duplo com um plano (Figura E.1).

Figura E.1 — Pardabola gerada por uma intersecao.

(a) (b)
Fonte: Préprio autor.

Todavia, para estudar as propriedades desta curva € mais conveniente explora-la partindo
da sua descricdo geométrica. Por isto consideraremos aqui a defini¢do da pardbola via Lugar
Geométrico. Para tal usaremos o conceito de distancia entre ponto e reta. Isto é, dado um ponto
P = (x,y) e umareta ax + by + ¢ do plano, consideraremos a distancia entre X e r, denotada

por d(X,r) por
_ax + by + ¢

Va? + b?

Definicao E.1. Sejam r uma reta e F' um ponto do plano ndo pertencente a r. Chama-se pardbola

d(X,r)

o lugar geométrico P dos pontos X de um plano tais que o ponto F' equidista da reta diretriz r
do plano. Ou seja
d(X,F)=d(X,r).

A Figura E.2 ilustra a definicao da pardbola.
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Figura E.2 — Parédbola: ilustracdo da defini¢io

Parabola

Reta diretriz

Fonte: Proprio autor.

Note que o ponto X (cor roxa) satisfaz a condi¢do de que d(X, F)) = d(X,r). Para
visualizar este fato, o lado direito da figura apresenta um segmento horizontal (cor lilds) formado
por uma parte de tamanho correspondente ao segmento X, F' (linha continua) seguido por outra
parte com tamanho igual (linha tracejada). Logo € possivel visualizar que ambos medem o0 mesmo
comprimento. O mesmo ocorre para os pontos X (cor alaranjada) e X5 (cor azul). Portanto,
os X7, Xy e X3 sdo pontos desta pardabola. Todavia, no caso do ponto X, (cor verde) teremos
que d(Xy, F') > d(X4,r), enquanto para X5 (cor vermelho) teremos d( X5, ) < d(X5, F3). Ou

seja, X, e X5 ndo pertencem a esta parabola.

Uma maneira de construir um esbo¢o de uma pardabola € usando um barbante e um
esquadro. Para tal deve-se ficar as extremidades do barbante no ponto F' e no angulo agudo
do esquadro. Em seguida usar um ldpis para esticar o barbante e, mantendo sempre o barbante

esticado, mover o esquadro na horizontal para esbogar os pontos que pertencem a esta pardbola.
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Figura E.3 — Esbogo da parabola utilizando lapis e barbante

Fonte: Proprio autor.

Na Figura E.4 podem ser vistos mais alguns exemplos de pardbola. Note que a pardbola
ndo precisa ter uma posicdo especifica em relagdo ao sistema de coordenadas. Isto €, a concavi-
dade pode estar para cima (Figura E.4(a)), ou entdo para o lado (Figura E.4(c)), ou mesmo nao

estar paralela a nenhum dos eixos (Figura E.4(b)).
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Figura E.4 — Exemplo de parabola

Parabola r

Reta diretriz

Reta diretriz

Parabola

(a) (b)

Parabola

Parabola

Reta’diretriz Reta diretriz

() (d)
Fonte: Préprio autor.

E.l ELEMENTOS DA PARABOLA

Para compreendermos melhor esta curva, ¢ importante obter uma forma de caracteriza-la
através de uma equacio. Todavia, para tal serd importante estabelecer previamente os elementos
e as nomenclaturas desta se¢ao cOnica. Os principais elementos da pardbola estdo listados abaixo

e podem ser visualizados na Figura E.5.

* Foco: ponto fixo F';

Reta focal: reta que contém o foco e é perpendicular 4 diretriz;

* Vértice: ponto que pertence a pardbola e a reta focal;

Parametro p: distancia do foco até o vértice.



99

Figura E.5 — Elementos da pardbola

™

Eixo focal

Reta diretriz

Fonte: Préprio autor.

A distancia do foco até a reta r serd dada como d(F,r) = 2p, ou seja, a distincia do foco
ao vértice serd o parametro p, alguns autores utilizam a distancia de F' a r igual a p, portanto a
distancia do foco ao vértice serd p/2, para evitar a utilizagdo de fra¢do nesta passagem, optou-se

em utilizar d(F,r) = 2p.

E.2 EQUACAO REDUZIDA DA PARABOLA

Para facilitar a compreensdo da dedu¢do da equacio reduzida da pardbola, vamos conside-
rar primeiramente o caso do vértice da parabola centrada na origem. Além disso, consideraremos
0 caso em que a reta diretriz esta paralela ao eixo das abcissas do sistema de coordenadas. Neste
caso teremos que as coordenadas dos focos podem ser escritas como F' = (0, p) e a reta diretriz
y = —p. Além disso, dado um ponto X = (z,y) qualquer da pardbola, este devera satisfazer:
d(X, F) =d(X,r). Lembrando que d(X,r) = %

Temos que
d(X,F)=d(X,r)
= @ =02+ (y—p2=y+p
= 2y —2yp+pR=y+p

Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos a Equacao Reduzida da Parabola,

2 +y° = 2yp+p° = '+ 2yp +p°
= 2% = 4yp. (E.1)
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Para o caso onde a reta diretriz esté paralela ao eixo x e o foco a baixo da reta r, como

ilustra a Figura E.6. Escolhe-se o foco F'(0, —p), o ponto X = (z,y) e a diretriz sendo a reta

y=>n
Figura E.6 — Posi¢do relativa b

Eixo focal

Reta diretriz

d(X,r)

> — - -1

d(X,F)

Parabola

Fonte: Préprio autor.

Pela defini¢ao

d(X,F) = d(X,r)

= J@—02+(y—(-pP=y—p

= oty 2yptpt=y—p

= 2+’ +2yp+p’ =y —2yp+p’

= 2% = —4yp. (E.2)

Para o caso onde a reta diretriz estd paralela ao eixo y e o foco a direita da reta r, como

ilustra a Figura E.7. Escolhe-se o foco F'(p,0), o ponto X = (z,y) e a diretriz sendo a reta

T = —p.

Figura E.7 — Posic¢do relativa da pardbola com reta diretriz paralela ao eixo y

Reta dire¢triz /
d(X,r)
d(X,F)
Eixo focal F
P P

Fonte: Préprio autor.
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De forma andloga calcularemos via definicao e para esta modalidade a equacdo da reta é

z+p=0,ondea=1,b=0ec=p,oqueimplicaque d(X,r) =z + p.

d(X, F) = d(X,r)

= J@—p)’+ -0’ =z+p

= Jel- 2ty =a+p

= m2—2yp+p2+y2:x2+2mp+p2

= y? = dap. (E.3)

Para o dltimo caso, onde reta diretriz estd paralela ao eixo y e o foco a esquerda da reta
r, como ilustra a Figura E.8. Escolhe-se o foco F'(—p,0), o ponto X = (z,y) e a diretriz sendo

aretar = p.

Figura E.8 — Segunda posic¢do relativa da pardbola com reta diretriz paralela ao eixo y

\ 1 Reta diretriz
X d(X., 1)
d(X,
Eixo focal F
T
L p p
Parabola

Fonte: Préprio autor.

Pela defini¢ao temos que

d(X,F)=d(X,r)

= J@—(=p?+ -0 =2—p

= ot uprpP i =a—p

= 224+ 2yp+p* +y? =2* — 2ap + p?

= y? = —dap. (E.4)

H4 um padrdo nas equagdes que acabamos de demonstrar, isso se deve a simetria de

reflexdo relativa ao eixo. Uma segunda forma de encontrar as equacdes da pardbola a partir da
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Equacdo (E.1), basta notar que as constru¢des sdo apenas reflexdes com os eixos do sistema de

coordenadas.

Observe que, ao contrario da elipse e da hipérbole, a pardbola tem quatro equagdes
reduzidas quando centrada na origem. Verifique o resumo apresentado na Tabela E.1 relacionando

a posicdo relativa da conica com a Equacao Reduzida da parabola.

Tabela E.1 — Posicao relativa da parabola aos eixos

x* = 4dyp x® = —4dyp y* = dap y* = —dap

Fonte: Préprio autor.

Consideremos agora o caso em que a cOnica ndo esteja centrada na origem, isto €, que
C = (z0,v0) # (0,0), e com a reta diretriz paralelo ao Eixo x. Intuitivamente, basta realizar uma
translacdo no sistema de coordenadas que recairemos nos casos anteriores. Isto €, consideraremos
o sistema de coordenadas com origem no ponto C' e com Eixos E; e E; paralelos aos eixos do

sistema de coordenadas original F, e I, respectivamente, como mostra a Figura E.9.

Figura E.9 — Pardbola degenerada

0]

(20, o)

(0,0)

Fonte: Préprio autor.

Como neste novo sistema de coordenadas a pardbola estd centrada na origem e com a
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reta diretriz sobre o Eixo 7, a sua equagdo reduzida sera

Mas podemos relacionar as novas varidveis, com respeito as antigas, da seguinte forma:
T =2x—x9ey =1y — Y. Entdo, no sistema de coordenada original, a Equacdo Reduzida da
Parabola sera

(x — 20)* = 4p(y — yo) (E.5)
(z — 20)> = —4p(y — vo) (E.6)
(v — y0)? = 4p(z — @0). (E.7)
(y —y0)* = —4p(x — x0). (E.8)

Note que, no caso em que o centro da Elipse estd na origem do sistema de coordenadas,
as Equacoes (E.1),(E.2),(E.3) e (E.4) recairdo nas Equagdes (E.5), (E.7), (E.6) e (E.8), respecti-
vamente. Desta forma a parabola admite as possibilidade de Equacoes Reduzidas descritas na
Tabela E.2.

Tabela E.2 — Equacao geral de acordo com a posi¢ao relativa da pardbola

Equacgao Condicao Figura

(x — x0)? = 4p(y — yo). | Eixo Focal da pardbola € paralelo ao | Figura E.4(a)
Eixo x do sistema de coordenadas

(r — 20)? = —4p(y — o). | Eixo Focal da pardbola € paralelo ao | Figura E.6
Eixo z do sistema de coordenadas
(y — yo)* = 4p(x — xo). | Eixo Focal da pardbola é paralelo ao | Figura E.4(c)
Eixo y do sistema de coordenadas
(y — yo)* = —4p(x — x¢). | Eixo Focal da pardbola é paralelo ao | Figura E.8
Eixo y do sistema de coordenadas

Fonte: Préprio autor.

Para o caso em que o Eixo Focal da pardbola nao € paralelo a nenhum dos eixos do
sistema de coordenadas, como no caso da Figura E.4(b), a equacdo da pardbola nao sera mais

chamada de equagdo reduzida pois ela torna-se mais complexa e nio serd abordada neste trabalho.

Supondo que o foco pertenca a reta diretriz, obteremos uma reta perpendicular a reta
diretriz que passa pelo foco. Serd demonstrado apenas um caso, para os demais a demonstracao
é andloga.

Utilizando o conhecimento demonstrado anteriormente. Seja X = (z,y), F'(k,—p)ea

reta diretriz r = —p. Pela definicdo de pardbola temos,
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d(X,F)=d(X,r)

= =k + - (-p)* =y+p
= (@—k)’+@W+p)?’=(+p)’
= (r—k)?=0

= z==k.

Figura E.10 — Pardbola degenerada

Perpendicular

=k

y=™p  |F(k,—p)

Diretriz

Fonte: Préprio autor.



