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Problemas — Tema 9

Problemas resueltos - 20 - angulo entre planos - angulo

entre recta y plano
1.

Sea el triangulo de vértices 4(1,2,—2) , B(0,-3,1) y C(—1,0,0) y los planos
x=—o+p+1
M:x+y+z+1=0 y I, y=a-2p
z=o+p

a) Obtener la posicion relativa de II, y del plano que contiene al triangulo.

b) Obtener un vector ﬁ’l perpendicular al plano II, y un vector ﬁ2 perpendicular al plano 11,
. Obtener el coseno del angulo formado por ambos vectores.

c) Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta intersecciéon de ambos planos.

a) En primer lugar calculamos el plano que contiene a los puntos A, B y C. Para ello buscamos dos vectores
linealmente independientes y un punto del plano, para aplicar la determinacién lineal del plano.

AB=(—1,-5,3) . . 1 -5 3
AC (_2,_2’2) — AB y AC sonindependientes porque ——
C(-1,0,0)

e el
-2 =2 2

L -1 -5 3
(4B, AC,C) — |-2

—2 2|=0 - 2z—10(x+1)—6y—(—6(x+1)-2y+10z)=0
x+1 vy z

—4(x+1)-4y—-82z=0 —» —4x—4y—8z—4=0 — I:x+y+2z+1=0

Estudiamos la posicién relativa de Il:x+y+2z+1=0 y II,:x+y+z+1=0 , resolviendo el sistema

de ecuaciones que forman sus dos ecuaciones generales (otra opcion seria estudiar directamente los
rangos de la matriz del sistema y de la matriz ampliada).

x+y+2z+1=0

— Restamos ambas ecuaciones » z=0
x+y+z+1=0

x+y+1=0
x+y+1=0

Ambas ecuaciones son idénticas, por lo que podemos obviar una — x+y+1=0
Tomamos una incognita como parametro libre - y=A — x=—1—A
La solucion del sistema resulta una recta.
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Ambos planos son secantes y se cortan en una recta.

b) Las coordenadas del vector normal a un plano coincide con los coeficientes A, B y C de la ecuacion
general del plano.

Oix+y+z+1=0 — up=(1,1,1)

x=—a+p+1 -1 1 x-1
I1,: y=0-20 — Pasamos a general - IL,:| 1 =2 y =0
Z:a—|—|?) 1 1 z

2z4+y+(x—1)—(=2(x=1)—y+z)=0 - 3(x—1)+2y+2z=0
I,:3x+2y+z-3=0 — iy =(3,2,1)

El coseno formado por ambos planos coincide con el coseno formado por sus vectores normales.

uH] . qu

ju,

_‘(1,1,1)-(3,2,1)‘_3+2+1 _6V42
V314 Va2 o 42

cos(a)= =0,926 —» 0=2221°

qu "

c) Por ultimo debemos obtener la recta, en paramétricas, del corte entre los planos Hl:x+y+z+1=0 y
I1,:3x+2 y+z—3=0 |, para lo cual resolvemos el siguiente sistema:

3x+2y+z—-3=0
x+y+z+1=0

3x+2y=3-A
2x+2y=—2-2\

y=—1-A—(5+L1) - y=—6-2A

] — Parametro libre z=A

3 =J— ’
x+2y 3 )\. N F2 :2F2
x+y=—1-A

] — Restamos ambas ecuaciones —» x=5+A

x=5+A
Larecta solucidnes 7:iy=—6—22A

zZ=A
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2. Considera las rectas r:[xzzl} , S:[x+y§1] ,ylosplanos II,:y=0 , II,:2x+y—z=1
z= z=

a) Obtener el angulo entre ambas rectas.
b) Obtener el angulo entre ambos planos.

c) Obtener el angulo entre larecta s yelplano II,

a) Debemos obtener los vectores directores de ambas rectas. Podemos aplicar el producto vectorial a los
vectores normales de los planos que forman las ecuaciones generales de las rectas.

r:[le} — Vectores normales a los planos — if,=(1,0,0) , i7,=(0,0,1)
Z:
S x+y;1 — Vectores normales a los planos — i,=(1,1,0) , #,=(0,0,1)
Z:
ik .
i, Xi,=|1 0 0/=0+0+0—(0+0+;)=—7=(0,—1,0)
0 0 1
LXim=1 1 0[=i+0+0—(040+7)=i—j=(1,-1,0)
0 0 1

El coseno del angulo entre ambas rectas se define como:

K —1m 1—10

COS | \/12+(

a=45°

s

b) El angulo entre ambos planos coincide con el angulo formado por sus vectores normales.
M:y=0 — y,=(0,1,0)

I, 2x+y—z=1 — up= (2,1, 1)

| QLO (2,1,—
COS
| 2.2 +124{

— — a=6591°

c) El seno del angulo entre recta y plano se calcula con el vector director de la recta y el vector normal al
plano.

(1,-1,0)-(2,1,—1)

VI H—1P 22412 H—1)

senoc=|
(@)
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