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1. Primitiva de una funciéon

Sean f(x) y F(x) dosfunciones reales definidas en un mismo intervalo I=[a,b]
Diremos que la funcion F(x) es una funcién primitiva de f(x) , o simplemente primitiva
de f(x) enelintervalo I ,sila derivad de F(x) coincide con la funcion f(x) en el

intervalo [ , es decir:

F(x) esprimitivade f(x)® F'(x)=f(x),Vx€eI

# Ejemplos
. F(x)Zx es una funcion primitiva de f(x)=1 , ya que F'(x)zlzf(x) .
1
. Inx  es una primitiva de L o vaque (In x) =7

Si existe la funcién primitiva F(x) de f(x) ,decimosque f(x) esintegrable.
El proceso que nos permite obtener F (x) a partir de  f(x) se denomina integracién
(podemos considerar la integracion como la funcion inversa de la derivacion).
Hay que observar que si una funcién [ (x) tiene una funcion primitiva no es vnica. Por
ejemplo: F,(x)=x" , F,(x)=x+1 , F,(x)=x"+2 , ..., sonprimitivasde f(x)=2.x .
Teorema.- Si F (x) y G(x) son dos funciones primitivas de una funcion f (x) ,
entonces se diferencian en una constante.
Ya que si F(X) y G(x) son primitivas de f(X) , se cumplira
F'(x)=G'(x)=f(x) . Luego, se cumplird:
(F-G)'(x)=F'(x)-G'(x)=0
Por tanto, existird una constante C, tal que:
(F-G)(x)=F(x)-G(x)=C
Por tanto, se verifica:
F(x)=G(x)+C
Si F(x) es una primitiva de  f (x) y C es un numero real cualquiera, la funcion
(F(x)+C) es también una primitiva de  f(x) . El conjunto de funciones primitivas de
f(x) sera
[F(x)+C:C€R,Y x€D,, F'(x)=f(x)}]

dF (x)
dx

Cuando utilizamos la notacién diferencial, teniendo en cuenta que F'(x)=

F (x) es primitivade f (x)®dF (x)=f(x).dx
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Al conjunto, de todas las funciones primitivas de f (x) , se le denomina INTEGRAL

INDEFINIDA' de f(x) vy se representa por (integral de f{x) diferencial de x):
[ f(x)dx=F(x)+C;CeR

Al numero C, se le denomina constante de integracion.

Hay que tener en cuenta que la integral indefinida de  f(x) es el conjunto de todas las
funciones primitivas de  f (x)

# Ejemplos.-

o Si f(x)=3 , entonces, f3dx=3x+C;C€IR

e Si f(x)=9x2 , entonces, f9x2dx=3x3+C;C€IR

* Dado que determinar primitivas de funciones es efectuar la operacion inversa de la

derivacion, es inmediato comprobar algunos ejemplos como:

[ ar=mx+c CeR
fcosxdxzsenerC CeR
[ e dx=e"+C CeR

b
1 No hay que confundir los simbolos, f f con f f . El primero, designa el conjunto de todas las primitivas de f, mientras que el

a

segundo(integral definida de f en el intervalo [a,b]), es un niimero real.
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2. Interpretacion geométrica. Propiedades de la integral indefinida

Si F(x) esuna primitiva de f(x) , la integral indefinida ff(x)dx:F(x)—FC ,

seran infinitas traslaciones verticales de la funcion 7 (x)

Si F (x) es una funcion primitiva de  f (x) en un intervalo [ , existe una Unica
primitivade f (x) que pasa por el punto (a,b)
# Ejemplos.-

*  Hallar una primitiva F(x) de [f(x)=2x cuya grdfica pase por el punto P (1,3)
Las primitivas de  f(x) son de la forma F(x)=x"+C . Puesto que la primitiva
pedida para por el punto  P(1,3) , resulta:

f(1)=323=1+C=>C=2
Luego, la primitiva es
F(x)=x"+2
¢ Y si pasa por el origen?.
Si pasara por el origen C seria 0, y la primitiva seria  F (x)=x"

Halla una recta (funcion lineal  f(X) ) cuya pendiente es 2 y pasa por el punto P (0,4)

La derivada de la funcién lineal es su pendiente, por tanto, [ (x)=2 , luego
f(x)=2x+C
Por pasar por el punto P (0,4) |, resulta que
4=Co f(x)=2x+4
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Si f(x) esuna funcion derivable, se cumplen las siguientes propiedades
Lo (f rwad)=rix)

2. [ fr(x)dx=r(x)+C CeR

# Ejemplos:

1.- (f3.x2dx)'=(x3+C)’=3.x2

2- [[3.5%) .dx=[6.x.dx=3.x+C CeR

Propiedad lineal de la integracion

Si a,beRyf,g sonfunciones continuas definidas en un intervalo I, se cumple

f(a.f(x)ib.g(x)).dxza.ff(x).dxib.fg(x).dx
# Ejemplos:

3

3 3
X?JrC 5.x 5.x

+5.C=

+K Ke€eR
3 3

1.- fS.xzdx=5fx2dx=5.

2- 4 Pax=[4.d=x"+C CeR

3.- f(2x+cosx)dx=f2xdx+fcosdx=x2+Cl+senx+C2=x2+senx+C CeR

4- |

5.- f XII dx=f

2 4o
X

do=5[Lav+a[ e de=5nx+C +de +C,=5Ix+4e'+C  CER
X

1+5
X

dx=f xdx-i—f i—dx=x+lnx+C ceRrR

2x+l—1— dx=x’+x—Inx+C CeR

2 X

X

6. [EECx
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3. Integrales inmediatas

Si tenemos en cuenta la tabla de derivadas estudiadas en el tema de funciones derivadas, y

aplicamos de forma inversa estas derivadas, obtenemos la siguiente tabla:

Forma sencilla Forma compuesta

[ ax=x+cC [ kdx=kx+C
fx"dxzzr;+C(n¢1) ff’(x).f(x)"dxzflii)iﬂ+C(n¢1)
f%dx=1n|x|+C ff;'(;)) de=In|f (x)|+C
[e*dx=e+C [ £1(x).eMdx=e""+C
jadezlz;+c ff’(x).f’(x).af(x)dxchi(:—i-c

f senxdx=—cosx+C

ff x).sen f(x)dx=—cos f(x)+C

fcosxdx:senx+C

ff x).cos f(x)dx=sen f (x)+C

f(1+tg2x)dx=f 12 dx=tgx+C
cos x

f(l+tg2f(x)).f'(x)dx=f#ﬁrx()x)dx:

= Arcsenx+C =—arccos x+C

[

x= Arcsen f (x)+C=—arccos f(x)+C

fm

=Arctg x+C
I+x

# Ejemplos:

[ p——

].- fi.dx=5fx_z.dx=—5.x_1+C=—5—+C K €R
2 x

2.- f(5x+1).dx= >

R
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Tipos fundamentales de integracion

Tipo potencial ( a#1 ). Las funciones son de la forma f(x)=x* o f(x)=k.x" .

1
Si a=—1 |, la integral de la funcién f(x)=x =7 "o sigue la formula que vamos a ver.

Casos particulares
*  Si f(x)=0=>F(x)=J0dx=C CeR
*  Si f(x)=k,k#0=>[ f(x)dx=kx+C CE€R

Forma simple: y=x* ( a#—-1 )

a+1

*  Si f(x)=x"(a%—1)>F(x)=[ x"dx="—+C CeR

a+1

Forma compuesta: y=f“(x).f'(x) ( a#—1 )

ylx)=r*(x).f"(x);(a# 1)

® Si E>F(x)zj.y(x)dxzffa(x).f'(x)dxz

a+1 EIR
[, . €
a+1

# Ejemplos:
[¥d=tr’+C;CeR

-3 -3 1

1 —4 X X
—dx=|x dx= +C=——+C=——75+C;CE€R
-[x4 f (_3) 3 3x3
o 2 x%“ 3 3 3
f%/xzdxzjlfdx:z +C=5—.x3+C:5—.\3/?+C;CEIR
—+1
3
I ST AT T
f—dx=fx ddx= al +C:—.x3+C=—.%/?+C;C€ R
Vx 1 2 2
——+1
3
J"(x+1)2dx=;—.(x+1)3+c;c cR

j(2x+1).(x2+x+1)3°dx=31—1.(x2+x+1)“+c;ce R

fSen3x.cosxdx=41T.sen4x+C;C €eR
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e

x.seczxdx=%.tg3x+C;C eER

fcosSxdxzf cosx(l—senzx)dxzf (cosx—senzxcosx)dxzsenx—%.sen3x+C;C €ER

fsen3xdx=fsenx(l—coszx)dxzj(senx—coszxsenx) dx=—cosx+;—.cos3x+C;C €ER

Tipo logaritmico
. 1
Forma simple: y= <

*  Si f(x)=%=>F(x)=f%dx=1n|x|+C;CEIR

*  Si y(x)zf'<x)=>F(x)=f j;('(<;))dx=ln|f(x)|+C;CEIR

# Ejemplos:

[2ax=3[ Laxr=3mn|x|+C;CeR
X X

3x7+1
J‘j_+

dx=In|x’+x+5|+C;C €R

X +x+5

[Sicdv=l [ 5 dv=1 |+ 11+CC R

i+ 1 2

J‘ X

x+8

i +1

2

1 3x° 1 3
dx=—. dx=—.1 +8|+C;C€R
x3fx3+8x3n|x |

ftgxdxzf %dx=—1n|cosx|+C;C €R
x

fcotg)cci)c:J~ COSX ax=In|senx|+C;C € R

sen2x _ [ 2senxcosx
fsen2s g [ Zsenoosy

1+

senx

. ——dx=In|l1+sen’x|+C;C € R
sen” x 1+sen” x

Tipo exponencial
X

Forma simple: y=¢" ; y=a

#* Si f(x):%@F(x):f;—dx:1n|x|+C;CEIR
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*  Si f(x)=a"oF(x fade_l —

Forma compuesta: y(x)=e¢’". f'(x) 5 y(x)=a’"™.f"(x)

* Si y(x)zef(x) fe x)dx=e’"'+C;CeR

. S (x)
*  Si y(x)=a". f(x)2 F(x)=[a"". f(x).dx ‘l’na +C;C€R

# Ejemplos:

2x+1 _1 2x+1 _1 2x+1 .
fe dx—z.fe .2dx—2—.e +C;CeR

X

[3dv==—rcC:CeR
In3

Jlx.exzdxzé—.f2x.ex2dx=;—.exz+C;C €R

fese”.cosxdxze””+C,‘C €R
fese”.(sen2x)dx=fese” *.2.senx.cosxdx=e*""+C;C €R

Tipo seno

Forma simple: y=cosx

%  Si f(x)=cosx>F(x)=J cosxdx=senx+C;C € R

Forma compuesta: y(x)=cos f(x).f'(x)

*  Si y(x)=cos f(x).f'(x)= F(x)=] cos f(x). f'(x)dx=sen f (x)+C;C €R
# Ejemplos:

fcos(2x)dx=%f 2.cos(2x)dx=%sen(2x)+C;C €R
[cos(2x+1)d fz cos(2x+1)dx —%sen(Zx—H)—FC;CEIR

fx.cos(x2+1)dx=%f2x.cos(x2+1)dx=%sen(x2+1)+C;C €R
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f(2x+1).cos(x2+x+1)dxzsen(x2+x+1)+C;C € R

.[ wdeJ« Cos(lnx)-i_dxzse”(lnx)+c"c €R

f e’ .cos(e’)dx=sen(e’)+C;C €R

f3.x2.cos(x3+9)dx=sen(x3+9)+C;C €R
fx .cos(x’+1)d f3 x*.cos(x +1)dx=%sen(x3+1)+C;C€IR

Tipo coseno

Forma simple: y=senx

%  Si f(x)=senx=>F(x)=[ senxdx=—cosx+C;C € R

Forma compuesta: y(x)=sen f(x). f'(x)

*  Si y(x)=senf(x).f'(x)>F(x)=J sen f(x).f"(x)dx=—cos f(x)+C;C €R
# Ejemplos:

fsen(2x)dx=%f 2.sen(2x)dx=—%cos(2x)+C;C €ER

1

fsen (2x+6)dx= f2 sen(2x+6)dx z—Ecos(2x+6)+C;C €R

fx.sen( +3)dx= f2x sen(x’+3)dx= —%cos(x2+3)+C;C€ R

f(2x—|—1).sen(x2+x+1)dx=—cos(x2+x+l)+C;C €R

fMdXZISen(lnx)-j?dx=—COS(lnx)"‘c"c €R

X
fex.sen(ex)dxz—cos(ex)-i-C;C €R

COS3X L o.c e R

fsenSxdx=%f SsenSxdx=—
[ sen(7x+8)dx== [ 7.5en(7x+8)d=——cos(7x+8)+C;C €R

Tipo tangente

Forma simple: y=sec’x

* Si f(x)=sec’x=>F(x fsec xdx=tgx+C,;,C€R
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Forma compuesta: y(x)=sec’ f(x).f'(x)
x Si y(x)zseczf(x).f’(x)'=>F(x)=f sec’ f(x). f'(x)dx=tg [ (x)+C;C R
# Ejemplos:

f3seczxdx=3f sec2xdx=3tg x+C;CeR

f 72 xdx=7fsec2xdx=7tgx+C;CEIR
cos” x

f(5+5tg2x)dx:5_f(1+tg2x)dx=5tgx+C;C €R

[3x%.8ec*(x’+9)dx=1g (¥’ +9)+C;C € R
fsecz(2x+l)dx=;—f2.secz(2x+1)dx=é—tg(2x+l)+C;CE IR
fsec4xdx=f (1+tg2x)sec2xdx=f (sec’ x+1g° x sec’x)dx=tg x+%.tg3x+C;C €R

ftgzxdx=f (1+1g’x—1)dx=tgx—x+C;C €R
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4. Integracion por sustitucion o cambio de variable

Este método es consecuencia de la derivacion de funciones compuestas. Se trata de sustituir

en la funciéon f(x) lavariable x por otra funcién de variable ¢ |, xzx(t) (derivable e

invertible, y con derivada no nula) tal que f (x)=1(x(¢)) , y podamos integrar mas facilmente

f(x) , mediante los siguiente pasos

a) Sustitucion de la variable x por t

Forma directa: Si f(x)=f(x(e))=[ flx)ax=[ f(x(t)x"(¢)dt
Formareciproca:  Si  f ()= f(t(x))= [ f(t)de=[ f(t(x))e'(x)dx
b) Integracién de la nueva funcién en t

Si la nueva funcion obtenida de variable t (o x en forma reciproca) es mas sencilla, se

integrar. En caso contrario, hay que elegir otra sustitucion mas adecuada.
¢) Sustitucion de la variable t por x

Una vez calculada la integral en t (o x en forma reciproca) se deshace el cambio.

Es decir:

ff(x)dxzf F(x(2).x"(¢).dt=F(t)+C=F (x"'(¢t))+C
# Ejemplos:

. 2 _
ICOS\/xdx: Y=t | [ €09 s4i=2. [ costdt=2sent+C=2senx+C;C € R
Vx dx=21dt t

[2x.(x7+5) dx= | 1=X"+5
dt=2xdx

:>ft25dt—26 (x*+57°+C;CeR
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5. Integracion por partes

La integral de un producto, método de integracion por partes se basa en la derivada de un
producto de funciones. Si  f(x) y g(x) son dos funciones derivables 6 u y v

funciones diferenciables, haciendo f(x)=u y g(x)=v , mediante el siguiente proceso,

resumido:

Derivando o Diferenciando (feg)=fg'+gf’ d (uv)=udv+vdu

Integrando fe=[re+[gr uv=[udv+ [ vdu

Despejando Ifg'zfg—f gf’ fudvzuv—fvdu
# Ejemplos:

fx.exa’x=[du:xxz,> a:;:dx x}:x.ex—f edi=xe' —e'+C;CeR
v=e"dx= v=e

fxcosxdxz u=x=du=dx =x.senx—fsenxdxzxsenx+cosx+C;CEIR
dv=cosxdx=>v=senx

1
flnxde u—lnxﬁdu—;dx —(

lnx).x—f x.ldxlenx—x%rC;C €eR
x
dv=dx=v=x

_ 1
J.ln(x+1)dx= u—ln(x+l)=>du—x+1dx :x.ln(x—i-l)—fx. L dx =

dv=dx=>v=x X+l

=x.1n(x+l)—f (1—

de=x.In(x+1)-x+In(x+1)+C;C€eR
x+1

_ 2 _
fxz.Senxdxz u=x"=du=2xdx =—xzcosx+f2xcosxdx=
dv=senxdx=>v=—cosx

u=2x=>du=2dx
dv=cosxdx=>v=senx
=x>cosx+2xsen x+2cos x+C;CeR

2
=—X"Ccos x+

}=—x2c05x+2x senx—f2senxdx=

X X

= = = X

fex.cosxdx= u=e =du=e dx =evsenx—fexsenxdx=
dv=cosxdx=>v=senx

u=e =>du=e" dx
dv=sen xdx =v=(—cos x)

=e ' senx+

}:exsen x+ex.cosx—f e  cosxdx

que reagrupando términos, obtenemos

2fex‘cosxdxzex.senx+ex.cosx:>f e cosxdx==.(e" .senx+e .cosx)+C,C €R

1
2
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6. Integracion de funciones racionales (raices reales simples y multiples)

Sean P(x) y O(x) dos polinomios con coeficientes reales, si
grado P(x)>gradoQ(x) , existira dos polinomios C(x) y R(x) , con
gradoC(x)<gradoP(x) y gradoR(x)<gradoQ(x) tal que:

P(x) R(x)
P(x)=C(x).Q(x)+R(x)= =C(x)+
(0)=Cle). 0(x)+Rx) P () R

Y se cumplira

o a=f c(alan+ [ 52

f C(x)dx. se puede integrar por los métodos estudiados anteriormente.

R
Para integrar f (x)dx ,si QO(x) tiene p raices reales ( X, de multiplicidad

O(x)
m(1) , .., x, demultiplicidad m(p) ).Es decir:

, donde grado(Q(x))ZZp: m,

r=1

S
ot
.

Luego, existiran las constantes reales

Ar]’ A}‘Z’ ceeesy Arm(r)" 7":1,2,..., p

tales que
R(.X) _ 2 Ap[ Arm(r)
O(x) Zx—x, 7~ (x_xr>m(r)
Y todos los términos de la descomposicion se integran facilmente, teniendo en cuenta:
f A Arm((r).ln|x;xr|+K Sim(r)=1
_Tml) —4
NTC rmlz) +K  Sim(r)>1
| G "
# Ejemplos:
4x°+8x+6 3 2
dx dx+ dx+ x =
i '[x 12x7-x-2 '[ f f
=3ln|x—1|—ln|x+1|+2.ln|x+2|+K
Y - L S 3 dx=2In|x—2/+3.In|x—1|+K
X —3x+2 —1
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2dx+f( L dx=— 2 _ ! + K

x—1) x—=1 2(x-1)

J' 2x—1 dx=f(

X =3x’+3x—1 x—1)

3x+7 1 —1 5
f Xt dx:f x+1dx+f X_ldx—i-j.mdx:
5

“tn|x+ 1|~ ln|x—1]-——+K
x—1

r—x—x+1
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