Capitulo 3

la derivada
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En este capitulo La palabra calculus es una forma diminutiva de la palabra calx, que

significa “piedra”

. En civilizaciones antiguas, piedras pequefias o guijarros se usaban a

menudo como medio de reconocimiento. En consecuencia, la palabra calculus se refiere a
cualquier método sisteméatico de computacion. No ohstante, durante los Gltimos siglos la
connotacion de la palabra cédlculo ha evolucionado para significar esa rama de las
matematicas relacionada con el calculo y la aplicacién de entidades conocidas como
derivadas e integrales. Asi, el tema conocido como calculo se ha dividido en dos areas

amplias pero relacionadas: el calculo diferencial y el calculo integral.
En este capitulo se inicia el estudio del calculo diferencial.
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122 CAPITULO 3 La derivada

3.1 La derivada

I Introduccion En la tltima seccién del capitulo 2 vimos que la recta tangente a una grafica
de una funcién y = f(x) es la recta que pasa por el punto (a, f(a)) con pendiente dada por

fla + h) — fla)

Recuerde que M también se P My, = lim ;

denomina pendicnte de la curva h=0

en (a. fla). siempre que el limite exista. Para muchas funciones suele ser posible obtener una férmula
general que proporcione el valor de la pendiente de la recta tangente. Esto se lleva a cabo al

calcular

 fla At h) — f)
lim———————

-0 h

(H

para cualquier x (para la que existe el Iimite). Luego sustituimos un valor de x después que
se ha encontrado €l limite.

1 Una definicion El limite del cociente de la diferencia en (1) define una funcién: una fun-
cién que se deriva de la funcién original y = f(x). Esta nueva funcién se denomina funcion
derivada, o simplemente la derivada, de 'y se denota por f'.

Definicion 3.1.1 Derivada

La derivada de una funcién y = f(x) en x estd dada por

J + h) — f(x)

f (l) - /lll—r}?) h

)

siempre que el limite exista.

A continuacién reconsideraremos los ejemplos 1 y 2 de la seccién 2.7.

A\ NN Una derivada

Encuentre la derivada de f(x) = x* + 2.

Solucién Asi como en el cilculo de my,, en la seccién 2.7, el proceso de encontrar la deri-
vada f'(x) consta de cuatro pasos:

D fx+h)=@+h>+2=x"+2h+h*+2
i) fe+h) —f=[x"+2h+h +2] —x2—2=h2x+h)
L fe ) - ) hQx At k)

1if) L h = 2x + h <« lus /i s¢ cancelun
x + h)— flx
) }ff%f( - lz—f( ) = ,ll_r)r(l) [2x + h] = 2x.

Por el paso iv) vemos que la derivada de f(x) = x* + 2 es f'(x) = 2x. |

Observe que el resultado m,,, = 2 en el ejemplo | de la seccién 2.7 se obtiene al evaluar
la derivada f'(x) = 2x en x = 1, es decir, f'(1) = 2.

N[\ (e A Valor de la derivada

Para f(x) = x? + 2, encuentre f'(—2), £/(0), f'(3) y f(1). Interprete.

Solucion Por el ejemplo | sabemos que la derivada es f'(x) = 2x. Por tanto,
enx = —2, {f’(—2) =_ 6 « el punto de tangencia es (—2. 6)
F(=2)= -4 n pendiente de la recta tangente en (—2. 6) es m = —4

f(O) =2 « ¢l punto de tangencia es (0. 2)
enx =0,

1 — .
f (0) =0 «— la pendiente de la recta tangente en (0, 2) es m = ()



Il

en x

9 . ;
{f(%) =3 ¢l punto de tangenciaes (1. 9)
>

f’(j) =1 <« la pendiente de fa vecta tangente ¢n (1. 7) es m = |

f([) =3 « ¢l punto de tangencia es (1. 3)
enx = |,

1 J— . 2
() =2. <« la pendiente de la recta tangente en (). 3yesm = 2

Recuerde que la pendiente de una recta horizontal es 0. Asi, el hecho de que f(0) = 0 signi-
fica que la recta tangente es horizontal en (0, 2). [ ]

Por cierto, si regresa al proceso de cuatro pasos en el ejemplo 1, encontrard que la deri-
vada de g(x) = x? también es g'(x) = 2x = f'(x). Esto tiene sentido intuitivo: puesto que la
grafica de f(x) = x2 + 2 es una traslacion vertical rigida o desplazamiento de la grafica de
e(x)y = x? para un valor dado de x, los puntos de tangencia cambian, pero no asi la pendiente
de la recta tangente en los puntos. Por ejemplo, en x = 3, g'(3) = 6 = f'(3) pero los puntos de
tangencia son (3, g(3)) = 3,9 y 3.f(3)) = (3, 11).

AN K] Una derivada

Encuentre la derivada de f(x) = x°.

Solucion Para calcular f(x + A), usamos el teorema del binomio.

D flx+ k)= (x+ h)?®=x*+ 3x°h + 3xh* + 1°

i) fix + k) — f(x) = [x* + 3x%h + 3xh*> + h*] — x> = h(3x* + 3xh + h?)
L fx+h) = f(x) h[3x*+ 3xh + A%]
i) h - h

=332 4+ 3xh + K2

+h) —
iv) 1fmu = lim[3x® + 3xh + K*] = 3x%
=0 h h—0
La derivada de f(x) = x* es f'(x) = 3x% [

[F7Z0 Recta tangente

Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = x*en x = 3.

Solucién Por el ejemplo 3 tenemos dos funciones f(x) = x* y f'(x) = 3x*. Como vimos en el
ejemplo 2, cuando estas funciones se evaldan en el mismo nimero x = 3 se obtiene diferente
informacién:

f(l) (1)3 L T
Fl — = —_ = — <~ ¢l punlo de tangencia ¢s SO
2/ " \2) T3 ! o :

1 12 3 . (1 1) e d
f!(_) — 3(_) = Z < lapendiente de la rectu tangente en (5, §esi
2 2 4

Asf, por la ecvacién punto-pendiente de una recta,* una ecuacién de la recta tangente estd dada

por
1 3 1 . 3 1
e T T o bien, Y= T
La gréfica de la funcién y la recta tangente se muestran en la FIGURA 3.1.1. o

EEIE Una derivada

Encuentre la derivada de f(x) = 1/x.

Solucion En este caso usted debe poder demostrar que la diferencia es
1 1 —h las fracciones se suman usando
S+ h) = fx) = x+th x (x + hx’ “ un comdin denominador
En consecuencia,

1f

fEEm - —p
m 1

o0 h T 0 h(x + B)x
— m——L _—1
=0 (x + h)x 427
La derivada de f(x) = 1/xes f'(x) = —1/x". [ |

“N. del RT. También se le conoce como forma punto-pendiente.
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o Recuerde de sus estudios
de dlgebra que
(a + b)Y ="+ 3a'h
+ 3ab” + .
Luego. a se sustituye por vy b
por /1.

FIGURA 3.1.1 Recta tangente en
el ejemplo 4
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I Notacion A continuacion se presenta una lista de la notacién comin usada en la literatura
matematica para denotar la derivada de una funcién:

! b Dy, D
JF'x), e Y Dy D

Para una funcién como f(x) = x*, escribimos f'(x) = 2x; si la misma funcién se escribe y = X2,
entonces utilizamos dy/dx = 2x, y' = 2x o D,y = 2x. En este texto usaremos las tres prime-
ras formas. Por supuesto, en varias aplicaciones se usan otros simbolos. Por tanto, si z = 2
entonces
dz _
dr

La notacién dy/dx tiene su origen en la forma derivada de (3) de la seccién 2.7. Al sustituir /2 por
Ax y denotar la diferencia f(x + &) — f(x) por Ay en (2), a menudo la derivada se define como

dy_ | fetA) - f) Ay
dx Al Ax = am, Ax’

2t obien, 7' = 21

3)

]S\ [NeM Una derivada donde se usa (3)

Use (3) para encontrar la derivada de y = Vx.

Solucién En el procedimiento de cuatro pasos, la manripulacién algebraica importante tiene
lugar en el tercer paso:

0 flx+ Ax) = Vx + Ax
i) Ay =f(x + Ax) — f(x) = Vx + Ax — Vx
oAy fe+ A0 - ) Vx+ Ax— Vi
iii) Arc Ax = Ax
_ \/XTAX - \/} \/m + \/; racionalizacion del
a Ax Vit Ax 4 Vx| numerador
x+ Ax —x
Ax(Vx + Ax + \/i)
Ax
Ax(\/x + Ax + \/)_()
1
T Vat Ax+ Vi

Ay 1 ] ]
; ]’ — = i = — — .
W) Ay T AN T At Vr Vet Ve 2V

La derivada de y = Vx es dy/dx = 1/(2\/;) |

1 Valor de una derivada El valor de la derivada en un nimero a se denota por los simbolos

d
@, 2

Il yi(@, Dy

X=a x=a

=]\ |JNe WA Una derivada

Por el ejemplo 6, el valor de la derivada de y = Vx en, por ejemplo, x = 9 se escribe

dy| o _ 1 _ 1
dx x=9 2‘\/,; x=9 6
En forma alterna, para evitar la torpe barra vertical, simplemente escribimos y(9) = . (]

1 Operadores diferenciacion El proceso de encontrar o calcular una derivada se denomina
diferenciacion. Asi, la diferenciacién es una operacién que se lleva a cabo sobre una funcién



3.1 Laderivada 125

« = Jlv). La operacién de diferenciacién de una funcion con respecto a la variable x se repre-
centa con los simbolos d/dx y D,. Estos simbolos se denominan operadores diferenciacion.
por cjemplo, los resultados en los ejemplos 1, 3 y 6 pueden expresarse, a su vez, como

I

2V

a2 _ d 3 _ a0 d o~
dx(x + 2) = 2x, o = 3x°, dx\/__

El simbolo

Q entonces significa d
dx & dx Y

1 Diferenciabilidad Si el Iimite en (2) existe para un ndimero x dado en el dominio de f, se
dice que la funcién es diferenciable en x. Si una funcién f es diferenciable en todo nimero x
en los intervalos abiertos (a, b), (—oo, b) y (a, ©0), entonces f es diferenciable sobre el inter-
valo abierto. Si fes diferenciable sobre (—00, 00), entonces se dice que f es diferenciable en
todas partes. Se dice que una funcién f es diferenciable sobre un intervalo cerrado [a, b]
cuando f es diferenciable sobre el intervalo abierto (a, b), y

fla +h) — f(a)

fila) = hlin& h
fb + h) — f(b) @
f0 = Jip T

ambos existen. Los limites en (4) se denominan derivadas por la derecha y por la izquierda,
respectivamente. Una funcién es diferenciable sobre [a, 00) cuando es diferenciable sobre
(a, o0) y tiene derivada por la derecha en a. Una definicion semejante en términos de una deri-
vada por la izquierda se cumple para diferenciabilidad sobre (—00, »]. Ademds, puede demos-
trarse que:

» Una funcion es diferenciable en un nimero ¢ en un intervalo (a, b) si y sélo si )

file) = fL(o).

I Tangentes horizontales Si y = f(x) es continua en un ndmero a y f'(a) = 0, entonces la
recta tangente en (a, f(a)) es horizontal. En los ejemplos 1 y 2 vimos que el valor de la deri-
vada f'(x) = 2x de la funcién f(x) = x* + 2 en x =0 es f/(0) = 0. Por tanto, la recta tangente
a la grafica es horizontal en (0, f(0)) o (0, 0). Se deja como ejercicio (vea el problema 7 en
los ejercicios 3.1) comprobar por la definicién 3.1.1 que la derivada de la funcién continua
fl)y = —x®+4x + 1 esf(x) = —2x + 4. Observe en este dltimo caso que f'(x) = 0 cuando
—2x + 4 = 0 o x = 2. Hay una tangente horizontal en el punto (2, f(2)) = (2, 5).

I Donde fno es diferenciable Una funcién no tiene derivada en x = a si

i) la funcién es discontinua en x = a, 0
i) la gréfica de f tiene un pico en (a, f(a)).

Ademds, puesto que la derivada proporciona la pendiente, f no es diferenciable
ifi) en un punto (a, f(a)) en el cual la recta tangente es vertical.

El dominio de la derivada f”, definido por (2), es el conjunto de nimeros x para los cuales el
limite existe. Por tanto, el dominio de f’ necesariamente es un subconjunto del dominio de f.

SV Diferenciabilidad

a) La funcién f(x) = x> + 2 es diferenciable para todos los nimeros reales x; es decir,
el dominio de f'(x) = 2x es (—0C0, 00).

b) Debido a que f(x) = 1/x es discontinua en x = 0, f no es diferenciable en x = 0 y
en consecuencia no es diferenciable sobre cualquier intervalo que contenga 0. [ |
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v

J)

= ]

I

a) Funcion valor absoluto de f

f'y=1 x>0

e
ff=—-1x<0

5) Grifica de la derivada f'

FIGURA 3.1.2 Gréficas de fy f’

en ¢l ejemplo 9

FIGURA 3.1.3 Rectas tangentes a
la gréfica de la funcidn en el

ejemplo 10

¥

Eleje yes
tangente a
la grifica
en (0. 0)

FIGURA 3.1.4 Tangente vertical

en el ejemplo 11

Importante

1S JHeCR Otro repaso al ejemplo 7 de la seccion 2.7

En el ejemplo 7 de la seccién 2.7 vimos que la gréifica de f(x) = || no tiene tangente en el
origen (0, 0). Asi, f(x) = |x| no es diferenciable en x = 0. Pero f(x) = |x| es diferenciable
sobre los intervalos abiertos (0, c0) y (—o0, 0). En el ejemplo 5 de la seccién 2.7 demostra-
mos que la derivada de una funcion lineal f(x) = mx + b es f'(x) = m. Por tanto, para x > 0

tenemos f(x) = |x| = x y asi f'(x) = |. También, para x < 0,f(x) = |x| = —x y as{ f'(x) =
—1. Puesto que la derivada de f es una funcién definida por partes,
W B x>0
f(X)_{_l, X<O,
que podemos graficar como cualquier funcién. En la FIGURA 3.1.25) observamos que f' es dis-
continua en x = 0. B
Con simbolos diferentes, lo que demostramos en el ejemplo 9 es que f2(0) = —1 y f1(0;

= 1. Puesto que f.(0) # f1(0) por (5) se concluye que f no es diferenciable en 0.

I Tangentes verticales Sea y = f(x) continua en un nimero a. Si Iim |f(x)| = oo, entonces
A=

se dice que la grdfica de f tiene una tangente vertical en (a, f(a)). Las grificas de muchas
funciones con exponentes radicales tienen tangentes verticales.

En el ejemplo 6 de la seccién 2.7 se mencioné que la grifica de y = x'/° tiene una line:
tangente vertical en (0, 0). Verificamos esta afirmacion en el siguiente ejemplo.

18] 5\ [ Mo MR N Tangente vertical

Se deja como ejercicio demostrar que la derivada de f(x) = x'/* estd dada por

f0 = o
(Vea el problema 55 en los ejercicios 3.1.) Aunque f es continua en 0, resulta evidente que f
no estd definida en ese nimero. En otras palabras, f no es diferenciable en x = 0. Ademas
debido a que

lim /() =00y lim f(v) = 00

tenemos |f’(x)] — oo cuando x — 0. Esto es suficiente para afirmar que en (0, f(0)) o (0, 0
hay una recta tangente y que es vertical. En la FIGURA 3.1.3 se muestra que las rectas tangentes :
la gréfica a cualquier lado del origen se vuelven cada vez mas pronunciadas cuando x — 0. I

La grafica de una funcién f también puede tener una tangente vertical en un punto (a, f(a)
si f es diferenciable sélo por un lado de a, es continua por la izquierda (derecha) en a, y s
cumple | f'(x)] — oo cuando x — a~ o|f'(x)] — oo cuando x —> a”.

=N\ ekl Tangente vertical por un lado

La funcién f(x) = Vx no es diferenciable sobre el intervalo [0, 00) porque por la derivad
fix) = 1/(2\//;) observamos que f1(0) no existe. La funcién f(x) = Vx es continua sobr
[0, ©0) pero diferenciable sobre (0, c¢). Ademads, debido a que f es continua en 0 y cl_ffg f(x
= oo, en el origen (0, 0) hay una tangente vertical. En la FIGURA 3.1.4 vemos que la tangent
vertical es el gje y. 1

Las funciones f(x) = |x| y f(x) = x'/3 son continuas en todas partes. En particular, amba
son continuas en 0 pero ninguna es diferenciable en ese nimero. En otras palabras, la conti
nuidad en un ntimero a no es suficiente para garantizar que una funcién sea diferenciable e
a. No obstante, si f es diferenciable en a, entonces f debe ser continua en ese ntimero. Est
hecho se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1 Diferenciabilidad implica continuidad

Si f es diferenciable en un ndmero a, entonces f es continua en a.
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DEMOSTRACI()N Para demostrar la continuidad de f en un ndmero ¢, es suficiente demos-
trar que lim f(x) = f(a) o bien, de manera equivalente, que 1im [f(x) — f(a)] = 0. La hipGte-
SIS €8 qué ‘ e
fla + h) = fla)

h

existe. Si se hace x = a + h, entonces cuando 2 — 0 tenemos x — a. Por tanto, el limite ante-
rior equivale a

fla) = lim

Fla) = tim T2 7@

x—a X —da

Luego, puede escribirse

) — fl@) ,
lim [ f(x) — f(a)] = ]_l;m%' x—a) «— multiplicacion pot - l, |
_ S = e R
= lim———— - lim (x - a) <—ambos Himites existen
x—=a X — a x=a
= f(@-0=0. L

¥ Posdata: Un poco de historia Se sabe que Isaac Newton (1642-1727), matemadtico y fisico
inglés, fue el primero en establecer muchos de los principios basicos del cilculo en manuscri-
tos no publicados sobre el método de fluxiones, fechado en 1665. La palabra
Sfluxion se origind por el concepto de cantidades que “fluyen”; es decir, canti-
dades que cambian a cierta razén. Newton usd la notacién de punto y para
representar una fluxién, o como se conoce ahora: la derivada de una funcién.
El simbolo y nunca fue popular entre los matemadticos, de modo que en la actua-
lidad lo usan esencialmente los fisicos. Debido a razones tipogréficas, la asi
Newion denominada “notacién flyspeck” ha sido sustituida por la notacién prima.
Newton alcanzé fama imperecedera con la publicacién de su ley de la gravitacién universal en
su tratado monumental Philosophiae Naturalis Principia Mathematica en 1687. Newton tam-
bién fue el primero en demostrar, usando el calculo y su ley de gravitacidn, las tres leyes empi-
ricas de Johannes Kepler del movimiento planetario, y el primero en demostrar que la luz blanca
estd compuesta de todos los colores. Newton fue electo al Parlamento, nombrado guardian de
la Real Casa de Moneda y nombrado caballero en 1705. Sir lsaac Newton dijo acerca de estos
logros: “Si he visto méds lejos que otros, es porque me apoy€ en los hombros de gigantes.”

El matemdtico, abogado y fil6scfo aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716) publicé una versién corta de su cédlculo en un articulo en un periédico
alemdn en 1684. La notacién dy/dx para la derivada de una funcién se debe
a Leibniz. De hecho, fue Leibniz quien introdujo la palabra funcion en la lite-
ratura matemdtica. Pero, puesto que es bien sabido que los manuscritos de
Newton sobre el método de fluxiones datan de 1665, Leibniz fue acusado
Leibniz de apropiarse de las ideas de Newton a partir de esta obra no publicada.
Alimentado por orgullos nacionalistas, durante muchos afios hubo una controversia sobre quién
de los dos “inventd” el célculo. Hoy los historiadores coinciden en que ambos llegaron a
muchas de las premisas mds importantes del cdlculo de manera independiente. Leibniz y
Newton se consideran “coinventores” del tema.

d

~,~ NOTAS DESDE EL AULA

X e e R R e oo

i) En el andlisis precedente vimos que la derivada de una funcién es en si misma una fun-
cién que proporciona la pendiente de una recta tangente. La derivada no es, sin embar-
g0, una ecuacién de una recta tangente. También, afirmar que y — yy = f'(x) - (x — xq)
es una ecuacién de la tangente en (xg, V) €s incorrecto. Recuerde que f'(x) debe evaluar-
se en xq antes de usarla en la forma punto-pendiente. Si f es diferenciable en x4, enton-
ces una ecuacion de la recta tangente en (xg, yo) €Sy — Yo = f(x) - (x — Xg).
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if) Aunque en esta seccidn se han recalcado las pendientes, no olvide el andlisis sobre razo-
nes de cambio promedio y razones de cambio instantdneas en la seccién 2.7. La deriva-
da f'(x) también es la razon de cambio instantdnea de la funcién y = f(x) con respec-
to a la variable x. En las secciones que siguen se dird mds sobre estas razones.

iif) Los matemadticos de los siglos xvii al XIX crefan que una funcién continua solia tener una
derivada. (En esta seccién hemos observado excepciones.) En 1872, el matematico ale-
méan Karl Weierstrass destruy¢ de manera contundente este principio al publicar un ejem-
plo de funcién que es continua en todas partes pero no es diferenciable en ninguna.

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la péagina RES-10.

= Fundamentos

En los problemas [-20, use (2) de la definicién 3.1.1 para
encontrar la derivada de la funcién dada.

1. f(x) =10 2. fx)=x — 1
h fx)=-3x+5 4, f(x) = mx
5. f(x) = 3x? 6. fx)=—x>+1
7. f(x) = —x* +4x + 1 8. flx) = %xz +6x — 7
9. y=(x+ 1) 10. f(x) = (2x — 5)
11. f(x) = x* + x 12, f(x) = 2x° + x*
13. y = —x* + I5x2 — x 4. y = 3!
2 X
15.y—x+1 16.y—x_]
2+ 3 10
17.y—x_|_4 18.f(x)«x+x2
19. f(x) = —— 20. f(x) = \V2x + 1
Vx

En los problemas 21-24, use (2) de la defini¢ién 3.1.1 para
encontrar la derivada de la funcién dada. Encuentre una
ecuacion de la recta tangente a la grfica de la funcién en el
valor indicado de x.

21, f(x) = 4x* 4+ 7x; x= —1

22.f(x)=%x3+2x—4; x=0

23.y=x—%; x=1 24.y=2x+1+g; x=2

En los problemas 25-28, use (2) de la definicién 3.1.1 para
encontrar la derivada de la funcién dada. Encuentre uno o
varios puntos sobre la grafica de la funcién dada donde la
recta tangente es horizontal.

25. f(x) = x>+ 8 + 10
27. fix) = x — 3x

26. f(x) = x(x — 5)
28, fx) =x*—x*+ 1

En los problemas 29-32, use (2) de la definicién 3.1.1 para
encontrar la derivada de la funcidén dada. Encuentre uno o

varios puntos sobre la gréfica de la funcién dada donde la
recta tangente es paralela a la recta dada.

29.f(x)=%x2—l; 3x —y=1

30 f)=x*—-x; —2x+y=0
3. fx) = —x*+4; 12x+y=4
32.f(x)=6\/);+2; —x+ty=2

En los problemas 33 y 34, demuestre que la funcién dada no
es diferenciable en el valor indicado de x.

—x + 2, =2
33.f(x)={2xx_4 i>2; x=2
3x, <0
34.f(x)={_x4x fczo; x=0

En la demostracién del teorema 3.1.1 vimos que un plantea-
miento alterno de la derivada de una funcién f en a esta dado
por

lim 7 = /(@) @ (6)

x—a X — d

fla) =

siempre que el limite exista. En los problemas 35-40, use (6)
para calcular f'(a).

35. fx) = 10x* — 3
37. flx) = x* — 4x?

3. fx) = 50—

36. f(x) =x*—3x— 1
38, f(x) = x*

40. f(x) = Vx

41. Encuentre una ecuacién de la recta tangente mostrada en
rojo en la FIGURA 3.1.5. ;Cudles son los valores f(—3) y
f(=3)7

|>X

-3
FIGURA 3.1.5 Grifica
del problema 41



42. Encuentre una ecuacidn de la recta tangente mostrada en
rojo en la FIGURA 3.16. ;Cudl es el valor de f'(3)? ;Cudl
es la interseccion con el eje y de la recta tangente?

71 T T

FIGURA 3.1.6  Gralica
del problema 42

En los problemas 43-48, trace la grafica de f' a partir de |
grdfica de f.

8. 4a.

o

yﬁ y=Ff)

¥ ={(x) 2,3 > X

FIGURA 3.1.7  Grifica
del problema 43

45. y 46.

y=fx)
45° ?\ A 45°

t f > X
I

FIGURA 3.1.9 Grifica

del problema 45

FIGURA 3.1.8 Gréfica
del problema 44

\ |
1 = X

FIGURA 3.1.10  Gréfica
del problema 46

47.

FIGURA 3111  Griéfica
del problema 47

48.
by L2

/\ /.
/NN

3, =2

y =1

FIGURA 3.1.12  Grafica
del problema 48

En los problemas 49-54, relacione la grafica de f con una
grafica de f' de a)-f).

a) yi b) y=F

v=£10)

—

3.1 Laderivada 129

d) vy
v
—_ v
X
5 y
y=10) /

N

49. o 73’.1 B B 50. Vi

y=f(x) \/
» X

FIGURA 3.1.14  Grifica
del problema 50

FIGURA 3.1.13  Griéfica
del problema 49

51. Y y=fw)

y=fx) 2.

FIGURA 3.1.16  Gréfica
del problema 52

FIGURA 3.1.15  Griéfica
del problema 51

53. Y 54, oy
y=f /

y=fx)

FIGURA 3.1.17  Grafica
del problema 53

FIGURA 3.1.18  Gréfica
del problema 54

= Piense en ello

55. Use la definicién alterna de la derivada (6) para encon-

trar la derivada de f(x) = x'/.

[Sugerencia: Observe que x — a = (x'?)? — (a'?)*]
56. En los ejemplos 10 y 11 vimos, respectivamente, que las
funciones f(x) = x'? y f(x) = Vi tenfan tangentes ver-
ticales en el origen (0, 0). Conjeture dénde las gréaficas
dey=(x— 4" yy=Vx+ 2 pueden tener tangen-
tes verticales.
57. Suponga que f es diferenciable en todas partes y que
tiene tres propicdades:
D 0+ ) = F0r) ),
i) £'(0) = 1.
Use (2) de la definicién 3.1.1 para demostrar que f'(x)
= f(x) para toda x.

) f(0) =1,
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58. a) Suponga que fes una funcién par diferenciable sobre
(—00,00). Use razonamiento geométrico para expli-
car por qué f'(—x) = —f'(x); es decir, que f’ es una
funcién impar.

b) Suponga que f es una funcién impar diferenciable
sobre (—00, c0). Use razonamiento geométrico para
explicar por qué f(—x) = f'(x); es decir, que f' es
una funcién par.

59. Suponga que fes una funcién diferenciable sobre [a, b]
tal que f(a) = 0 y f(b) = 0. Experimente con graficas
para decidir si la siguiente afirmacién es falsa o verda-
dera: hay un nimero ¢ en («a, b) tal que f'(¢) = 0.

60. Trace graficas de varias funciones f que tengan la pro-
piedad f'(x) > 0 para toda x en [a, b]. ;Qué tienen en
comun éstas?

= Problemas con calculadora/SAC

61. Considere la funcién f(x) = x" + |x|, donde n es un
entero positivo. Use una calculadora o un SAC para
obtener la grafica de fparan = 1, 2, 3, 4 y 5. Luego
use (2) para demostrar que f no es diferenciable en x = 0
paran =1, 2, 3,4y 5. ;Puede demostrar esto para cual-
guier entero positivo n? ;Cudles son f2(0) y f+(0) para
n>1?

3.2 Reglas de potencias y sumas

E Introduccion

La definicion de derivada

fa+ h) — f0)

f =l (1

11
—0 h

tiene la desventaja evidente de ser mds bien molesta y cansada de aplicar. Para encontrar la
derivada de la funcién polinomial f(x) = 6x'® + 4x* usando la definicién anterior sélo es
necesario hacer malabares con 137 términos en los desarrollos del binomio de (x + /)"y
(x + h)*. Hay formas més eficaces para calcular derivadas de una funcién que usar la defini-
ci6én cada vez. En esta seccidn, y en las secciones que siguen, veremos que hay algunos ata-
jos o reglas generales a partir de las cuales es posible obtener las derivadas de funciones como
Flx) = 6x'% + 4x literalmente, con un truco de pluma.
En la dltima seccién vimos que las derivadas de las funciones potencia

f) =, ) =5 f = =aT f@) = Ve= 1

eran, a su vez,

Veua los ejemplos 3. Sy 6enla P

seccion 3.1,

FW =25 f) =38 fW= = —x )= =

1
2V 2

Si los miembros derechos de estas cuatro derivadas se escriben

(=X

L
3.x77, 5

observamos que cada coeficiente (indicado en rojo) corresponde al exponente original de x en
f v que el nuevo exponente de x en ' puede obtenerse a partir del exponente anterior (tam-
bién indicado en rojo) al restarle 1. En otras palabras, el patrén para la derivada de la funcién

potencia general f(x) = x" es

I Derivada de la funcién potencia

el exponeite se escribe como mdaltiplo
\
=1
(xpP )
¢l exponente disminuye por unc

En efecto, el patrén ilustrado en (2) se cumple para cual-

quier exponente que sea un nimero real n, y este hecho se planteard como un teorema formal,
pero en este momento del curso no se cuenta con las herramientas matemdticas necesarias para
demostrar su validez completa. Sin embargo, es posible demostrar un caso especial de esta
regla de potencias; las partes restantes de la demostracién se proporcionardn en las secciones

1déneas mas adelante.
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Teorema 3.2.1 Regla de potencias

Para cualquier nimero real n,

ix” = nx"" ", (3)

L_ dx

DEMOSTRACION La demostracién solo se presenta para el caso donde n es un entero posi-
tivo. A fin de calcular (1) para f{x) = X" usamos el método de cuatro pasos:

Teorema general del binomio

-1
N fx+h =+ =x"+n""h+ %x”*zhz + 4 axh"h+ R
n{n — 1
”) f(x + h) _f(-x) =x"+ I’lxll—ll’l + —(2'—)'_x”_2h2 + -+ nthl—l + K= X"
nn — 1)

=nx""'h + X"RE 4+ nxhT R

2!

nn — 1
= h{nx”-l + 7( )x"_lh + ot axh"? + h”_]}

h n—1 ”(”—_1) n—1 /11—2 hn—l
¢ o nx + X xX"'h+ -+ nxh +
L fe ) S0
jit) A = p
nn — 1
= I’lx”_l + %xu—lh + oo+ nxh”_z + /’L“_I
e o S ) — )
) fix) = lim 5
-1
= lim I’L)Cn_] + L)x”_lh + -+ nxhn—Z + hn—l — nxn—l. -

h—0 2!

estos términos — 0 cuando h — 0

Regla de potencias

Diferencie
a) y=ux' b) y=x ¢) y=x d)yzx\/i.

Soluciéon Por la regla de potencias (3),
dy

a) conn=7: = Tx'™ = 7x5,
d
b) conn=1: d_i: ' '=x=1,
_ 2 Ay _ (_Z> Cym-i 2 sy 2
¢) conn= 3 e 3 X = 3,\ = L
d
d conn=V2 a'_i = V2V, o

Observe en el inciso b) del ejemplo | que el resultado es consistente con el hecho de que
la pendiente de la recta y = x es m = 1. Vea la FIGURA 3.2.1.

Teorema 3.2.2 Regla de la funcién constante

Si f(x) = ¢ es una funcién constante, entonces f”(x) = 0. 4)

o Vea las Pdginus de recursos

para un repaso del teorema del
binomio.

YA

FIGURA 3.2.1 La pendiente de la
recta i = | es consistente con
dy/dc = |
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. 4 DEMOSTRACION Si f(x) = ¢, donde ¢ es cualquier nimero real, entonces se concluye qu
f=c EX’ <) £X+/7" ) a diferencia es f(x + h) — f(x) = ¢ — ¢ = 0. Asi, por (1),

| 1

| I

1 1 ’ . c—cC .

= = 1 = .

| | JOy = i T imo =0 '

t t X

x x+h El teorema 3.2.2 tiene una interpretaciéon geométrica evidente. Como se muestra en |

FIGURA 322 La pendiente de FIGURA 32.2, la pendiente de la recta horizontal y = ¢ es, por supuesto, cero. Ademds, el tec

una recta horizontal es 0 rema 3.2.2 coincide con (3) en el caso donde x # 0y #n = 0.

Teorema 3.2.3 Regla de la multiplicacién por constante

Si ¢ es cualquier constante y f es diferenciable en x, entonces cf es diferenciable en x, y

2 Cf) = of ) )

DEMOSTRACION Sea G(x) = cf(x). Entonces
Gx + h) — G(x) o ocftx+ h) — cf(x)
= |lim

60 = Jin

h h—0 h
o {f(x Th —f(X)}
= lim¢|—— ——
h—0 h
I LG R (S
—C}I%;h——cf(x). 1
N[5\ Me i ] Un mdltiplo constante
Diferencie y = 5x*.
Soluciéon Por (3) y (5),
dy __d 4 _ 3N 3
dx—dex—S(élx)—ZOx. |

Teorema 3.2.4 Reglas de suma y diferencia

Sify g son diferenciables en x, entonces f + g y f — g son diferenciables en x, y

L1/ + 801 = F@ + g, ©)
L1 - 6] = F @) = g, %

DEMOSTRACION DE (6) Sea G(x) = f(x) + g(x). Entonces
Cxth -G _ Im [fxe+h) + glx + )] — [f) + gl0)]

G = Ji

/’l h—0 h
St ) —f) + g+ h) — g0 .
= lim <« reordenando términe
s T h—0 h

puesto que los Ifinites

existen, el limite de _ C fe+ R — f(x) Coglx+ h) — g

una suma es la suma =lim——F————+ lim——————
h—0 h h—0 h

de los limites

=f) + ). !
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El teorema 3.2.4 se cumple para cualquier suma finita de diferenciables. Por ejemplo, si
f. ¢ y h son diferenciables en .x, entonces

L0 + 500 + AL = F0) + g0 + K.

Ya gue f — g puede escribirse como una suma, f + (—g), no es necesario demostrar (7) puesto
que el resultado se concluye de (6) y (5). Por tanto, el teorema 3.2.4 puede plantearse colo-
quialmente como:

> J.a derivada de una suma es la suma de las derivadas.

1 Derivada de un polinomio Como sabemos cémo diferenciar potencias de x y miltiplos
constantes de esas potencias, resulta facil diferenciar sumas de estos multiplos constantes. La
derivada de una funcién polinomial es particularmente ficil de obtener. Por ejemplo, ahora
vemos facilmente que la derivada de la funcién polinomial f(x) = 6x'® + 4x* mencionada
en la introduccién de esta seccién, es f'(x) = 600x” + 140x*.

ZEVEZTME] Polinomio con seis términos

Diferencie y = 4x° — %x“ + 9x* + 10x* — 13x + 6.

Solucién Al usar (3), (5) y (6) obtenemos

& _yds

_ 1 d
A Cdxt 2

d a4 gd 5 4o _ad . d
dxx +9dxx + Idex lexx+ dx6'

Puesto que %6 = 0 por (4), obtenemos

dy

T 4(5xY — %(4)(3) + 9(3xH) + 10(2x) — 13(1) + 0

= 20x* — 2x* + 27x% + 20x — 13. B

SV Recta tangente

Encuentre una ecuacién de una recta tangente a la gréfica f(x) = 3x* + 2x*> — 7x en el punto
correspondiente a x = —1.

Soluciéon Por la regla de la suma,

Fi(x) = 3(4x® + 2(3x%) — 7(1) = 12¢* + 6x* — 7.

Cuando las fy f se evaliian en el mismo nimero x = —1, obtenemos
f(_ 1)=28 < ¢l punto de tangencia es (— 1. 8)
f’(‘l) = —13. « la pendiente de la tangente en (=1, 8y es —13

Con la ecuacién punto-pendiente obtenemos una ecuacién de la recta tangente

y—8=—13x—(=1) obien, y=—13x—5. 2

I Volver a escribir una funcion En algunas circunstancias, para aplicar una regla de diferen- < Vale la pena recordar este
ciacién de manera eficiente puede ser necesario volver a escribir una expresién en una forma  andlisis.

afterna. Esta forma alterna a menudo es resultado de algo de manipulacién algebraica o una

aplicacién de las leyes de los exponentes. Por ejemplo, es posible usar (3) para diferenciar las

siguientes expresiones, que primero reescribimos usando las leyes de los exponentes

4 1o \/7 las raices cuadradas se vuelven 4 10 (/2
27 N X il A s e == P 12 (-x ) )
X \/} a esceribir como potencias X X'/~
ey - ""‘2‘\_‘;"“' _ _ 3/2
Jucgo se vuelve a escribiy N dx 2, 10x 1/2, x?/ ,

usando exponentes negativos

a derivada de cada térmi - -3 3 2
la deriv 1:11Ll;udllummo - —8y 3’ —3y /2’ 232
usando (3) 2

133
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- IEESEE
FIGURA 3.2.3 Grifica de la
funcidn en el ejemplo 6

(L, h

y=x

L
T >

FIGURA 3.2.4 Recta normal en el

ejemplo 7

=X
3

tangente

X

FIGURA 3.25 Griéfica de la
funcién en el ejemplo 8

Una funcién como f(x) = (5x + 2)/x2 puede escribirse de nuevo como dos fracciones

Sx+2 5 2 5 2
fo=FTE=0 5=+ 5
X x° x° X x

=5x7"+ 2x 7%

Por la dltima forma de f, ahora resulta evidente que la derivada f' es

f) =5 + 2 = 2 - L
X~ X

A3\ e Y Volver a escribir los términos de una funcion
Diferencie y = 4Vx + 8_6 + 10.
X Wx

Soluciéon  Antes de diferenciar, los tres primeros términos se vuelven a escribir como poten-
cias de x:

y = 4x'? + 8x7' — 6x7'2 + 0.

dy d d _ d _ d
i — =4—x"?+ 8—x" - 6—xP + =
Asi, . 4—x 8—x 6dxx chlO'

Por la regla de potencias (3) y (4) obtenemos

dy 1, ( 1)
=42 R (=D 26— )R
e 4 7% 8- (—Dx 6 3)* +0
_2 8 _ 2
Ve " X3 -
A1\ JXeMGE Tangentes horizontales
Encuentre los puntos sobre la gréfica de f(x) = —x> + 3x> + 2 donde la recta tangente es hori-

zontal.

Solucién En un punto (x, f(x)) sobre la grafica de f donde la tangente es horizontal, debe-

mos tener f'(x) = 0. La derivada de fes f'(x) = —3x* + 6x y las soluciones de f'(x) = —3x”
+6x =00 —3x(x—2)=0son x =0y x = 2. Asi, los puntos correspondientes son
(0, f(0)) = (0,2) y (2,f(2)) = (2, 6). Vea la FIGURA 3.23. &

I Recta normal Una recta normal en un punto P sobre una gréfica es una recta perpen-
dicular a la recta tangente en P.

(=8]=\Y|deMWA Ecuacion de una recta normal

Encuentre una ecuacién de la recta normal a la gréfica de y = x> en x = 1.

Solucién Puesto que dy/dx = 2x, sabemos que m,, = 2 en (1, 1). Por tanto, la pendiente
de la recta normal que se muestra en verde en la FIGURA 3.24 es el negativo reciproco de la pen-
diente de la recta tangente; es decir, m = —3. Por la forma punto-pendiente de la ecuacién de
la recta, entonces una ecuacién de la recta normal es

1 . 1 3
- 1= —(x- = —=x+ = u
y 2(x 1) o bien, y 2x 5
()Mo l:E Tangente vertical
Para la funcién potencia f(x) = x* 1a derivada es
’ _ 2 —-1/3 — 2
f(x) - 3x - 3xl/3'
Observe que All’rgg f{x) = oo mientras lg(r)l_ f(x) = —oo. Puesto que fes continuaenx = 0y
|f'(x)] = o0 cuando x — 0, concluimos que el eje y es una tangente vertical en (0, 0). Este
hecho resulta evidente a partir de la gréfica en la FIGURA 3.2.5. f
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§ Cuspide Se dice que la gréfica de f(x) = x*? en el ejemplo 8 tiene una ciispide en el ori-
sen. En general, la gréfica de una funcién y = f(x) tiene una cidspide en un punto (4, f(a)) si
{ es continua en a, f'(x) tiene signos opuestos a cualquier Jado de a, y |f'(x)] — ©© cuando
v —> .

I Derivadas de orden superior Hemos visto que la derivada f'(x) es una funcién derivada de
v = f(x). Al diferenciar la primera derivada obtenemos otra funcién denominada segunda deri-
.vada.‘ que se denota por f”(x). En términos del simbolo de operacién d/dx, la segunda de-
rivada con respecto a x la definimos como la funcién que se obtiene al diferenciar dos veces
consecutivas a y = flx):

4 ()
dx\dx/
La segunda derivada suele denotarse por los simbolos
dy 4’ ,
"), v, —5, ——=f(x), D), D2
R et L) _

LTI Segunda derivada

. 1
Encuentre la segunda derivada de y = —.
E

Solucién Primero se simplifica la ecuacién al escribirla como y = x™. Luego, por la regla
de potencias (3) tenemos

dy 4
a = —3x"
La segunda derivada se obtiene al diferenciar la primera derivada
d’y 4 iy . 12
E = E(—3x )= —3(—4x")y = 12x"" = F [ |

Si se supone que todas las derivadas existen, es posible diferenciar una funcién y = f(x)
tantas veces como se quiera. La tercera derivada es la derivada de la segunda derivada; la
cuarta derivada es la derivada de la tercera derivada; y asi sucesivamente. Las derivadas ter-
cera y cuarta se denotan por d*y/dx* y d*v/dx", y se definen como

d?y d ((1%}) d*y _d (d?v)

det dx\gy? At de\gy/

En general, si n es un entero positivo, entonces la n-ésima derivada se define como

d”_\’ B d d/)*[vV
dx"  dx\ g ')

Otras notaciones para las primeras derivadas n son

[, 1, U, fO, L 0,

v r, yu, VW, \,(4)’ o V(”),

d . d? d* d* "
dxf(x)’ dxzf(x), dx?’f(X)’ dﬁf(x), dX,,f(x),
D, D D3 D* ... D"

.
D, DX D3I DY ..., D

Observe que la notacién “prima” se usa para denotar s6lo las tres primeras derivadas; después
de eso se usa el supraindice y, y®), v asi sucesivamente. El valor de la n-ésima derivada
de una funcién y = f(x) en un nimero a se denota por

dlly

dx" =g

fa@, oy y

135
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N5\ [ e M& I Quinta derivada

Encuentre Jas cinco primeras derivadas de f(x) = 2x* — 6x® + 7x* + 5x.

Solucion Tenemos

flx) = 8x7 — 18x* + 14x + 5

F(x) = 24x* — 36x + 14

F(x) = 48x — 36
) = 48
P =o. |

Después de reflexionar un momento, usted debe convencerse que al derivar la (n + 1)
veces una funcion polinomial de grado n el resultado es cero.

— — NOTAS DESDE EL AULA
dx ............................................................................................................................................................................
) En los diversos contextos de ciencias, ingenieria y negocios, las funciones a menudo
se expresan en otras variables distintas a x y y. De manera correspondiente, la nota-
cién de la derivada debe adaptarse a los nuevos simbolos. Por ejemplo,

Funcion Derivada
_ vy AU _
v(t) = 32¢ v'() = a 32
N = o2 iy — 9A
A(r) = mi A'(r) o 2Ty
") = 46° — 36 (0) =L~ 89 - 3
! dg
— 2 ; dD
D(p) = 800 — 129 + p D'(p) = & = —129 + 2p.

if) Quizd se pregunte qué interpretacién puede darse a las derivadas de orden superior. Si
piensa en términos de graficas, entonces f” proporciona la pendiente de las rectas tan-
gentes a la grafica de la funcién f'; f proporciona la pendiente de las rectas tangen-
tes a la grafica de la funcién f”, y asi sucesivamente. Ademds, si f es diferenciable,
entonces la primera derivada f’ proporciona la razén de cambio instantdnea de f. En
forma semejante, si f' es diferenciable, entonces f” proporciona la razén de cambio
instantanea de f".

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pdgina RES-10.

= Fundamentos

En los problemas 9-16, encuentre f'(x). Simplifique.
En los problemas 1-8, encuentre dy/dx. 1
9. flx) = g,\'s —3x*+9x2+ 1

1.y=—18 2. y=7°
3. y = xg 4. y= 4X12 10- f(X) = _%x() + >4X5 - 13X2 + 8x + 2
5.y="T"—4x 6. y=6x"+3x"— 10

11. f(0) = x3@4x? — 5x — 6)

_ -6 x—x 20+ 3x =3+ 2
7.y =4V /R 8. Vx 12. f() = e




14, f(x) = (* + x2°
16. f(x) = (9 + 0O — x)

(3. /) = X7+ 5)°
15, [ = (4Vx + 1)

En los problemas 17-20, encuentre la derivada de la funcién
dadu.
17. () = (du)®

1
19. g0 =7

18. p(1) = 20~ — 2 )?
P +4r -3
6

En los problemas 21-24, encuentre una ecuacion de la recta tan-
sente a la grafica de la funcién dada en el valor indicado de x.

| | ]
+—2+7+7 20. Q) =

A I ¥

21,.\':2x3—l;x=~1 22.y=—x+%;x:2

23, [ = % + 2V x=4 24, flx)= ek x=1

En los problemas 25-28, encuentre el punto o los puntos
sobre la gréfica de 1a funcién dada donde la recta tangente es
horizontal.

25. y=x"—8x +5 26. y = 3x° — 3x?

27. ) = x* = 3x% = 9x +2 28 flx) = x* — 4x°

En los problemas 29-32, encuentre una ecuacion de la recta nor-
mal a la grafica de la funcion dada en el valor indicado de x.
29, y=—x'+1;x=2 3. y=x% x=1

31 flx) = %ﬁ -t x=4 32. f=x'—x; x=—1

En los problemas 33-38, encuentre la segunda derivada de la
funcién dada.

B.ov=—x*+3x-7
35. y = (—4x + 9)°
37. fix) = 10x72

3. y=15x — 24Vx
36, y =2x° + 4x° — 6x*

38, f(x)y =x+ (%)z

En los problemas 39 y 40, encuentre la derivada de orden
superior indicada.

39, f) =4x°+x°—x% %)
40. v = x* — 1x0; d’y/dx’

En los problemas 41 y 42, determine intervalos para los cua-
les f'(x) > 0 e intervalos para los cuales f’'(x) < 0.

41. fx) = x>+ 8x — 4 42, fx) = x* - 3x> — 9x
En los problemas 43 y 44, encuentre el punto o los puntos
sobre la grafica de f donde f"(x) = 0.

43, f(0) = x4+ 12x2 + 20x 44, f(x) = x* — 2x7

En los problemas 45 y 46, determine intervalos para los cua-
les f"(x) > 0 e intervalos para los cuales f”(x) < 0.

45. f) = (x — 1)’ 46. f(x) =x’ + X

Una ecuacién que contiene una 0 mds derivadas de una fun-
cion desconocida y(x) se denomina ecuacién diferencial. En

los problemas 47 y 48, demuestre que la funcién satisface la

ecuacion diferencia dada.

47 v=x"+x% X" —2xy' —4y=0

4. y=x+x+4; ¥y —3xy' +3y=12

49. Encuentre el punto sobre la grafica de f(x) = 2x* — 3x
+ 6 donde la pendiente de la recta tangente es 5.
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50. Encuentre el punto sobre la grifica de f(x) = x? — x
donde la recta tangente es 3x — 9y — 4 = (.

51. Encuentre el punio sobre la grafica de f(x) = x? — x
donde Ia pendiente de la recta normal es 2.

52. Encuentre el punto sobre la grafica de f{x) = ixz — 2x
donde la recta tangente es paralela a la recta 3x — 2y +
1=0.

53. Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la gréfica
de y = x* + 3x? — 4x + | en el punto donde el valor de
la segunda derivada es cero.

54. Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la gréfica
de y = x* en el punto donde el valor de la tercera deri-
vada es 12.

= Aplicaciones

55. El volumen V de una esfera de radio r es V = 3arr’.
Encuentre el drea superficial S de la esfera si S es la razén
de cambio instantdnea del volumen con respecto al radio.

56. Segiin el fisico francés Jean Louis Poiseuille (1799-
1869), la velocidad v del flujo sanguineo en una arteria
cuya seccion transversal circular es constante de radio R
es v(r) = (P/4vI)R* — r?), donde P, v y [ son constan-
tes. ;Cual es la velocidad del flujo sanguineo en el valor
de r para el cual v'(r) = O?

57. La energia potencial de un sistema masa-resorte cuando
el resorte se estira una distancia de x unidades es
Ux) = %/orz, donde k es la constante del resorte. La
fuerza ejercida sobre la masa es F = —dU/dx. Encuentre
la fuerza si la constante del resorte es 30 N/m y la can-
tidad de estiramiento es 5 m.

58. La altura s por arriba del nivel del suelo de un proyectil
en el instante ¢ estd dada por

1
s(t) = Egt2 + vyt + s,
donde g, vy y 5o son constantes. Encuentre la razén de
cambio instantinea de s con respecto a fen t = 4.
= Piense en ello
En los problemas 59 y 60, el simbolo » representa un entero

positivo. Encuentre una formula para la derivada dada.

&, a1

59. ™ 60. dx" x

61. A partir de las graficas de fy g en la FIGURA 3.26, deter-
mine qué funcién es la derivada de la otra. Explique ver-

balmente su decision.

yv=F) T

\ L ¥

Lo

y=g

1

FIGURA 3.26 Graficas para el problema 61
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

A partir de la gréfica de la funcidon y = f(x) dada en la
FIGURA 3.27, trace la gréfica de f'.

y
| y=f

FIGURA 3.2.7 Grifica para el problema 62

Encuentre una funcién cuadritica f(x) = ax* + bx + ¢
tal que f(—1) = =11, f'(-1) =7y f'(—-1) = —4

Se dice que las graficas de y = f(x) y y = g(x) son orto-
gonales si las rectas tangentes a cada gréafica son perpen-
diculares en cada punto de interseccién. Demuestre que
las grificas de y = gx?y y = —jx* + 3 son ortogonales.
Encuentre los valores de b y ¢ de modo que la grafica
de f(x) = x* + bx tenga la recta tangente y = 2x + ¢
enx = —3.

Encuentre una ecuacién de la(s) recta(s) que pasa(n) por
(%, 1) y es(son) tangente(s) a la gréfica de f(x) = x* +
2x + 2.

Encuentre los puntos de la gréfica de f(x) = x> — 5 tal
que la linea tangente a los puntos interseque al eje en x
(=3, 0).

Encuentre el o los puntos sobre la gréfica de f(x) = x*
tal que la recta tangente interseque al eje y en (0, —2).
Explique por qué la grifica de f(x) = £x° + 3x° no tiene
recta tangente con pendiente —1.

Encuentre coeficientes A y B de modo que la funcién
y = Ax* + Bx satisfaga la ecuacién diferencial 2y” +
3y =x-—1

Encuentre valores de a y & tales que la pendiente de la
tangente a la grafica de f(x) = ax? + bxen (1, 4) sea —5.
Encuentre las pendientes de todas las rectas normales a
la gréfica de f(x) = x* que pasan por el punto (2, 4).
[Sugerencia: Elabore una figura y observe que en (2, 4)
sélo hay una recta normal.]

Encuentre un punto sobre la grafica de f(x) = x* + x y
un punto sobre la grafica de g(x) = 2x* + 4x + 1
donde las rectas tangentes son paralelas.

Encuentre un punto sobre la grifica de f(x) = 3x° + 5x°
+ 2x donde la recta tangente tiene la menor pendiente
posible.

75.

76.

77.

78.

Encuentre las condiciones sobre los coeficientes a, b y
¢ de modo que la grifica de la funcién polinomial

fx) =ax* +bx* +cx+d

tenga exactamente una tangente horizontal. Exactamente
dos tangentes horizontales. Ninguna tangente horizontal.

Sea f una funcién diferenciable. Si f'(x) > 0 para toda
x en el intervalo (a, b), trace gréficas posibles de f sobre
el intervalo. Describa verbalmente el comportamiento de
la gréfica de fsobre el intervalo. Repita si f'(x) << 0 para
toda x en el intervalo (a, b).

Suponga que f es una funcién diferenciable tal que

F'(x) — f(x) = 0. Encuentre £1%(x).

Las graficas de y =x* y y = —x*> + 2x — 3 dada por la
FIGURA 3.28 muestran que hay dos rectas L, y L, que son
simultdneamente tangentes a ambas graficas. Encuentre
los puntos de tangencia de ambas graficas. Encuentre una
ecuacién para cada recta tangente.

Yi
y=ux

y= — =3

FIGURA 3.2.8 Grificas para el problema 78

= Problemas con calculadora/SAC

79.

80.

a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra-
fica de f(x) = x* — 4x® — 2x2 + 12x — 2.

b) Evalie f"(x) en x = =2, x=—1, x =0, x= 1.
x=2,x=3yx=4.

¢) A partir de los datos del inciso b), ;jobserva alguna
relacién entre la forma de la gréfica de fy los sig-
nos algebraicos de f"?

Use una calculadora o un sistema algebraico compu-
tacional para obtener la gréfica de las funciones dadas.
Por inspeccién de las gréficas, indique dénde cada fun-
cién puede no ser diferenciable. Encuentre f'(x) pare
todos los puntos donde f es diferenciable.

a) f)=|x* - 2x| b) fl) =] —1]

3.3 Reglas de productos y cocientes

1 Introduccion
potencia de x son, a su vez:

Hasta el momento sabemos que la derivada de una funcién constante y un¢

n

0 y 4 = nx"7! (1.

ax
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También sabemos que para funciones diferenciables fy g:
d . d i
—_— - = . (! . i 3 - ~+ o ] -+ ], . 2
dxéf(x) ef'(x) vy dx Lf) = gl = ') = '), @

Aunque los resultados en (1) y (2) nos permiten diferenciar rapidamente funciones algebrai-
cas (como polinomios), ni (1) ni (2) constituyen una ayuda inmediata para encontrar la deri-
vada de funciones como y = x*Vx? + 4 o y = x/(2x + 1). Se requieren reglas adicionales
para diferenciar productos fg y cocientes fle

1 Regla del producto Las reglas de diferenciacién y las derivadas de funciones surgen en
gltima instancia de la definicién de la derivada, La regla de la suma en (2), que se obtuvo en la
seccion precedente, se concluye de la definicién y del hecho de que el limite de una suma es
la suma de los limites siempre que los limites existan. También sabemos que cuando los 1{mi-
tes existen, el limite de un producto es el producto de los limites. Al razonar por analogia, pare-
cerfa plausible que la derivada de un producto de dos funciones es el producto de las deriva-
das. Lamentablemente, la regla del producto que se presenta a continuacién no es tan simple.

Teorema 3.3.1 Regla del producto

Si fy g son funciones diferenciables en x, entonces fg es diferenciable en x, y

L1501 = Fwge + gf o). )

DEMOSTRACION Sea G(x) = f(x)g(x). Entonces por la definicién de la derivada junto con
algo de manipulacién algebraica:

G'G) = lim Gle + h) = G _ lfmf(x + h)glx + h) — flx)g(x)

h—0 h h—0 h

cero

lfmf(x + hglx + h) — flx + hgx) + flx + hglx) — f(x)gx)
h—0 h

(x + h/: — 8w g(x)f(x + h})l LS

Il

lim| fx + m’

gx + h) — g flx+ i) — f0)

- Jimsee+ - i et i

Debido a que f es diferenciable en x, es continua ahi y entonces }frr(l) flx + h) = f(x). Ademads,
/I,f_lpn g(x) = g(x). Por tanto, la ultima ecuacién se vuelve
G'(x) = f)g'(x) + g()f'(x). m
La regla del producto se memoriza mejor en palabras:

¢ La primera funcién por {a derivada de la segunda mds la segunda funcién por la deri-
vada de la primera.

mm Regla del producto

Diferencie y = (x* — 2x> + 3)(74* — 4x).

Solucién De la regla del producto (3),

derivada de derivada de
primera la segunda segunda la primera

D223 L0 a2 - 49w -2 1)
dx dx U )
= (x* — 262 + 3)(14x — 4) + (7x? = 40)(3x? — 4x)

= 35x% — 72x% + 24x* + 42x — 12

139
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Solucidn alterna Los dos términos en la funcién dada pueden multiplicarse para obtener un
polinomio de quinto grado. Luego, la derivada puede obtenerse usando la regla de la suma.

N]d\" Mol Recta tangente

Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la grafica de y = (I + \/)_()(x —2)enx = 4.

Solucién Antes de tomar la derivada, Vx volvemos a escribirla como x'/?

regla del producto (3),
dy
dx

. Luego, por la

Il

o o 4d 172
(1 +x )dx(x 2) + (x 2)(1x(l + x79)

(+x") L+ (= 2)-%x_'/2

3x + 2V — 2
2Vx '

Al evaluar la funcién dada y su derivada en x = 4 obtenemos:

v4) = (l + \f4)(4 — 2) =6 < clpunto de langencia es (4 6)
| _l2+2vi-2 7

. < lapendiente de la tangente en (4. 6) es |
dx | =4 2V4 2 ; :
Por la forma punto-pendiente, la recta tangente es

7 - _7
y—6—§(x—4) o bien, y =5 8. [ ]

Aunque (3) se ha planteado sélo para el producto de dos funciones, puede aplicarse a fun-
ciones con un mayor nimero de factores. La idea consiste en agrupar dos (o mds) funciones
y tratar este agrupamiento como una funcién. El siguiente ejemplo ilustra la técnica.

N[\ |l MEN Producto de tres funciones

Diferencie y = (4x + 1)(2x* — x)(x* — 8x).

Solucion Los dos primeros factores se identifican como la “primera funcién”:

derivada de derivada de
imer: a seaunds segund: A primer
rimera la segunda aunda la primera

= (4x + D26 = ) (&~ 80 + (& — 8x)é(4x + D22 — ).

4
dx
Observe que para encontrar la derivada de la primera funcién es necesario aplicar la regla del
producto por segunda ocasion:
De nuevo la regla del producto

=@x+ DR —x) G =8+ (P —8x) - [(4x + D@x — 1)+ (2x2 — x)- 4]

dy
dx

= (4x + D2x? — 0Bx* — 8) + (x* — 8x)(16x* — 1) + 4(x* — 8x)(2x> — x). L

I Regla del cociente A continuacién se presenta la derivada del cociente de dos funciones
fys.

Teorema 3.3.2 Regla del cociente

Sify g son funciones diferenciables en x y g(x) # 0, entonces f/g es diferenciable en x, y

d {@ } _ 8f'() — flog)
dx [ g(x) (0] '

€]




3.3 Reglas de productos y cocientes

DEMOSTRACl(]N Sea G{(x) = f(x)/g(x). Entonces

S+ )
Gx+ h) — Gl y glx+ h)  gx)
= lim

G'(x) = lim

h—0 h =0 h
g)flx + h) — flo)glx + h)
— hg(x + h)g(x)
Cero
iy gfx + h) — g)f(x) + g(0)f(x) — f)gx + h)
— hg(x + hg(x)
+ h) — + h) — g0
g(x)f(x 1/: J) . glx 1/3 8(x)
A 2x + Mgl

. 8+ h) — gx)
N ) - lim h

im0« i [T S
_ er)r(l)gx er)r(l) h

. FRVRSETS
lime(x + h) - limg(x)
Puesto que se supone que todos los limites existen, la dltima linea es lo mismo que

G = g)f'(x) —fEX)g (X)_ .
[g(x)]

En palabras, la regla del cociente empieza con el denominador:

> El denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada del
denominador, todo dividido entre el denominador al cuadrado.

T Regla del cociente
3xt -1
20+ 530+ T

Diferencie y =

Solucién Por la regla del cociente (4),

derivada del derivada del
denominador numerador numerador denominador

d d
3 2 . 2 2 . 3 2
iy Qx+ 5+ 7) ; (Bx 1) — (3x 1) Z 2x” + 5x°+ 7)

dx (233 + 55 + 7)?
~ v

cuadrado del denominador

@+ 52+ T)-6x — Bx? — 1) - (6x° + 10x)
a 2x3 + 552+ 7)2

_—6x* + 6x2 4 52x

o+ 2+ DY

« se multiplica por el numerador

EJEMPLO 5 Reglas del producto v el cociente
@+ D2+ D
32+ 1

Encuentre los puntos sobre la gréfica de y = donde la recta tangente es

horizontal.

Solucién Se empieza con la regla del cociente y luego se usa la regla del producto al dife-
renciar el numerador:

141
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Por supuesto. los valores de [
que hacen cero al numerador no
deben hacer simultdneamente

cero al denominador.

Regla del

producto aqui

(3x* + 1)~di;[(x2 + D32+ D] =+ DR+ -%(3)8 + 1)

dy
dx 3x? + 1)?
(3x2 + 1)[(X2 + Ddx + (sz + D2x] — (xz + 1)(2x2 + D)6x <« se multiplica
- (3X2 + 1)2 por el numerador
_ 120 + 8x°
(Bx* + 1)

En un punto donde 1a recta tangente es horizontal, debe tenerse dy/dx = 0. La derivada que
acaba de encontrarse sélo puede ser 0 cuando el numerador satisface

12x° + 8x° = 0 obien, x*(12x>+ 8) = 0. (5)

En (5), debido a que 12x* + 8 # 0 para todos los nimeros reales x, debe tenerse x = 0. Al
sustituir este ndmero en la funcién obtenemos y(0) = 1. La recta tangente es horizontal en la
interseccién con el eje y, el punto (0, 1). m

B Posdata: Otro repaso a la regla de potencias Recuerde que en la seccién 3.2 establecimos
que la regla de potencias, (d/dx)x" = nx"~', es valida para todos los nimeros reales exponen-
tes n. Ahora ya nos es posible demostrar la regla cuando el exponente es un entero negativo
—m. Puesto que, por definicién x™" = 1/x", donde m es un entero positivo, la derivada de x™"
puede obtenerse por medio de la regla del cociente y las leyes de los exponentes:

se restan los ex honentes
|
d d 1l
XM 1—1- A e
d _, df1y dx dcx™ mx . -1
X - my - 2 = Tmx ’
dx dx\x (xm)z X

—— NOTAS DESDE EL AULA

dx ............................................................................................................................................................................

i) Las reglas del producto y del cociente suelen conducir a expresiones que demandan
simplificacién. Si su respuesta a un problema no se parece a la que se proporciona en
la seccién de respuestas del texto, quizd no ha realizado suficientes simplificaciones.
No quede contento con sélo llevar a cabo las partes mecédnicas de las diversas reglas
de diferenciaci6n; siempre resulta una buena idea poner en préctica sus habilidades
algebraicas.

ii) Algunas veces, la regla del cociente se usa cuando no es necesario. Aunque es posible
usar esta regla para diferenciar funciones como

es més simple (y répido) volver a escribir las funciones como y = §¢x°> y y = 10x °, y
luego usar las reglas del miltiplo constante y de potencias:

s_ 9 4 dy d _;

1d W _ 0 3= _qppt
6 dt 6 y . lodxx 30x°.

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-10.

= Fundamentos
3. y= (4% + l)(zx - 3i>
En los problemas 1-10, encuentre dy/dx. X Vx
Ly=@"—7DE+4x +2) 4. y= <x2 _ L)(ﬁ + L)
. 2 3
2. y=(Tx+ D' — x> — 9 * *



_ 10 .y 5
5.-\#’@"'1 Y T 4 -3
3t 8 _2=3x
7.0 =5 s Ly=3=2
9.y = 6x = 17 10. y = (x' + 5x)
En Jos problemas 11-20, encuentre f'(x).
NN UT AV
1L [0 = (x x3)(x 5¢— 1)
| 2 2 2
12. f(0) = (& = D{x* — 10x + 5
x
x” x* = 10x + 2
: = 52 14. X =—
3.0 = 5 foo =55

15. f(v) = (x + D@x + DGx + 1)
16. f(0) = 6+ D — 0Gx* + 2x — 1)
@r+ Dix = 5) X

17. f(x) = 3t 2 18. f(x) = m
19. f@) = (¥ — 2x = 1>(i - ;)

20.f(x)=(x+1)<x+1—x_il_2>

En los problemas 21-24, encuentre una ecuacién de la recta
tangente a la grafica de la funcién dada en el valor indicado
de x.
X | Sx
: == 22, y = ;
-1 Y72 Y ¥+ 1
2. y=QVx+ x)(—2x2+5x—1); x=1
U,y =27 =D +5x+3); x=0
En los problemas 25-28, encuentre el o los puntos sobre la
grafica de la funcién dada donde la recta tangente es hori-
zontal.

25, y =X —dHr—6) 26, y=x(x— 1)?

7 y= % 28 y = —

SR YT e

En Tos problemas 29 y 30, encuentre el punto o los puntos
sobre la gréafica de la funcién dada donde la recta tangente
tiene la pendiente indicada.

x+ U 8
30. y=(x + D2x + 35);

En los problemas 31 y 32, encuentre el punto o los puntos
sobre la grafica de la funcién dada donde la recta tangente

tiene la propiedad indicada.

2.y =

x =2

29. y

m= =3

+4
3.y =2 - i —
y T+ 5 perpendicular a y X
- 1
32, y= —> . - 2.
y P E paralela ay X {

4

33. Encuentre el valor de k tal que la recta tangente a la gré-
fica de f(x) = (k + x)/x* tiene pendiente 5 en x = 2.

34. Demuestre que la tangente a la gréfica de f(x) = (x> +

14)/(x*> + 9) en x = | es perpendicular a la tangente de
la grafica de g(x) = (1 + x3(1 + 2x) en x = 1.
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En los problemas 35-40, f y g son funciones diferenciables.
Encuentre F'(1) si f(1) = 2, f'(1) = =3y g(1) =6, g'(1)
=2.

35. F(x) = 2f(x)g(x) 36. F(x) = xf(0)gx)

2 |+ 2f(x
37, Fl) = 3]5;8)) 38, Fv) = — ;(%)
39. Flx) = G + f(x)> gx) 40, F(x) = );f((;"))

41. Suponga que F(x) = Vxf(x), donde f es una funcién
diferenciable. Encuentre F"(4) si f(4) = —16, f'(4) =2
y f"4) = 3.

42. Suponga que F(x) = xf(x) + xg(x), donde fy g son fun-
ciones diferenciables. Encuentre F"(0) si f'(0) = —1 y
g'(0) = 6.

43. Suponga que F(x) = f(x)/x, donde fes una funcién dife-
renciable. Encuentre F"(x).

44. Suponga que F(x) = x’f(x), donde f es una funcién dife-
renciable. Encuentre F"(x).

En los problemas 45-48, determine intervalos para los cua-

les f'(x) > 0 e intervalos para los cuales f'(x) < 0.

x**+3

x+ 1

45. f(x) = 46. f(x) =

x2 = 2x
47, f(x) = (—2x + 6)(4x + 7)
48. f(x) = (x — 2)(4x*> + 8x + 4)

= Aplicaciones

49. La ley de gravitacién universal establece que la fuerza
F entre dos cuerpos de masas m, y m, separados por
una distancia r es F = kmlmz/rz, donde k es constante.
(Cudl es la razén de cambio instantdnea de F con res-
pecto a r cuando r = 3 km?

50. La energia potencial U entre dos 4tomos en una molécula
diatémica estd dada por U(x) = q,/x'* = g,/x®, donde ¢,
¥ ¢, son constantes positivas y x es la distancia entre los
atomos. La fuerza entre los dtomos se define como
F(x) = —U'(x). Demuestre que F( Y, 2q1/q2) = 0.

51. La ecuacion de estado de Van der Waals para un gas
ideal es

a
(P + W)(V — b) = RT,

donde P es la presién, V es el volumen por mol, R es la
constante universal de los gases, T es la temperatura y
a 'y b son constantes que dependen del gas. Encuentre
dP/dV en el caso donde T es constante.

52. Para una lente convexa, la distancia focal f esta relacio-
nada con la distancia al objeto p y la distancia a la ima-
gen g por la ecuacion de la lente

1_1,1
f p q

Encuentre la razén de cambio instantdnea de g con res-

pecto a p en el caso donde f es constante. Explique el

significado del signo negativo en su respuesta. ;Qué

ocurre a g cuando p crece?
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= Piense en ello
. a) Grafique la funcién racional f(x) =

b) Encuentre todos los puntos sobre la grafica de f tales 55
que las rectas normales pasen por el origen.

. Suponga que y = f(x) es una funcién diferenciable.
a) Encuentre dy/dx para y = [f(x)]%

¢) Conjeture una regla para encontrar la derivada de
5 y = [f(x)]", donde n es un entero positivo.
d) Use su conjetura en el inciso ¢) para encontrar la deri-
vada de y = (x* + 2x — 6)°®.

. Suponga que y,(x) satisface la ecuacion diferencial
v+ P(x)y = 0, donde P es una funcién conocida.
Demuestre que y = u(x)y,(x) satisface la ecuacién dife-
rencial

2+

y' + Px)y = f(x)

b) Encuentre dy/dx para y = [f(x)]’. siempre que u(x) satisface du/dx = f(x)/y,(x).

3.4 Funciones trigonométricas

I Introduccidon En esta seccién desarrollaremos las derivadas de las seis funciones trigono-
métricas. Una vez que se han encontrado las derivadas de sen x y cos x es posible determinar
las derivadas de tan x, cot x, sec x y csc x usando la regla del cociente encontrada en la sec-
cién precedente. De inmediato veremos que la derivada de sen x usa los dos siguientes resul-
tados de limites

senx cosx — |

Iim =1 y Iim
=0 X x—0 X

0 (H
que se encontraron en la seccion 2.4.

I Derivadas del seno y coseno Para encontrar la derivada de f(x) = sen x se usa la defini-
cién bésica de la derivada
d x+ h) — f(x
Y _ i L ) — flx) 2
dx =0 h
y el proceso de cuatro pasos introducido en las secciones 2.7 y 3.1. En el primer paso usamos
la férmula de la suma para la funcién seno,

sen(x; + x,) = senx; cosx, + COS.x; sen x,, 3)
pero donde x y h desempeiian las partes de los simbolos x; y x;.

D) flx + h) =sen(x + h) = senxcosh + cosxsenh  « por(d)
iy fx+ h) — f(x) =senxcosh + cosxsenh — senx . Claclonzaseny
de los términos

=senx(cosh — 1) + cosxsenh primero y lercero
Como observamos en la linea siguiente, no es posible cancelar las 4 en el cociente diferencial,
aunque es posible volver a escribir la expresién para usar los resultados sobre limites en (1).

_ fx+ kY — f(x) senx(cosh — 1) + cosxsenh
iii) h = A

'cos/z— 1 +cosx'senh
h ’ h

= senx

iv) En esta linea, el simbolo & desempefa la parte del simbolo x en (1):

foo+ h) — flo) . cosh — | . _senh
———————— =senx-lim——— + cosx - lim y
h—0 h =0 h

F = jim i

A partir de los resultados sobre limites en (1), la ultima linea es lo mismo que

(x+h) — flx
fix) = }%# =senx -0+ cosx-1 = cosux.

d
Por tanto, ——Sen x = COS.X. 4)
dx
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e manera semejante €s posible demostrar que

11’: COS x = —Sen X. (5)

dx

yea ¢l problema 50 en los ejercicios 3.4

27X Ecuacion de una recta tangente

Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = sen x en x = 4m/3.

Solucién A partir de (4) la derivada de f(x) = sen x es f'(x) = cos x. Cuando éstas se eva-
ldan en el mismo ndmero x = 47/3 obtenemos:

H17) = st N

3 )= sen 3 5 < ¢l punto de tangencia es (7. =51
4 41 l ;
f(?) = Cos T = —E.  la pendiente de la tangente en (7. =% ) es - .
A partir de la forma punto-pendiente de una recta, una ecuacién de la recta tangente es j[/—\ , .
punto de la pendiente es
\f:)) 1 ( 477) ) 1 277 \/’; 4\‘(1‘1111(:11&;1 4,,_\\1%‘ da7 i
y+ —— = —7\x — &~ o bien, = ——x+—- - —= - .- 53
¥ 2 2 3 Y 2 3 2 ( 3 2 ) ( 3 ) 2
FIGURA 3.4.1 Recta tangente en
La tangente se muestra en rojo en la FIGURA 3.4.1. B elejemplo |

1 Otras funciones trigonomeétricas Los resultados en (4) y (5) pueden usarse junto con las
reglas de diferenciacién para encontrar las derivadas de la tangente, cotangente, secante y cose-
cante.

Para diferenciar tan x = sen x/cos x se usa la regla del cociente:

d d
COSX ——SENn X — Sen X —- CosX
d senx _ dx dx

dx cosx (COS x)z

esto es igual a |
A
cosx (cosx) —senx(—senx) cos’x + sen’x

(cos x)? cos’x
Al usar la 1dentidad pitagérica fundamental sen” x + cos’ x = 1 y el hecho de que l/cos2 x =

(1/cos x)* = sec? x, la dltima ecuacién se simplifica a

d — e
e tan x = sec” x. (6)

La férmula de la derivada para la cotangente

d — 2
e cotx = —cscox (7

se obtiene en forma andloga y se deja como ejercicio. Vea el problema 51 en los ejercicios 3.4.
Asi, sec x = 1/cos x. En consecuencia, es posible usar otra vez la regla del cociente para
encontrar la derivada de la funcién secante:

cosxil -1 d CcoS X
d 1 _ dx dx
dx cos x (cos x)z
0 — (—senx
_ ( ; x) _ senvx- )
(cos x) cos™ x
Al escribir senx _ _1  senx sec x tan x

cos?x €OSX COSX
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podemos expresar (8) como

d. Sec.x = sec.xtanx €
dx ™" e 7
El resultado final también se concluye de inmediato a partir de la regla del cociente:
d
——CSCX = —CSC.xCobx. (1C
dx

Vea el problema 52 en los ejercicios 3.4.

=[5\ | JHe A Regla del producto

Diferencie y = x* sen x.

Solucién La regla del producto junto con (4) da
2

d_y =X isenx + senxix2
dx dx dx

x%cosx + 2xsen x. [

19\ Me MY Regla del producto

Diferencie y = cos® x.

Solucién Una forma de diferenciar esta funcién es reconocerla como un producto: y =
(cos x)(cos x). Luego, por la regla del producto y (5),

Q = COS vicosx + cosxicosx
dx T dx dx

= cos x(—sen x) + (cosx)(—sen x)

= —2senxcosx.

En la siguiente seccidn veremos que hay un procedimiento alterno para diferenciar una poten
cia de una funcién. I

=)\ [ Nel¥:8 Regla del cociente

sen x
2 + secx

Diferencie y =
Solucién Por la regla del cociente, (4) y (9},

@ + secx)isenx — senx%@ + sec x)

dy dx
dx (2 + sec x)?
_ (2 + secx) cosx — sen x (sec x tan x) secxcosy = 1y ‘ ‘
- (2 + sec x)z Sen xv(sec xtan x) = sen” x/cos” v
14 2cosx — tan’x I
(2 + sec x)?

Segunda derivada

Encuentre la segunda derivada de f(x) = sec x.

Solucién Por (9), la primera derivada es

f'(x) = sec x tan x.
Para obtener la segunda derivada, ahora es necesario usar la regla del producto junto con (€
y 9

d d
"(x) = secx—tanx + tanx — Sec x
S dx dx

sec x (sec’x) + tan x(sec x tan x)

= sec’x + sec x tanx. I



para referencia futura, a continuacion se resumen las férmulas de derivadas presentadas

en esla seccion.

o
Teorema 3.4.1 Derivadas de funciones trigonométricas
Teorema
Las derivadas de las seis funciones trigonométricas son
d d
——Senx = CosJx, ——COSX = —Senx, an
dx dax
d d
“tanx = sec’x, —cotx = —cscy, (12)
dx dx
d d
——sec X = sec x tanx, ~—CSCX = —CSCx cotx. (13)
dx dx

dx

Cuando trabaje los problemas en los ejercicios 3.4, puede que no obtenga la misma res-
puesta que la proporcionada en la seccién de respuestas al final del libro. Esto se debe a
que hay muchas identidades trigonométricas cuyas respuestas pueden expresarse €n una
forma mds breve. Por ejemplo, la respuesta en el ejemplo 3:

NOTAS DESDE EL AULA

Y_ la mi Y _ 2
dx = S€Nn X COS x €S la miSma que dx = S€n 2x

por la férmula del dngulo doble para la funcién seno. Intente resolver las diferencias entre
su respuesta y la respuesta proporcionada.

S ORI Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-10.
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= Fundamentos
En los problemas 1-12, encuentre dy/dx.
I. y = x> — cosx 2. y=4x*+x+ Ssenx
3.y=1+7senx —tanx 4. y = 3cosx — Scotx
5. y=xsenx 6. y=(4\/;—3\3/;)cosx
7.y =(x*—2) tanx 8. y = cosxcotx
9. y = (x> + senx) secx 10. y = cscxtanx
11. y = cos’x + sen’x 12. y = x’cosx — x’senx
En los problemas 13-22, encuentre f'(x). Simplifique.
2
13. = - . = —
Jx) = (cscx) 4. f(x) cosx corx
2
1. _ cotx ) = — 6x
7 x+ 1 16. £ 1+ cosx
2 2 + senx
17, f(x) = — > . _ & T senx
/0 1+ 2tanx 18. f(x) X
1+ cscx
19. —_senx . — LT esex
f® 1 + cosx 20 fx) 1+ secx
i 1 + senx
21. = x* . =
J(x) = x* senx tan x 22, f(x) oSy

En los problemas 23-26, encuentre una ecuacién de la recta

tangente a la grafica de la funcién dada en el valor indicado
de x.

23, f(x) =cosx; x=m/3
25, f(x) = secx; x = 7/6

24, f(x) =tanx; x=1
26. f(x) =cscx; x= /2

En los problemas 27-30, considere la grdfica de la funcién
dada sobre el intervalo [0, 27r]. Encuentre las coordenadas
x del o de los puntos sobre la gréifica de la funcién donde la
recta tangente es horizontal.

27. flx) = x + 2cosx 28. f0) = 5 sen x

— COS X

|

2. f0) = x + cosx

30. f(x) =senx+ cosx

En los problemas 31-34, encuentre una ecuacién de la recta
normal a la grafica de la funcién dada en el valor indicado
de x.

31 f(x) =senx; x =4m/3 32. f(x) =tan’x; x = mw/4
33. f(x) = xcosx;

34, f(x) =

=T

I +senx /2

En los problemas 35 y 36, use una identidad trigonométrica
idénea para encontrar la derivada de la funcién dada.

X

35, f(x) = sen 2x 3

36. f(x) = cos?

En los problemas 37-42, encuentre la segunda derivada de la
funcién dada.

37. f(x) = xsenx 38. f(x) = 3x — x%cosx

_ senx _ 1
39. flx) = 'S 40. f(x) = 1T cosx
41. y = cscx 42, y = tanx



148 CAPITULO 3 La derivada

En los problemas 43 y 44, C, y C, son constantes reales arbi-
trarias. Demuestre que la funcion satisface la ecuacién dife-
rencial dada.

43.

44.

|
y = Cycosx + Cysen x — =xCO0S x;

"+ y =senx
5 p; )

/\'2))”

cos x sen x ,
; + xy’ + (x2 - ;L)y =0
X

RV

= Aplicaciones

45.

46.

Cuando el angulo de elevacién del Sol es 8, un poste
telefénico de 40 pies de altura proyecta una sombra de
longitud s como se muestra en la FIGURA 34.2. Encuentre
la razén de cambio de s con respecto a # cuando
6 = 7/3 radianes. Explique el significado del signo
menos en la respuesta.

40 pies

//
s A\@
S
FIGURA 3.4.2 Sombra en el problema 45

Los dos extremos de una tabla de 10 pies de longitud se
sujetan a rieles perpendiculares como se muestra en la
FIGURA 3.43, de modo que el punto P puede desplazarse
con libertad sobre la vertical y el punto R puede moverse
libremente en direccién horizontal.

a) Exprese el drea A del tridngulo POR como una fun-
cidén del dngulo 6 indicado.

b) Encuentre la razén de cambio de A con respecto a 6.

¢) Al inicio la tabla estd en posicién plana sobre el riel
horizontal. Suponga que luego el punto R se mueve
en direccién del punto O, obligando asi al punto P a
moverse hacia arriba sobre el riel vertical. Al princi-
pio el area del tridngulo es 0 (68 = 0), pero luego
aumenta durante un instante a medida que 6 crece
y después disminuye cuando R tiende a Q. Cuando
la tabla estd vertical, el drea del tridngulo es
0 (8 = 7/2) de nuevo. Grafique la derivada dA/d6.
Interprete la grafica para encontrar valores de 6 para
los cuales A es creciente y los valores de € para los
cuales A es decreciente. Luego compruebe su inter-
pretacion de la gréfica de la derivada al graficar A(8).

d) Use las gréficas en el inciso ¢) para encontrar el valor
de 6 para el cual el drea del tridngulo es méxima.

riel

P

10 pies

Q RN riel
FIGURA 3.4.3 Tabla en el problemma 46

= Piense en ello

47.

48.

49,

50.

51.

52.

«) Encuentre todos los enteros positivos n tales que
n i

W SEN X = Sen Xx; E;ﬁ Cosx =

H "
W Cos x S€n x; W senx =

b) Use los resultados en el inciso @) como ayuda para
encontrar
21 [130 d40 d67

sen x, 33—0 sen x, cCosx y ﬁ COS X.

cos X;

COS x.

21

40

dx dx

Encuentre dos puntos distintos P, y P, sobre la gréfica
de y = cos x de modo que la recta tangente en P, sea
perpendicular a la recta tangente en 5.

Encuentre dos puntos distintos P, y P, sobre la grifica
de y = sen x de modo que la recta tangente en P; sea
paralela a la recta tangente en P,.

Use (1), (2) y la férmula de la suma para el coseno para
demostrar que

d
[y COSX = Tsenx.
Use (4) y (5) y la regla del cociente para demostrar que
icot)c = —cscix
dx '
Use (4) v la regla del cociente para demostrar que
% CSC X = —cCSCx cotyx,

= Problemas con calculadora/SAC

En los problemas 53 y 54, use una calculadora o un SAC para
obtener la gréfica de la funcién dada. Por inspeccién de la
grafica, indique donde la funcién puede no ser diferenciable.

53. f(x) = 0.5(senx + [sen x|)
55.

54. f(x) = |x + sen x|
Como se muestra en la FIGURA 3.4.4, un joven jala un trineo
donde va sentada su hermana. Si el peso total del trineo y
la chica es de 70 Ib, y si el coeficiente de friccidn de suelo
cubierto por nieve es 0.2, entonces la magnitud F de la
fuerza (medida en libras) necesaria para mover el trineo es
_ 70(0.2)
" 0.2senf + cos@’
donde @ es el dngulo que la cuerda forma con la hori-
zontal.

a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra-
fica de F sobre el intervalo [—1, 1].

b) Encuentre la derivada dF/d6.

¢) Encuentre el 4dngulo (en radianes) para el que
dF/de = 0.

d) Encuentre el valor de F correspondiente al dngulo
encontrado en el inciso ¢).

¢) Use la gréifica en el inciso a) como ayuda para inter-
pretar los resultados encontrados en los incisos ¢) y d).

FIGURA 3.4.4 Trineo en el problema 55



3.5 Regla de la cadena
gt Introduccion Como se analizé en la seccién 3.2, la regla de potencias

d -
77)‘,11 — I’IX” 1
dx

es valida para todos los mimeros reales exponentes n. En esta seccion veremos que una regla

semejante se cumple para la derivada de una potencia de upa funcién y = [g(x)]". Antes de

plantear el resultado formal, se considerara un ejemplo cuando n es un entero positivo.
Suponga que queremos diferenciar

y=+ 1% M
Al escribir (1) como y = &+ D+, podemos encontrar la derivada al usar la regla
de! prodncto:
%(xS + 1=+ 1) -%(ﬁ + 1)+ &+ 1)-%@5 + 1)
=S+ 1) 5xt 4+ S+ )5t
=2(x° + 1) 5x% (2)
En forma semejante, para diferenciar la Tuncién y = (x> + 1), es posible escribirla como

=0+ 1) (x° + 1) y usar la regla del producto y el resultado que se proporciona en (2):

d s 3_d s 2,05
dx(x + 1) o a’x(x + I) (x + 1) sithemos esto por (2)
d d
— (.5 2.4 sy 5 s 42
x>+ 1) a’x(x HD+& +1 dx(x 1)

=+ D5+ e+ D27 + 1D - 5xe

=37 + 1% 5x* (3)
Asimismo, al escribir y = (x> + 1)* como y = W+ D+ D es posible demostrar con

facilidad mediante la regla del producto y (3) que

%(XS + D =407 + 1) 5x0 (4)

1 Regla de potencias para funciones La inspeccién de (2), (3) y (4) revela un patrén para
diferenciar una potencia de una funcién g. Por ejemplo, en (4) vemos

el exponente se escribe como multiplo

J 1 derivada de la funcion entre paréntesis
5 3 4

4(x” + 1)"- 5x

disminuir el exponente por |

Para recalcar lo anterior, si la funcién diferenciable se denota por [ ], resulta evidente que

i [ — n—li
S =alrT

El andlisis anterior sugiere el resultado que se plantea en el siguiente teorema.

Teorema 351  Regla de potencias para funciones

St n es cualquier ndmero real y u = g(x) es diferenciable en x, entonces
d no_ n—1 !
(801" = nlgl]" - g'x), (5)

. d -, du
0. en forma equivalente, —u" ="

dx dx ©)

3.5 Regla de la cadena
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El teorema 3.5.1 constituye en si un caso especial de un teorema mds general, denomi-
nado regla de la cadena, que se presentard después de considerar algunos ejemplos de esta
nueva regla de potencias.

A3V [JHeMEN Regla de potencias para funciones
Diferencie y = (4x* + 3x + 1)7.

Solucién Con la identificacién de que u = g(x) = 4x* + 3x + |, por (6) vemos que

" /
" ! du/dy

d ——
d—)yc = 7045 + 3x + 1)6~d—‘i(4x3 b3k 1) = T@AF + 3x + D122 + 3), -

(]3| el Regla de potencias para funciones

Para diferenciar y = 1/(x* + 1), podrfamos, por supuesto, usar la regla del cociente. No obs-
tante, al volver a escribir la funcién como y = (x> + 1)~', también es posible usar la regla de
potencias para funciones con n = —1:

Q_ _ 2 72,1 2 — 2 -2 _ —2x
dx_( Dx* + 1) dx(x + D=(=Dx"+ 1) 2x—7(x2+ = [

8]\ |JHel} Regla de potencias para funciones
1

(7x° — x* + )7

Diferencie y =

Solucién  Escribimos la funcién dada como y = (7x° — x* + 2)7'°, Se identifica u = 7x° —
x*+2, 7= —10y se usa la regla de potencias (6):
—10(35x* — 4x%)

dy d
— = —107° = x* + 2y (T = x4 D) = : n
dx ( g ]

]S\ JHe B} Regla de potencias para funciones
Diferencie y = tan” x.

Solucién Para recalcar, primero volvemos a escribir la funcién como y = (tanx)’ y luego se
usa (6) conu = tanx y n = 3:

@ _ 2.4
T 3(tan x) P tan x.

Recuerde por (6) de la seccién 3.4 que (d/dx) tan x = sec” x. Por tanto,

D 3tan’x sec’x i
e .
]S\ oMY Regla del cociente y luego regla de potencias

=1y

Gx + DY

Diferencie y =

Solucion  Empezamos con la regla del cociente seguida por dos aplicaciones de la regla de
potencias para:

chlil de potencias para funciones

" A S S S 3,£ 8
dy:(slﬂ) e AR bl Vi s CI R}

dx (5x + 1)'®
CGx+ DY3GT - 1) 20— (68— 1) 8(5x + 1) -5
(5x + 1)'®




C6x(5x + DM — )P — 405k + (2 — 1)

(5x + D'®
(= D107 + 6x + 40) =
(5x + 1) '
mm,m Regla de potencias y luego regla del cociente
oo [2x=3
Diferencle y = &+ 1
Solucion Al volver a escribir la funcién como
_§—3)'/2 e _2x—3
y= <8x Tl podemos identificarla u = & 1 1
yn= % Por tanto, para calcular du/dx en (6) es necesario usar la regla del cociente:
dy _ l<2x — 3)_]/2.i(2x - 3)
dc  2\8x +1 dx\8x + |
_ 1<2x—3)—'/2 Bx+1D-2—2x—3)-8
C2\8x + | (8x + 1)?
_ l<2x - 3)*1/2_ 26
2\8x + 1 (8x + 1)*
Por dltimo, se simplifica usando las leyes de los exponentes:
d
ay 13 -

dx  (2x — 3)2(8x + 1)

I Regla de la cadena Una potencia de una funcién puede escribirse como una funcién com-
puesta. Si identificamos f(x) = x" y u = g(x), entonces f(u) = f(g(x)) = [g(x)]". La regla de
la cadena constituye un mecanismo para diferenciar cualquier composicién fo g de dos fun-
ciones diferenciables fy g.

Teorema 3.5.2 Regla de la cadena

St la funcién f es diferenciable en u = g(x) y la funcién g es diferenciable en x, entonces
la composicién y = (fo g)(x) = f(g(x)) es diferenciable en x y

d / .
7./ (80)) = flg(x) - g1 (M
. dy dy du
0, en forma equivalente, = 4 A (8)

I

DEMOSTRACION PARA Au 0 En esta demostracién parcial resulta conveniente usar la
forma de la definicién de la derivada proporcionada en (3) de la seccién 3.1. Para Ax # O,

Au = glx + Ax) — g(x) &)
o bien, g(x + Ax) = g(x) + Au = u + Au. Ademds,
Ay = f(u + Aw) — flu) = flgx + Ax)) ~ f(g(x)).
Cuando x y x + Ax estdn en algin intervalo abierto para el que Au # 0, es posible escribir

Ay Ay Ay

Ax  Au Ax

3.5 Regla de la cadena
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Puesto que se supone que g es diferenciable, es continua. En consecuencia, cuando Ax — 0,
glx + Ax) — g(x), y asi por (9) vemos que Ay — 0. Por tanto,

i ﬂ = (1’11&),(]’ M)
A}EzoAx Aall—»oAu A/\l'-l—]:‘OA.x

. Ay . Au . .
=1 lim——]-| im—— ] « ohserve que Ay — 0 en el primer término
An—0 Ay Ar—-0AX
Por la definicion de derivada, (3) de la seccién 3.1, se concluye que

dy _dy du

dx  du dx u

Se supone que Au # 0 sobre algunos intervalos no se cumple para toda funcién diferen-
ciable g. Aunque el resultado proporcionado en (7) sigue siendo vélido cuando Au = 0, la
demostracién precedente no.

Para comprender la derivada de una composicién y = f(g(x)) podria ser de utilidad con-
siderar a f como la funcion externa y a u = g(x) como la funcion interna. Asi, la derivada de
vy = f(glx)) = f(u) es el producto de la derivada de la funcion externa {evaluada en la funcidn
interna) y la derivada de la funcion interna (evaluada en x):

derivada de la funcion externa

|
%f(u) = f'w) - Llc (10)
derivada de la funcion terna
El resultado en (10) lo escribimos de varias formas. Puesto que y = f(u), tenemos
f(w) = dy/du, y, por supuesto, u’ = .du/dx. El producto de las derivadas en (10) es el mismo
que en (8). Por otra parte, si los simbolos u y 1’ en (10) los sustituimos por g(x) y g'(x), obte-
nemos (7).

1 Demostracion de la regla de potencias para funciones Como ya se observé, una potencia

de una funcién puede escribirse como una composicién (fe g)(x) donde la funcién externa es

y = f(x) = x" y la funcion interna es u = g(x). La derivada de la funcién interna y = f(u) = u”
dy - . . du

es - = " y la derivada de 1a funcién externa es ——. Asi, el producto de estas derivadas es
X

d
dy dy du . du el
de  du dc ™ ax nlglx) 1" g'x).

Esta es la regla de potencias para funciones proporcionada en (5) y (6).

¥ Funciones trigonométricas Las derivadas de las funciones trigonométricas compuestas con
una funcién diferenciable g se obtienen como una consecuencia directa de la regla de la cadena.
Por ejemplo, si y = sen u, donde u = g(x), entonces la derivada de y con respecto a la varia-
ble u es

dy
E = CcOoSs u.
Por tanto, (8) da
dy dy du du
E — E . I = COS ua

o bien, de manera equivalente,

%sen[ 1 = cos| ]%[ 1.

En forma semejante, si y = tan u donde u = g(x), entonces dy/du = sec’ u y asi

dy dy du , du
— = =sec’u—.

dx  du dx dx

A continuacién se resumen los resultados de la regla de la cadena para las seis funciones tri-
gonométricas.
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—

Teorema 3.53  Derivadas de funciones trigonométricas

Si v = g(x) es una funcién diferenciabie, entonces
d sen u = cosu du d cos sen du (rn
S = h 7 - = —S§ 22
dx dx dx dx
d 5 du d 5 du
—tanu = secu ——, —cotu = —csc u——, 12
dx dx dx dx (12)
£ sec Sec u tan du d csc u csc u cot du (13)
——secuy = S u—, cseCu = — { uw—.
dx T dx dx dx

T MEA Regla de la cadena

Diferencie y = cos 4x.

Soluciéon La funcién es cos u con u = 4x. Por la segunda férmula en (11) del teorema 3.5.3,
la derivada es
dv du

dn dv
TS T

AR 2y = — |
dx sendx dx4x 4 sen4x.

EH,PLO :1 Regla de la cadena
Diferencie y = tan(6x* + 1).

Solucién La funcién es tan u con u = 6x* + 1. Por la segunda férmula en (12) del teorema
3.5.3, la derivada es

it

SCCT dv

Q_ 2 2 i 2 __ 2 2
o= sec(6x° + 1) (667 + 1) = 12x sec(6x” + 1), ]

70 E] Reglas del producto, de potencias y de la cadena
Diferencie y = (9x> + 1) sen 5x.

Solucién Primero se usa la regla del producto:

dy

d d
— Q40 2 i 3 2
x Ox” + 1) Jpsen S5x + sen 5x dx(9x + 1)

seguida de la regla de potencias (6) y la primera férmula (11) del teorema 3.5.3,

por (1) por (6)
!

e (9x” + 1)* - cos S5x - dXS/\ + senSx-2(9%x” + 1) - dx(9x + 1)
= (9x + 1) 5 cosS5x + sen 5x - 2(9x° + 1) - 27x°
= (9x> + 1)(45x cos 5x + 5 cos 5x + 54x% sen Sx). o

En las secciones 3.2 y 3.3 vimos que aun cuando las reglas de la suma y el producto se
plantearon en términos de dos funciones fy g, son vélidas para cualquier nimero finito de
funciones diferenciables. De este modo, también se plante6 la regla de la cadena para la com-
posicién de dos funciones fy g, aunque es posible aplicarla a la composicién de tres (o mds)
funciones diferenciables. En el caso de las tres, f, g y h, (7) se vuelve

L f(g(h00)) = F(a () - S g(h()
= F(A) * £ (R - )
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=85\ JKe MR} Uso repetido de la regla de la cadena

Diferencie y = cos*(7x® + 6x — 1).

Solucién Para recalcar, primero escribimos la funcién dada como y = [cos(7x® + 6x — 1]*.
Observe que esta funcién es la composicién (fo g ° h)(x) = f(g(h(x))) donde f(x) = x*, g(x) =
cos x y h(x) = 7x> + 6x — 1. Primero aplicamos la regla de la cadena en la forma de regla
de potencias (6) seguida por la segunda férmula en (11):

dy d .1 Sy 1 |. ] ]
w“y 3 _ 3,4 3 _  primerareglade la
de 4lcos(7x” + 6x DI dxCOS(7x +6x D T cadena: diferenciar
d la potencia
:40033(7x3 + 6x — 1)- —Sen(7x3 + 6x — 1) . _(7x3 + 6x — | < segunda |'_cglu d(‘llll
dx cadena: diferenciar
\! 0OSe
= —4Q21x? + 6)cos*(7x® + 6x — l)sen(7x® + 6x — 1). s
En el ejemplo final, la funcién dada es una composicién de cuatro funciones. |

=]\ (MoK UUso repetido de la regla de la cadena
Diferencie y = sen (tan V3x2 + 4).

Solucién La funcién es f(g(A(k(x)))), donde f(x) = sen x, g(x) = tan x, h(x) = Vx, y k(x) =
3x* + 4. En este caso se aplica la regla de la cadena tres veces consecutivas como sigue:

d
2 cos(tan \V/3x? + 4) . itan Vi3x? + 4 —

dx dx diferenciar el seno

d
_ cos(tan‘ /3% + 4). secz\/3x2 + 4. d_x\/3x2 + 4 . segunda regla de Ja cadena:

diferenciar la tangente

A/ d
= cos(tan \/3x2 + 4) ~sec’V3x2 + 4- E (3x2 + 4)]/2 «— se vuelve a eseribir la potencia

primera regla de la cadena:

1 B d tercera regla de la
= cos(tan \V3x2 + 4)' sec?V3x2 4+ 4 - 5(3)(2 + 4) 172 E(fﬂxz + 4) cadena: diferenciar

la potencia

= cos(tanV3x? + 4)-sec®V3x? + 4 - %(3,(2 + 4)"% gy <« simplificar
3xcos(tanV/3x2 + 4)- sec”V/3x? + 4
- \V/3x2 + 4 ' a

Por supuesto, usted debe volverse tan apto en aplicar la regla de la cadena que al final ya
no piense en el nimero de funciones presentes en la composicién que se trate.

—— NOTAS DESDE EL AULA
5 e
i) Quizés el error més frecuente es olvidar efectuar la segunda parte de la regla de la cade-
na; a saber: la derivada de la funcién interna. Esta es la parte du/dx en

dy _dydu

dx  du dx

Por ejemplo, la derivada de y = (1 — x)°” no es dy/dx = 57(1 — x)*® puesto que
57(1 — x) es s6lo la parte dy/ du. Podria ser dtil usar de manera consistente el simbo-
lo de operacién d/fdx:

%(1 -0 =571 - x)“'%(l —x) =571 = 0% (= D).
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Un error menos comtin, pero tal vez mdas grave que el primero, consiste en diferenciar
dentro la funcién dada. En su examen, un estudiante escribié que la derivada de
y = cos(x? + 1) era dy/dx = —sen(2x); es decir, que la derivada del coseno es el nega-
tivo del seno y que la derivada de x> + 1 es 2x. Ambas observaciones son correctas, pero
la forma donde se escribieron juntas es incorrecta. Tenga en cuenta que la derivada de la
funcion interna es un multiplo de la derivada de la funcién externa. De nuevo, podria ser
de ayuda usar el simbolo de operacién d/dx. La derivada correcta de y = cos(x® + 1) es

el producto de dos derivadas.
dy
dx

= —sen(x? + 1)-;51;()(2 + 1) = —2xsen(x®> + 1).

M Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-11.

= Fundamentos

En
1.

3.

11.

13.

15.
17.
19.

En
21.

23.

25.
27.
29.

31.

33.
35.
37.

38.

los problemas 1-20, encuentre dy/dx.
y = (=50 2, y=(3/0"

1 5
4_ = ( - — —)
y=\-3

1 10

D W N Y=
(X =2x2+ 7 V2 —4dx + 1

y = (2x* + x)*°

y=0Cx— D¥—2x+9”° 8 y=x0*+1)°
.y = senV2x 10. y = sec x?
(x> — 1 3x — 4
y = 12, y=—"—
' X2+ 1 YT e+ 2y
1 4

=[x+ (=90 14 =[7}
y=[x+( )"] y C—xt 17
y=x(x"+x P+ xH16. y=(2x + 1 V3x>—2x

18.
20.

y = sen(mx + 1) y= —2cos(—3x + T)

y = sen® 5x y =4 cos’Vx

los problemas 21-38, encuentre f'(x).

£(x) = x*cos x3 22. f(x) = gg‘; 56);

f) = @2 + xsen 30 24, f(x) = (1 = cosdn®
' (1 + sen 5x)°
f(x) = tan(1/x) 26. f(x) = xcot(5/x%

f(x) = sen 2x cos 3x 28.
f(x) = (sec4x + tan 2x)° 30.

Ff(x) = sen? 2x cos®3x
F(x) = csc?2x — csc 2x?
fx) = tan(cos%)

f(x) = tan(tanx)

f(x) = sec(tan® x*)

f(x) = sen(sen 2x) 32.

fx) = cos(sen \V2x + 5) 34.
f(x) = sen’(dx? — 1) 36.
f) =1+ 1+ 1+ X))

flo) = {xz - (1 - lrr
X

En los problemas 39-42, encuentre la pendiente de la recta tan-
gente a la gréfica de la funcién dada en el valor indicado de x.

1

39, y=2+2% x=-1 40. y=——; x=0
y={ T (Bx + 1)

41. y = sen3x + 4xcosSx; x =7

42, y = 50x — tan’ 2x; x = w/6

En los problemas 43-46, encuentre una ecuacién de la recta
tangente a la grafica de la funcién dada en el valor indicado
de x.

x ¥ 1

45. y =tan3x; x= w/4
46. y = (—1 + cos 4x)*;

4. y=x(x—17% x=2

= 7/8

En los problemas 47 y 48, encuentre una ecuacién de la recta
normal a la grafica de la funcién dada en el valor indicado
de x.

1

1)cos(wxz); x=5

47. y = sen(6x

48. v = sen® x =

En los problemas 49-52, encuentre la derivada indicada.
49, f(x) = senmx; f"(x)

50. y = cos(2x + 1); d’y/dx®
51. y = x sen 5x; d’y/dx’

53.

52. f(x) =cos x%; f"(x)
Encuentre el o los puntos sobre la grifica de f(x) =

x/ (% + 1)? donde la recta tangente es horizontal. La gra-
fica de f, ;tiene alguna tangente vertical?

54. Determine los valores de ¢ en los que la razén de cam-

bio instantnea de g(z) = sen t + 3 cos 2t es cero,

55. Si f(x) = cos(x/3), ¢cudl es la pendiente de la recta tan-

gente a la grafica de f' en x = 277
56. Si f(x) = (1 — x)*, ;cudl es la pendiente de la recta tan-

gente a la grafica de f” en x = 27
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= Aplicaciones

57. La funcién R = (v{/g)sen 20 proporciona el rango de
un proyectil disparado a un dngulo @ con respecto a la
horizontal con una velocidad inicial vy Si vy y g son
constantes, encuentre los valores de € con los cuales
dR/df = 0.

58. El volumen de un globo esférico de radio res V = 37,
E} radio es una funcién del tiempo ¢ y aumenta a razén
constante de 5 pulg/min. ;Cudl es la razén de cambio
instantdnea de V con respecto a r?

59. Suponga que un globo esférico se infla a razén cons-
tante dV/dr = 10 pulg3/m1n. (A qué ritmo aumenta su
radio cuando r = 2 pulg?

60. Considere una masa sobre un resorte como se muestra
en la FIGURA 35.1. En ausencia de fuerzas de amortigua-
cién, el desplazamiento (o distancia dirigida) de la masa,
medido desde una posicién denominada posicién de
equilibrio, estd dado por la funcién

Vg
x(8) = xycoswt + ;sen wt,

donde w = Vk/m, k es la constante del resorte (un indi-
cador de la rigidez del resorte), m es la masa (medida
en slugs o kilogramos), y, es el desplazamiento inicial
de la masa (medido por arriba o por debajo de la posi-
cién de equilibrio), vy es la velocidad inicial de Ja masa
y t es el tiempo medido en segundos.

Equilibrio ~

FIGURA 35.1 Masa en un resorte en el problema 60

a) Compruebe que x(¢) satisface la ecuacion diferencial
d’x
— * w’x = 0.
dt
b) Compruebe que x(¢) satistace las condiciones inicia-
les x(0) = xy v X'(0) = v,
= Piense en ello

61. Sea F una funcién diferenciable. ;Qué es C%F@x)?

62. Sea G una funcidn diferenciable. ; Qué es %[G(—xz)]z?

d l d
“ == ;0ué es — f(— 9
63. Suponga a’u.f(u) " Qué es dxf( 10x + 7)7

d I . d .
64. Suponga T = T . Qué es E]‘(xz')?

En los problemas 65 y 66, el simbolo 7 representa un entero
positivo. Encuentre una férmula para la derivada dada.

65. L (1 + 20 66. L ATT o
dx dx

67. Suponga que g(f) = h(f(r)), donde f(1) = 3, f/(1) = 6,
y H'(3) = —2. ;Qué es g'(1)?
68. Suponga que g(1) =2,¢'(1) =3,2"(1) — 1,f'(2) = 4,

" . d?
y f7(2) = 3. ;Qué€ es Ef(g(x)) ,\»=1?

69. Dado que f es una funcién impar diferenciable, use la
regla de la cadena para demostrar que f* es una funcion
par.

70. Dado que fes una funcién par diferenciable, use la regla
de la cadena para demostrar que f' es una funcién impar.

3.6 Diferenciacion implicita

B Introduccion Las grificas de las diversas ecuaciones que se estudian en matematicas no
son las graficas de funciones. Por ejemplo, la ecuacién

x4 yt=4 (1)

describe un circulo de radio 2 con centro en el origen. La ecuacién (1) no es una funcién,
puesto que para cualquier eleccién de x que satisfaga —2 << x <C 2 corresponden dos valores
de y. Vea la FIGURA 36.1a). A pesar de ello, las graficas de ecuaciones como (1) pueden tener
rectas tangentes en varios puntos (x, y). La ecuacién (1) define por lo menos dos funciones j
y g sobre el intervalo [—2, 2]. Graficamente, las funciones evidentes son la mitad superior ¥
la mitad inferior del circulo. A fin de obtener férmulas para éstas, se despeja y de la ecuacion

x* + y* = 4 en términos de x:
y=f)=Vid - .

y y=gk)=—

<« semicireulo superior (2)

4 — xz_ <« semicireulo inferior (3)



veu las liguras 3.6.1b) y ¢). Ahora ya es posible encontrar pendientes de las rectas tangentes
-2 < x < 2 al diferenciar (2) y (3) con la regla de potencias para funciones.

Fn esta seccion veremos cémo obtener la derivada dy/dx para (1), asi como para ecua-

ciones mas complicadas [(x, y) = 0, sin necesidad de resolver la ecuacion para la variable y.

plll'll

1 Funciones implicitas y explicitas Se dice que una funcién donde la variable dependiente
e expresa solo en términos de la variable independiente x, a saber, y = f(x), es una funciéon
explicita. Por ejemplo, y = Lx* — | es una funcién explicita. Por otra parte, se dice que una
ceuacion equivalente 2y — x° + 2 = () define implicitamente [a funcién, o que y es una fun-
cién implicita de x. Acabamos de ver que la ecuacién x* + y* = 4 define implicitamente las
dos funciones f(x) = V4 — x? y glx) = =V4 — %

En general, si una ecuacién F(x, y) = 0 define implicitamente una funcién en algin inter-
valo, entonces F(x, f(x)) = 0 es una identidad sobre el intervalo. La gréfica de f es una por-
cion o un arco (o toda) de la gréfica de la ecuacién F(x, y) = 0. En el caso de las funciones
en (2) y (3), observe que ambas ecuaciones

F 1P =4 y 2+ (g =4

[N 1]

son identidades sobre el intervalo [ —2, 2].

La grifica de la ecuacién x* + y* = 3xy que se muestra en la FIGURA 36.2a) ¢s una curva
famosa denominada hoja de Descartes. Con ayuda de un SAC como Mathematica o Maple,
encontramos que una de las funciones implicitas definidas por x* + y* = 3xy es

y = 2x + %\3/—4x3 + 4V 8 — 4, G
Va1 a6 —ar

La grifica de esta funcién es el arco rojo que observamos en la figura 3.6.2b). En la figura
3.6.2¢) se proporciona la grafica de otra funcién implicita definida por x° + y* = 3uxy.
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b) Funcién

X

o

-2
¢) Funcién
FIGURA 3.6.1 La ecuacion

x* + y* = 4 determina por lo
menos dos funciones

YA b A
T 3+ 3
2T 2 W 2t
14 1 W/\‘ I /
———t —— —— ——x —t s
-3 -2 -] 1 2 3 -3 -2 -1 | 2 3 -3 -2 -1 | 2 3
-1+ -1 -1t
-2+ -2 -2t
-3t -3 T =37
a) Hoja b) Funcién ¢) Funcién
FIGURA 3.6.2 Las porciones de la grifica en a) que se muestran en rojo en b) y ¢) son gréficas de dos funciones implicitas de x

I Diferenciacion implicita A partir del andlisis anterior, no salte a la conclusién de que siem-
pre es posible resolver una ecuacién F(x, y) = 0 para una funcién implicita de x como se hizo
en (2), (3) y (4). Por ejemplo, resolver una ecuacién como

My -y =24y

para y en términos de x es mds que un ejercicio en alglin desafio algebraico o una leccion
sobre el uso de la sintaxis correcta en un SAC. |Es imposible! Sin embargo, (5) puede deter-
minar varias funciones implicitas sobre un intervalo restringido del eje x. A pesar de ello, pode-
maos determinar la derivada dy/dx por medio de un proceso denominado diferenciacién impli-
Cita. Este proceso consiste en diferenciar ambos miembros de una ecuacién con respecto a x,
usando las reglas de diferenciacion y luego resolviendo para dy/dx. Puesto que se considera
que y estd determinada por la ecuacién dada como una funcion diferenciable de x, la regla de
la cadena, en forma de la regla de potencias para funciones, proporciona el resultado fitil

n n—1 (l.)’
A (6)

d
dx

(5) d Aunque no es posible resolver

ciertas ccuaciones para una fun-
cion explicita. sigue siendo posi-
ble gralicar la ecuacion con
ayuda de un SAC. Asi, es posi-
ble ver las funciones como se
hizo en la figura 3.6.2.
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donde n es cualquier nimero real. Por ejemplo,

4 o _ - d o _
P 2x mientras el 2y

dy
dx’

En forma semejante, si y es una funcidén de x, entonces por la regla del producto
d d d Y
T T T e Y

y por la regla de la cadena

d _ do @
2 Sen S5y = cos Sy dey = 5cos Sydx.

Directrices para diferenciacién implicita

i) Al diferenciar con respecto a x ambos miembros de la ecuacién, use las reglas
de diferenciacién y considere a y como una funcién diferenciable de x. Para
potencias del simbolo y, use (6).

ii) Agrupe todos los términos donde aparece dy/dx en el miembro izquierdo de la
ecuacion diferenciada. Mueva todos los otros términos al miembro derecho de
la ecuacién.

iify Factorice dy/dx en todos los términos donde aparezca este término. Luego, des-
peje dy/dx.

En los siguientes ejemplos se supondrd que la ecuacién dada determina por 1o menos una
funcién diferenciable implicitamente.

=]\ [N Uso de la diferenciacion implicita
Encuentre dy/dx si x> + y* = 4.

Solucién Se diferencian ambos miembros de la ecuacién y luego se usa (6):

use la regla de potencias (6) aquf

Al despejar la derivada obtenemos

dy X
iy (7) =
Como se ilustra en (7) del ejemplo 1, la diferenciacién implicita suele producir una deri-
vada que depende de ambas variables x y y. En el andlisis introductorio vimos que la ecua-
cién x* + y? = 4 define dos funciones que pueden diferenciarse implicitamente sobre el inter-
valo abierto —2 << x < 2. El simbolismo dy/dx = —x/y representa la derivada de cualquiera
de las funciones sobre el intervalo. Observe que esta derivada indica con claridad que las fun-
ciones (2) y (3) no son diferenciables en x = —2 y x = 2 puesto que y = 0 para estos valo-
res de x. En general, la diferenciacién implicita produce la derivada de cualquier funcién que
puede derivarse implicitamente definida por una ecuacién F(x, y) = 0.

=N\l E La pendiente de una recta tangente

Encuentre las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de x* + y* = 4 en los puntos
correspondientes a x = 1.

Solucién Al sustituir x = 1 en la ecuacién dada obtenemos y*> = 3 0 y = £V/3. Por tanto,
hay rectas tangentes en (l, \/§) y (1, —\/§). Aunque (1, \/5) y (1, —\/ﬁ) son puntos sobre la



orifica de dos funciones que pueden diferenciarse implicitamente, indicadas con colores dife-
;cnlcS cn la FIGURA 383, (7) en el ejemplo | proporciona la pendiente correcta en cada niimero
en ol intervalo (=2, 2). Tenemos

i T S S m
dx |(1.v3) V3 dx {1, -3) -V3 V3
@:fm Uso de diferenciacién implicita
Encuentre dy/dx si x* + x3° — y* = 2x + L.
Solucion  En este caso, usamos (6) y la regla del producto:
regla del producto agui rc‘glzl de potencias (6) aqui
¥ \
d 4 d 5, 5 d d
= + — i - = + —
T T a T w T w!
d d P s e S
4x3 + 2 - 3)’2% + 2xy3 _ Syad_i =7 (4[\:;1{([:1&;().\([/:{:/.:&:\, los término:
(3x%y* — 5y% ﬂ =2 —d4x* - 2x?
dx
d 2 —4x% —2x°
dy _2-4r -2y .

dx 3x2y? — 5y

I Derivadas de orden superior Por medio de diferenciacién implicita determinamos dy/ dx.
Al diferenciar dy/dx con respecto a x obtenemos la segunda derivada d?y/dx® Si la primera
derivada contiene a y, entonces d*y/dx® de nuevo contiene el simbolo dy/dx; esa cantidad
puede eliminarse al sustituir su valor conocido. El siguiente ejemplo ilustra el método.

mm Segunda derivada

Encuentre d?y/dx* si x> + y* = 4.

Solucién Por el ejemplo 1, ya sabemos que la primera derivada es dy/dx = —x/y. La segunda
derivada es la derivada de dy/ dx, de modo que por la regla del cociente:
al sustituir por dy/dy
2 oo
dzy_ d<x>_ y-l—x-a Yy v v+ 2
de? dx\y) 3 - ¥ - ¥ ’

Al observar que x> + y* = 4, es posible volver a escribir la segunda derivada como

d’y 4
@y s
S ZTTTME Reglas de la cadena y del producto
Encuentre dy/dx si sen y = y cos 2x.
Solucién Por la regla de la cadena y la regla del producto obtenemos
4 seny = 4 cos 2x
de > T dx Y
dy dy
cosy - = y(—sen2x-2) + cos2x- I
dy
(cosy — cos 2x) e —2y sen 2x
dy 2y sen 2x -

dx _cosy — cos 2x’
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. .(|\R)

| (.=V3)

FIGURA 3.6.3 Las rectas
tangentes en el ejemplo 2 se
muestran en verde
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I Posdata: Otro repaso a la regla de potencias Hasta ¢l momento se ha demostrado la regla
de potencias (d/dx)x" = nx"~" para todos los enteros exponentes n. La diferenciacién impli-
cita constiluye un mecanismo para demostrar esta regla cuando el exponente es un nimero

racional p/¢, donde p y ¢ son enteros y ¢ # 0. En el caso donde n = p/gq, la funcién

y = /\»/7/‘/

proporciona yh=x"

Luego, para y # 0, la diferenciacién implicita

7)1(/_

dx -

d, Ly

T dx

produce qy? pr pxP L

Al despejar dy/dx en la Gltima ecuacién y simplificar con las leyes de los exponentes obtene-

mos

dy px'™" _p
dx - q y[/_]

xp—] _p /\’/7_' _ P

X/J/«/—l_

g vl q

Z/ (X/)/r/)r/—l

Al examinar el Gltimo resultado observamos que se trata de (3) de la seccién 3.2 con n = p/q.

ST IR Las respusstas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-11.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, suponga que y es una funcion diferen-
ciable de x. Encuentre la derivada indicada.

d 2 dx
1. dx* Y 2 dx y?
d sy 4
3. 4 COs Y 4, 2o sen 3y

En los problemas 5-24, suponga que la ecuacién dada define
por lo menos una funcién diferenciable implicita. Use dife-
renciacién implicita para encontrar dy/dx.

5.y —2y=ux 6. 4 +y* =8
7.0 —x’+4=0 8. (y— 1P =4(x+2)
9. 3y + cosy = x* 10. y® — 2y + 357 =4dx + |
1L y? = 207+ y? 12, X —6xy* +y' =1
13. (° -i-yz)6 =5 —y3 14, y=(x fy)z
15, vy + v P =26+ 1 16, y* — y2 = 10x — 3
2 2 xty

17. (= P+ (y + 4 =2518. =

p_x— 1 x )y
19.y—x+2 20.;4‘;25
21. xy = sen(x + y) 22. x +y = cos(xy)
23. x = secy 24, xseny — ycosx = |

En los problemas 25 y 26, use diferenciacién implicita para
encontrar la derivada indicada.

25. = sen20; dr/df 26. wr*h = 100; dh/dr

En los problemas 27 y 28, encuentre dy/dx en el punto indi-
cado.
27. xy* + 4y* + 3x = 0,

(m/2, 1)

(L, =1
28. y = sen xy;

En los problemas 29 y 30, encuentre dy/dx en los puntos que
corresponden al ndmero indicado.

1
29, 2y +2xy— 1=0; x=3 30 v 2 =11y; y=1
En los problemas 31-34, encuentre una ecuacién de la recta
tangente en el punto o nimero indicado.

3ty =24 (-2.2) 32 441y
Xy

y = 7/4 34. 3y +cosy =x% (1,0)

En los problemas 35 y 36, encuentre el o los puntos sobre la

grafica de la ecuacién dada donde la recta tangente es hori-

zontal.

5. —xy + =3

37. Encuentre el o los puntos sobre la grifica de x4y =
25 donde la pendiente de la tangente es 3.

x=3

33. tany = x;

36. vVi=x?—4x+ 7

38. Encuentre el punto donde se cortan las rectas tangentes
a la gréfica de x> + y> = 25 en (=3, 4) y (=3, —4).

39. Encuentre el o los puntos sobre la grafica de y* = x* donde
la recta tangente es perpendicular a la recta y + 3x — 5=0.

40. Encuentre el o los puntos sobre la gréfica de x* — xy + v
= 27 donde la recta tangente es paralela a la recta y = 5.

En los problemas 41-48, encuentre d?y/dx’.

41, 4y* = 6x* + | 4. x'=5

43. x> — y* =25 4, 2+ 4y =16
45. x + y = sen y 46. y2 — x* = tan 2x
47. x>+ 2xy — y? = | 48. x* +y? =27

En los problemas 49-52, primero use diferenciacién implicita
para encontrar dy/dx. Luego despeje y explicitamente en tér-
minos de x y diferencie. Demuestre que las dos respuestas
son equivalentes.
49, x> —y? =y

51 xly =x + |

50. 4x2 +y* =1
S2. ysenx =x — 2y



En los probiemas 53-56, determine una funcién implicita a
partir de la ecuacion dada tal que su gréifica sea la curva azul
en la figura.

53, (v — ) =x—-2 54, X2+ xy+yi=4

N - y

FIGURA 3.64 Grifica
para el problema 53

FIGURA 38.5 Grafica
para el problema 54

56. y* = x2 — x)

YA

55, v 4y =

FIGURA 3.6.6 Grifica
para el problema 55

FIGURA 3.6.7 Grifica
para el problema 56

En los problemas 57 y 58, suponga que tanto x como y son
diferenciables de una variable t. Encuentre dy/dr en térmi-
nos de x, y v dx/dt.

57. 2+ y2 =25 58. 24ty +yr—y=9

59. La grifica de la ecuacion x* + y* = 3xy es la hoja de
Descartes proporcionada en la figura 3.6.2a).

a) Encuentre una ecuacién para la recta tangente en el
punto en el primer cuadrante donde la hoja corta la
grafica de y = x.

b) Encuentre el punto en el primer cuadrante donde la
recta tangente es horizontal.

60. La grifica de la ecuacién (x* + y2? = 4(x* — y?) mos-
trada en la FIGURA 36.8 se denomina lemniscata.
a) Encuentre los puntos sobre la grédfica que correspon-
denax = 1.
b) Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la gra-
fica en cada punto encontrado en el inciso a).
¢) Encuentre los puntos sobre la grifica en los que la

tangente es horizontal.
¥

FIGURA 3.6.8 Lemniscata en el problema 60

En los problemas 61 y 62, demuestre que las gréficas de las
ecuaciones dadas son ortogonales en el punto de interseccién
indicado. Vea el problema 64 en los ejercicios 3.2.

61. vV =% 2x2+3y?=35; (I,1)

62. y' + 3x%y =13, 2x2 - 2* =3x; (2, 1)
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St todas las curvas de una familia de curvas G(x, y) = ¢, ¢, una
constante, cortan ortogonalmente a todas las curvas de otra fa-
milia H(x, y) = ¢,, ¢, una constante, entonces se dice que las
familias tienen trayectorias ortogonales entre si. En los proble-
mas 63 y 64, demuestre que las familias de curvas tienen trayec-
torias ortogonales entre si. Trace las dos familias de curvas.

63. x* — y2 = ¢y,

Xy =c, 64. x* +y =c¢,, y=cx

= Aplicaciones

65. Una mujer conduce hacia una sefial en la carretera como
se muestra en la FIGURA 36.9. Sea ¢ su dngulo de vision

de la sefial y sea x su distancia (medida en pies) a esa
sefial.

a) Si el nivel de sus ojos estd a 4 pies de la superficie
de la carretera, demuestre que

__4x
x? + 252
b) Encuentre la razén a la que cambia 6 con respecto a x.

¢) /A qué distancia se cumple que la razén del inciso
b) es 1gual a cero?

tan 8 =

FIGURA 36.9 Automdvil en el problema 65

66. Un avién caza describe un circulo de | km de radio
como se muestra en la FIGURA 36.10. Suponga que se
escoge un sistema de coordenadas rectangulares de
modo que el origen esté en el centro del circulo. La nave
dispara un misil que describe una trayectoria rectilinea
tangente al circulo e impacta en un blanco sobre el suelo
cuyas coordenadas son (2, —2).

a) Determine el punto sobre el circulo donde fue dispa-
rado el misil.

b) Si un misil se dispara en el punto (—2, —-5) sobre el
circulo, ;en qué punto choca contra el suelo?

Suelo Objetivo

FIGURA 3.6.10 Avién caza en el problema 66
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= Piense en ello

68.

_VT f(b). by

fla),

. El dngulo 8 (0 < 6 < ) entre dos curvas se define como

el dngulo entre sus rectas tangentes en el punto P de
interseccion. Si m; y m, son las pendientes de las rectas
tangentes en P, es posible demostrar que tan 8 = (m; —
my)/ (1 + mym,). Determine el dngulo entre las graficas
dex* +y' +4y=6yx*+2x+y =4den(l 1)
Demuestre que una ecuacién de la recta tangente a la
elipse x*/a* + y*/b* = 1 en el punto (xy, yo) estd dada
por

o Yo

= 1.
a’ b?

69.

70.

Considere la ecuacién x* + y* = 4. Establezca otra fun
cion implicita A(x) definida por esta ecuacidén par.
—2 = x = 2 diferente de la proporcionada en (2), (3) -
¢l problema 55.

Para —l <x<ly —7w/2<y<m/2, laecuacién x =
sen y define una funcién implicita diferenciable.

a) Encuentre dy/dx en términos de y.

b) Encuentre dy/dx en términos de x.

3.7 Derivadas de funciones inversas

b Introduccion
inversa f !

En la seccién 1.5 vimos que las graficas de una funcién f uno a uno y s
son reflexiones entre s{ en la recta y = x. Como una consecuencia, si (a, b) es u

punto sobre la grafica de f, entonces (b, a) es un punto sobre la grafica de f~'. En esta sec

cién también veremos que las pendientes de las rectas tangentes a la grdfica de una funcio

diferenciable f estdn relacionadas con las pendientes de tangentes a la grafica de f~'.
Empezamos con dos teoremas sobre la continuidad de fy f~".

1 Continuidad de 7"

Aunque los dos teoremas siguientes se plantean sin demostracién, s

validez se concluye a partir del hecho de que £~ ' es una reflexién de la grafica de fen la rect

y = x

Teorema 3.7.1

Continuidad de la funcidn inversa

su dominio.

Sea f una funcién continua uno a uno sobre su dominio X. Entonces f~! es continua sobre

I Funciones crecientes-decrecientes

Suponga que y = f(x) es una funcién definida sobr

un intervalo /, y que x; y x, son dos nimeros cualesquiera en el intervalo tales que x; < x
Entonces por la seccién 1.3 y la figura 1.3.4, recuerde que se dice que fes

 creciente sobre el intervalo si f(x,) < f(x,),y (1
< decreciente sobre el intervalo si f(x;) > f(x,). (Z

Los dos teoremas siguientes establecen una relacién entre el concepto de creciente/decre
ciente y la existencia de una funcién inversa.

(b, f(b))

Teorema 3.7.2 Existencia de una funcién inversa

a)

FIGURA 3.7.1  f(curva azul) y f~'
(curva roja) son continuas y
crecientes

[creciente y diferenciable i

signi

Sea f una funcién continua y creciente sobre un intervalo [a, b]. Entonces f~' existe y es
continua y creciente sobre [ f{a), f(b)].

fay a f'(lh) II)

El teorema 3.7.2 también se cumple cuando sustituimos la palabra creciente por la pal:
bra decreciente y el intervalo en la conclusién se reemplaza por [f(b), f(«)]. Vea la FIGURA 3.7.
Ademds, por el teorema 3.7.2 concluimos que si f es continua y creciente sobre un interval

(—o0, 00), entonces f ' existe y es continua y creciente sobre su dominio de inspeccién. £
analizar las figuras 1.3.4 y 3.7.1 también observamos que si f en el teorema 3.7.2 es una fu
cién diferenciable sobre (a, b), entonces

fica que fas rectas tangen-

tes tienen pendiente positiva.

» fes creciente sobre el intervalo [a, b] si f'(x) > O sobre (a4, b), y
e fes decreciente sobre el intervalo [a, £] st f/(x) < O sobre (a, b).

Estas afirmaciones se demostrardn en el siguiente capitulo.
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Teorema 3.7.3 Diferenciabilidad de una funcién inversa

Suponga que f es una funcion diferenciable sobre un intervalo abierto (a, b). Si fix) >0
<obre el intervalo o f'(x) < 0 sobre el intervalo, entonces f es uno a uno. Ademas, fles
diferenciable para toda x en el rango de f.

@'@ Existencia de una inversa

Demuestre que f(x) = 5x° + 8x — 9 tiene una inversa.

Solucion Puesto que f es una funcién polinomial, es diferenciable en todas partes; es decir,
fes diferenciable sobre el intervalo (—o0, c0). También, f'(x) = 15x> + 8 > 0 para toda x
implica que f es creciente sobre (—00, 00). Por el teorema 3.7.3 se concluye que f es uno a
uno y entonces F ! existe. B

1 Derivada de ' Si f es diferenciable sobre un intervalo / y es uno a uno sobre ese inter-
valo, entonces para a en [ el punto (a, b) sobre la grifica de f y el punto (b, a) sobre la gra-
fica de f~' son imégenes especulares entre si en la recta y = x. Como veremos a continua-
cién, las pendientes de las rectas tangentes en (a, ) y (b, a) también estdn relacionadas.

ZETZTM Derivada de una inversa

En el ejemplo 5 de la seccién 1.5 se demostré que la inversa de una funcién uno a uno
fo=x"+Lx=0esf '(x)=Vx—1.Enx =2,

=5 'y flGy=2
Luego, por

I/ — =Ny — 1

Observamos que f'(2) = 4 y (f~')’(5) = 3. Esto muestra que la pendiente de la tangente a la

grifica de fen (2, 5) y la pendiente de la tangente a la grafica de f~' en (5, 2) son reciprocos:
1 1

f2) Fs)

Vea la FIGURA 3.7.2. @

fFHG) = o (Y=

El siguiente teorema muestra que el resultado en el ejemplo 2 no es una coincidencia.

Teorema 3.7.4 Derivada de una funcién inversa

Suponga que f es diferenciable sobre un intervalo I y que f'(x) nunca es cero sobre [. Si f
tiene una inversa f ' sobre I, entonces f~ ' es diferenciable en un nimero x y

{

T 3)
JECANES)

d ooy
d.xf (X)_

DEMOSTRACION Como vimos en (5) de la seccién 1.5, f(f “'(x)) = x para toda x en el domi-
nio de f~'. Por diferenciaci6én implicita y la regla de la cadena,

i =1 = i 1o £ 1 . i -1 —
ST = o fUT) T = 1
Al despejar %f“(x) en la dltima ecuacién obtenemos (3). |

Resulta evidente que la ecuacion (3) muestra que para encontrar la funcién derivada para

=1 . . — - 2
7" es necesario conocer de manera explicita f '(x). Para una funcién uno a uno y = fx),
resolver la ecuacidn x = f(y) para y algunas veces es dificil y a menudo imposible. En este

_\'=x2+ lLx=0

2 3 4 5 6
FIGURA 3.7.2 Rectas tangentes
en el ejemplo 2
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caso resulta conveniente volver a escribir (3) usando otra notacidén. De nuevo, por diferenci
cién implicita,
d d

=4 —— _ . 2
it dxf(y) proporciona 1 =f(y) ar

Al despejar dy/dx en la dltima ecuacion y escribit dx/dy = f'(y) obtenemos

dy |
dx  dx/dy

St (a, b) es un punto conocido sobre la gréfica de f, el resultado en (4) permite evaluar
derivada de ffl en (b, @) sin contar con una ecuacién que defina f~'(x).

(=8]3\|JXeN Derivada de una inversa

En el ejemplo 1 se indicé que la funcién polinomial f(x) = S5x’ + 8x — 9 es diferenciab
sobre (—©0, 00) y por tanto es continua sobre el intervalo. Puesto que el comportamiento fin
de fes el de la funcién polinomial con un solo término y = 5x°, podemos concluir que
rango de f también es (—o00, 00). Ademas, puesto que f'(x) = 1524+ 8 >0 para toda x, f
creciente sobre su dominio (—o0, 00). Entonces, por el teorema 3.7.3, f tiene una inversa dif
renciable f-I con dominio (—00, 00). Al intercambiar x y y, la inversa se define por la ecu
cién x = 5y° + 8y — 9, pero resolver esta ecuacién para y en términos de x es dificil (
requiere la férmula cibica). No obstante, al usar dx/dy = 15y2 + 8, se encuentra que la de;
vada de la funcién inversa estd dada por (4):

(¢

dy | (
dx 15y + 8
Por ejemplo, puesto que f(1) = 4, sabemos que f~'(4) = 1. Entonces, la pendiente de la rec
tangente a la grafica de f ' en (4, 1) est4 dada por (5):
o L L
dx | =4 ISy2 + 8ly=1 23
Lea otra vez este parrafo. » En el ejemplo 3, la derivada de la funcién inversa también puede obtenerse directamer
a partir de x = 5y + 8y — 9 usando diferenciacién implicita:
d d . 4 . , dy dy
—x=-—(5y° + 8y — - = 15y?—= + 8 —.
I dx(Sy 8y — 9 proporciona 1 =15y e 8 P

Al resolver la ecuacién para dy/dx obtenemos (5). Como una consecuencia de esta obser
cién, es posible usar diferenciacién implicita para encontrar la derivada de una funcién inve)
con el minimo esfuerzo. En el siguiente andlisis se encontraran las derivadas de las funcior
trigonométricas inversas.

I Derivadas de funciones trigonométricas inversas Un repaso de las figuras 1.5.15
1.5.17a) revela que la tangente inversa y la cotangente inversa son diferenciables para toda
No obstante, las cuatro funciones trigonométricas restantes no son diferenciables en x = -
0 x = 1. Centraremos la atencién en obtener las férmulas de las dertvadas del seno inver
la tangente inversa y la secante inversa, y la obtencidn de las otras se dejan como ejercici

Seno inverso: y =sen ' xsiysélosix=seny donde —1<x=<ly-—m/2=<y=<m/2
consecuencia, la diferenciacién implicita

d _d : _ 24
zxm = asen y proporciona I =cosy- dx
asi @ -
y asi dx  cosy’

Para la restriccién dada sobre la variable y, cos y = 0 y asi cos y = V1 — sen’y = V| —
Al sustituir esta cantidad en (6), hemos demostrado que

d T |
—sen X = —F———.
dx | — 2
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Como habiamos pronosticado, observe que (7) no estd definida en x = —1 0 x = 1. La fun-
cién seno inverso o arcsen es diferenciable sobre el intervalo abierto (—1, 1).

Jangente inversa: 'y = tan ' xsiy s6lo si x = tan y, donde —00 < x < Oy
/2 <y < /2. Por tanto,

ix = itan roporciona ] = sec? ).(Z_y
dx de Y prop ’ SV
. dy 1
o bien, dr seczy' (8)
Debido a la identidad sec® y = 1 + tan® y = 1 + x°, (8) se vuelve
d o]
dxtan X = T C)
Secante inversa: Para x| > 1y 0=y < 7w2onw/2 <y=m,
y=sec 'x  siysolosi X = sec y.
Al diferenciar implicitamente la dltima ecuacién obtenemos
d
o (10)

dx  secytany’

Debido a las restricciones sobre y, tenemos tany = £ Vsec?y — | = =Vux? — 1, |5 > 1.

Por tanto, (10) se vuelve

_ 1
—-sec ]x = (1
dx X2 -1

X

Es posible deshacernos del signo * en (11) al observar en la figura 1.5.17b) que la pendiente
de la recta tangente a la gréfica de y = sec”' x es positiva para x < 1 y positiva para x > 1.
Asi, (1) es equivalente a

_;, x < —1
L ey = A4l
dx — x> 1.

Vi — 17

El resultado en (12) puede volver a escribirse en forma mds breve usando el simbolo de valor
absoluto:

(12)

sec ' x

dx x| Vx2 =1

La derivada de la composicion de una funcién trigonométrica inversa con una funcién dife-
renciable # = g(x) se obtiene a partir de la regla de la cadena.

Teorema 3.7.5  Funciones trigonométricas inversas

Si u = g(x) es una funcién diferenciable, entonces
L{senfluzéd—u 4 o5 u _ L du (14)
dx VIR ¥ dx V] = 2 dx

- 1 du d - —1 du

a [ au a L, — du
I tan” ' u [+ 2 dy P cot™ u U4y (15)
O [ S— Doy = —— L (16)
dx \I/{|\/L£2_ 1 dx’ dx |Ll|\ /L[2_ 1 dx’

En las férmulas en (14) debe tenerse |u| < 1, mientras que en las férmulas en (16) debe
tenerse |u| > 1.

165
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-3 -2 -

FIGURA 3.7.3 Guriéfica de la fun-
cién en el ejemplo 6

FIGURA 3.74 Recta tangente en el
ejemplo 7

A |JKMW:8 Derivada del seno inverso

Diferencie v = sen” ' 5x.
Solucién Con u = 5x, por la primera férmula en (14) tenemos

dy | d 5

S L "

=]\ [Me Y Derivada de la tangente inversa

Diferencie y = tan”'V2x + 1.

Solucion Con u = V2x + 1, por la primera férmula en (15) tenemos

dy 1 d
——~:~*————._2x+]|/2
dc 1+ (Vax + 1) dx )

L1

" Troar D 2& 7 D=2
_ 1
Cx+2)V2 I !
Derivada de la secante inversa
Diferencie y = sec™! x°.
Solucién Para x* > 1 > 0, por la primera férmula en (16) tenemos
1 do
-1 A
_ 2x _ 2
—xz\/x‘l—l_x\/x“— I 7

Con ayuda de un dispositivo para graficar obtenemos la grifica de y = sec™" x* que se mues:
tra en la FIGURA 3.7.3. Observe que (17) proporciona una pendiente positiva para x > 1 y un:
negativa para x << —|J. |

|R]\[JXelA Recta tangente

Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = x> cos ' xenx = -3

Solucién Por la regla del producto y la segunda f6rmula en (14):

fx) = xz(—_l—) + 2x cos™ ' x.
VI — x*
Puesto qu\e cos*'(—%) = 2r/3, al evaluar las dos funciones 'y " en x = —1 obtenemos:
f(—%) = % « el punto de tangencia es (—% ;)

f'<——) = ——1 - —2 «- la pendiente de la tangente en ( ‘ ”) es—5) 7
= Lelap ede latangente en {—5.7)es —5, —
2" A3 : me T

Por la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta, la ecuacién sin simplificar de I

recta tangente es
_m_ (L 2wy o1
6 23 3 \Y T2/

Puesto que el dominio de cos™ x es el intervalo [—1, 1], el dominio de fes [—1, 1]. E

rango correspondiente es [0, 77]. La FIGURA 37.4 se obtuvo con ayuda de un dispositivo par:
graficar. ]
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m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-11.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, sin graficar determine si la funcién f
(ada tiene una inversa.

1. f) = 10x" + 8x + 12

2 fl0) = —=Tx° — 6x° — 2 + 17

3 )= 2 x? -0

4 fi) = xt - 26

En los problemas 5 y 6, use (3) para encontrar la derivada
de f*' en el punto indicado.

5. fo =273+ 8 (f(3).1)
6. fx)=—x>=3x+ 7 (f(—=1,—1)

En los problemas 7 y &, encuentre F~'. Use (3) para encon-
rar (f 1"y luego compruebe este resultado por diferencia-
cion directa de £~

zrl 8. f() = (5x + 7)°

7. f(x) =
En los problemas 9-12, sin encontrar la inversa, encuentre,
en el valor indicado de x, el punto correspondiente sobre la
grifica de f_]. Luego use (4) para encontrar una ecuacién
de la recta tangente en este punto.

]3 2_x+1

( Y = — — 7 = = . =
9. 3 3X +x—7 x=3 10. y P 0
I.y=0+ 1) x=1

12. v\>:8—6\/3x+2; x=-3

En los problemas 13-32, encuentre la derivada de la funcién
dada.

J’_

13. v = sen ' (5x — 1) 14. y = cos'(%)
15 y =4 cot_'% 16. y = 2x — 10sec' 5x
17. v = 2Vxtan™'Vax 18. y = (tan™' x)(cot™' x)

—1 —1
19, y = sen ' 2x 20, y— sen = x

cos™! 2x : sen x

1 sec” ! x

21, v = 22, y =
‘ tan~! x? Y X

23. v=2sen'x+ xcos' x

3.8 Funciones exponenciales

24. y = cot” ' x — tan~

3

25. y = (xz -9 tan"%)
27. F(t) = arctan| -~}
CoY t+ 1

29. f(x) = arcsen(cos 4x)

[

26. y= Vi —cos '(x + 1)

28. g(r) = arccosV3r + |

30. fix) = arctan(se;x>

31. f(x) = tan(sen'x?) 32. f(x) = cos(xsen”'x)

En los problemas 33 y 34, use diferenciacién implicita para
encontrar dy/d.x.

3B.tan"y =2+ y? 34.sen 'y —cos ' x =1

Il
©

En los problemas 35 y 36, demuestre que f'(x)
Interprete el resultado.

35. f(x) =sen ' x + cos ' x
36. f(x) = tan”' x + tan”'(1/x).

En los problemas 37 y 38, encuentre la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcién dada en el valor indicado
de x.

37. y = sen_%; x=1

38. y=(cos ' 0% x=1/V2

En los problemas 39 y 40, encuentre una ecuacién de la recta
tangente a la grafica de la funcién dada en el valor indicado
de x.

39. f(x) =xtan ' x; x =1

1

40. fx) =sen"'(x — 1); x= 5

41, Encuentre los puntos sobre la grafica de f(x) = 5 —
2 sen x, 0 = x = 2, donde la recta tangente es para-
lela a la recta y = V3x + 1.

42. Encuentre todas las rectas tangentes a la grafica de f(x)
= arctan x cuya pendiente es 3.

= Piense en ello

43. Si fy (f")' son diferenciables, use (3) para encontrar
una férmula para (f )" (x).

¥ Introduccion En la seccién 1.6 vimos que la funcién exponencial f(x) = b*,b > 0,b # 1,
estd definida para todos los nimeros reales; es decir, el dominio de fes (—00, 00). Al revisar
la figura 1.6.2 observamos que f es continua en todas partes. Resulta que una funcién expo-
Nencial también es diferenciable en todas partes. En esta seccién desarrollaremos la derivada

de f(x) = b~.
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©, 1

7

= by

S La pendiente
en (0, 1) es m(b)

FIGURA 3.8.1

X

Encuentre una

base b de modo que la pendiente
m(b) de la recta tangente en (0, 1)

sea |

B Derivada de una funcion exponencial Para encontrar la derivada de una funcién exponen-
cial f(x) = b" usamos la definicidn de la derivada proporcionada en (2) de la definicién 3.1.1,
Primero calculamos el cociente diferencial

fx+ h) — f(xo)
TR 8

en tres pasos. Para la funcion exponencial f(x} = b, tenemos
i) f(X + /1) = bXH' = b*b" <« leyes de los exponentes
i g 3 : : : : leyes de los exponentes
”) f(X + /7) _f(-x) — b,\+h — b,\ — b).bh — b,\ — b,\(bl, _ |) « eyes de los exponentes

y lactorizacion
L fa R = f@) PG - D -
iii) = =b"- .
h h h

En el cuarto paso, el paso de calculo, hacemos h — 0 pero en forma semejante a las deriva-
das de sen x y cos x en la seccién 3.4, no hay forma evidente de cancelar la & en el cociente
diferencial izi). No obstante, la derivada de f(x) = b* es

. L . bh -1
f) = limb = )
Debido a que 5" no depende de la variable ki, (2) puede escribirse como
b =1
! = A . i
f) = b lim=——. 3)

A continuacién se presentan algunos resultados sorprendentes. Puede demostrarse que el limite
en (3),

-1
T )

im
h—0
existe para toda base positiva . No obstante, como seria de esperar, para cada base b obtene-

mos una respuesta diferente. Asi, por conveniencia, la expresién en (4) se denotara por el sim-
bolo m(b). Entonces, la derivada de f(x) = b* es

1) = b'm(b). 5)

Se solicita al lector aproximar el valor de m(b) en los cuatro casos b = 1.5, 2,3 y 5 en los
problemas 57-60 de los ejercicios 3.8. Por ejemplo, puede demostrar que m(10) = 2.302585...
y como una consecuencia, si f(x) = 10%, entonces

F(x) = (2.302585...)10". (6)

Es posible que comprenda mejor lo que evalda m(b) al evaluar (5) en x = 0. Puesto que
b° = 1, tenemos f(0) = m(b). En otras palabras, m(b) es la pendiente de la recta tangente a
la grafica de f(x) = b* en x = 0; es decir, en la interseccién y (0, 1). Vea la FIGURA 3.8.1. Dadc
que es necesario calcular una m(b) diferente para cada base b, y que es probable que ni(b)
sea un nimero “espantoso” como en (6), con el tiempo la siguiente pregunta surge de manera
natural:

e ;Hay alguna base b para la cual nm(b) = 1? 7,

I Derivada de la funcion exponencial natural Para contestar la pregunta planteada en (7), es
necesario volver a las definiciones de e proporcionadas en la seccion 1.6. En especifico, (4,
de la seccién 1.6,

w1%a+mw (8,

constituye el mecanismo para responder la pregunta planteada en (7). Sabemos que, a nivel
intuitivo, la igualdad en (8) significa que cuando k se aproxima cada vez més a O entonces
(1 + )" puede hacerse arbitrariamente préximo al niimero e. Asi, para valores de A cercanos
a 0, tenemos la aproximacién (1 + W' = ¢ y asi se concluye que 1 + h=¢" La dltime
expresion escrita en la forma

£~ ©



sugicre que
(fh _

lim n I (10)

h—0

puesto que el miembro izquierdo de (10) es m(e), tenemos la respuesta a la pregunta planteada
en (7):
La base b para la cual m(b) = | es b = e. (rn

Ademas, por (3) hemos descubierto un resultado maravillosamente simple. La derivada de f(x)
= ¢ es ¢'. En resumen,

ie"' = ¢, (12)

El resultado en (12) es el mismo que f'(x) = f(x). Ademds, si ¢ # 0 es una constante, enton-
ces la otra funcién diferente de cero fen calculo cuya derivada es igual a si misma es y = ce”
puesto que por la regla del mdltiplo constante de la seccion 3.2

dy _d . od . _ .

= cet = ¢c—e' = cet = y.
dv  dx dx Y

I Otro repaso a la derivada de f(x) = b En el andlisis precedente vimos que m(e) = 1, pero
se dejé sin contestar la pregunta de si m(b) tiene un valor exacto para todo b > 0. Tiene mds.
A partir de la identidad €"” = b, b > 0, podemos escribir cualquier funcién exponencial
flx) = b" en términos de la base e:

f(x) = b = (eln /))x — e.\‘(ln /))'

Por la regla de la cadena, la derivada de b" es
fl(x) — % e,\-(ln b — ex([n by, _C%x(]n b) — e,t(ln b)(ln b)

Volviendo a b* = ¢™"” ]a linea precedente muestra que

d
dx

Al relacionar el resultado en (5) con el de (13) concluimos que m(b) = In b. Por ejem-
plo, la derivada de f(x) = 10" es f'(x) = 107(In10). Debido a que In10 = 2.302585 observa-
mos que f'(x) =10"(In 10) es lo mismo que el resultado en (6).

A continuacion se proporcionan las formas de los resultados de la regla de la cadena en
(12) y (13).

b* = b*(In b). (13)

Teorema 3.8.1 Derivadas de funciones exponenciales

Si u = g(x) es una funcién diferenciable, entonces

d (] @
dxe = ¢ o (14)
{ du
y (% b = b"(In b)d—;‘. (15)
@m Regla de la cadena
Diferencie
a) y=e¢" by y =¥ )y =28
Solucién
a) Con u = —x, por (14) tenemos
dy  _. d . .
Ix = e ~E(—x) =eN(—1)=—¢".

3.8 Funciones exponenciales
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(J.3.7h

.\s::;.\ e v2

-1 0o 1
FIGURA 3.8.2 Grifica de la
funcién en el ejemplo 2

N

2 -1 IV
FIGURA 3.8.3 Gréfica de la

funcidén y rectas en el
ejemplo 3

b) Al volver a escribir u = 1/x’ como u = x°, por (14) tenemos

dy /% d _ 3 _ 61/'\.3
= /" . —_ 3 = l/’\ _ A =
e € e e’ (=3x) 3 R
¢) Con u = 5x, por (15) tenemos
dy — Q5x d _ Sx
e 8" (In 8) - Ir 5x =5-8"(In 8). ]

11\ [JHe MW A Reglas del producto y de la cadena

Encuentre los puntos sobre la grafica de y = 3x%*" donde la recta tangente es horizontal.

Solucién  Se usa la regla del producto junto con (14):

d—y 2 d —x? —x? 2
dx—3x-dxe + e -dx3x
3x2(—2xe”1) + 6xe ™

= ¢ (—6x° + 6x).

d
Puesto que ¢ # 0 para todos los nimeros reales x, d—i = 0 cuando —6x> + 6x = 0. Al fac-

torizar la dltima ecuacion obtenemos x(x + 1)(x — 1) =0y asi x =0, x=—1y x = 1. Asj,
los puntos correspondientes sobre la grafica de la funcién dada son (0, 0), (=1, 3¢™7) y

(1,3e™"). La grifica de y = 3x%e junto con las tres rectas tangentes (en rojo) se muestran
en la FIGURA 3.8.2. |

En el ejemplo siguiente se recuerda el hecho de que una ecuacién exponencial puede escri-
birse en una forma logaritmica equivalente. En particular, se usa (9) de la seccién 1.6 en la
forma

y=e" siysolosi  x=Iny. (16)

8]\ Mo} Recta tangente paralela a una recta

Encuentre el punto sobre la gréifica de f(x) = 2¢™" donde la recta tangente es paralela a
y=—4x — 2.

Soluciéon  Sea (xg, f{xg)) = (xg, 2¢77°) el punto desconocido sobre la gréfica de f(x) = 2¢™

donde la recta tangente es paralela a y = —4x — 2. Entonces, a partir de la derivada
f'(x) = —2¢77, la pendiente de la recta tangente en este punto es f'(x;) = —2e . Puesto que
y = —4x — 2 y la recta tangente es paralela en ese punto, las pendientes son iguales:

fllxg) = —4 o bien, —2e " = —4 o bien, e =72,

A partir de (16), la tltima ecuacién proporciona —xq = In 2 0 xg = —In 2. Por tanto, el punto
es (—In 2, 2¢™ ?). Puesto que ¢'" ? = 2, el punto es (—In 2, 4). En la FIGURA 38.3, la linea pro-
porcionada se muestra en verde y la recta tangente en rojo. |

—— NOTAS DESDE EL AULA

dx .............................................................................................................................................................................
Los nimeros ¢ y 7 son trascendentes, as{ como irracionales. Un ndmero trascendente es
un nimero que no es raiz de una ecuacién polinomial con coeficientes enteros. Por ejem-
plo, V2 es irracional pero no trascendente, puesto que es una rafz de la ecuacién polino-
mial x> — 2 = 0. El hecho de que el nimero e sea trascendente fue demostrado por el mate-
matico francés Charles Hermite (1822-1901) en 1873, mientras que el matematico aleman
Ferdinand Lindemann (1852-1939) demostré nueve afios después que 7 es trascendente.
Esta dltima demostracion evidencié de manera concluyente que resolver la “cuadratura del
circule” con regla y compds era imposible.
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Ejercicios cE M Las respuestas de los problemas impares seleccionadas comienzan en la pagina RES-11.

= Fundamentos

En los problemas 1-26, encuentre la derivada de la funcidn

dada.
. y=e" 2.y =
3. o= 6\/'; 4 y = esenlO,r
5. v = 52'\- 6. y = 10—3,\'2
7.y = Xt 8. y=e¢ "sen mx
—2x .
L. e _ e
9. fl) =~ 10. f0) = "%
1. y = m 12, y = (¥ — ¢ )0
: _ete
3.y = 2 4 o2 14. y = R
67,\‘
5. v = = 16. y = e™ePe™
¢ . 1 100
17. y = ()™ 18. y=|—
19. f) = &+ (@) 200 flx) = (2x + Dl Y
21. f(x) = ¢ tan ¢ 22. f(x) = sec e
2
23. /() = VAT M.y = e
25. v = e 26. y=¢e"+ et

27. Encuentre una ecuacioén de la recta tangente a la gréfica
dey=(e"+ 1)*enx = 0.

28. Encuentre la pendiente de la recta normal a la gréafica de
yv=(@x—DeFenx =0.

29. Encuentre el punto sobre la grafica de y = ¢* donde la
recta tangente es paralela a 3x — y = 7.

30. Encuentre el punto sobre la grafica de y = 5x + ¥
donde la recta tangente es paralela a y = 6x.

En los problemas 31 y 32, encuentre el o los puntos sobre
la gréfica de la funcién dada donde la recta tangente es hori-
zontal. Use un dispositivo para graficar y obtenga la grifica
de cada funcién.

3. f(x) = ¢ ¥ sen x 32, f) = (3 — xDe™

En los problemas 33-36, encuentre la derivada de orden
superior indicada.

. d d?
3.y =e" —)3) M. y= S — = —)2)
dx I +e dx
d?y d%y
35y =sene™ — 36. y = x%e' —
’ dx? Y dx*

En los problemas 37 y 38, C, y C, son constantes reales arbi-
trartas. Demuestre que la funcién satisface la ecuacién dife-
rencial dada.

3.y =Cle™ 4+ Ce™; y'+y —6y=0
38. y = Clecos2x + Cre¥sen2x; y" +2y +5y=0

39. Si Cy k son constantes reales, demuestre que la funcién
y = Ce* satisface la ecuacién diferencial y’ = ky.
0. Use el problema 39 para encontrar una funcién que
satisfaga las condiciones dadas.
¥0) = 100

a) y' = —00ly y
dp -~
b) ar 0.15P =0 y

En los problemas 41-46, use diferenciacién implicita para
encontrar dy/dx.
41, y =™
43. y = cos ¢” 44, y = g+
45. x + 2 =P 46, ¢F + =y
47. a) Trace la grafica de f(x) = e

b) Encuentre f'(x).

¢) Trace la grifica de f'.

d) ;La funcién es diferenciable en x = 07

2. xy=¢

COS x

48. a) Demuestre que la funcidn f(x) = ¢
con periodo 27r.
b) Encuentre todos los puntos sobre la grdfica de f
donde la tangente es horizontal.
¢) Trace la gréfica de f.

es periddica

= Aplicaciones

49. La funcién logistica
_ (lPo
PO = Py + (@ — bPye ™
donde a y b son constantes positivas, a menudo sirve
como modelo matemadtico para una poblacién en creci-

miento pero limitada.

a) Demuestre que P(#) satisface la ecuacién diferencial
(Z—f = P(a — bP).

b) La grafica de P(f) se denomina curva logistica,
donde P(0) = Py es la poblacién inicial. Considere el
caso donde @ =2, b =1 y Py, = 1. Encuentre asinto-
tas horizontales para la grafica de P(f) al determinar
los limites ,13/[% Py Ill’)rg P().

¢) Grafique P(¢). )

d) Encuentre el o los valores de ¢ para los cuales
P'(H) = 0.

50. El modelo matematico de Jenss (1937) constituye una
de las férmulas empiricas més precisas para pronosticar
la estatura & (en centimetros) en términos de la edad ¢ (en
afios) para nifios en edad preescolar (de 3 meses a 6 afios):

h(r) = 79.04 + 6.391 — %6709

a) (Qué estatura pronostica este modelo para un nifio de
2 afios?

b) ;Cudn rdpido crece en estatura un nifio de 2 afios?

¢) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra-
fica de h sobre el intervalo [4, 6?.

d) Use la gréfica del inciso c) para estimar la edad de un
nifio en edad preescolar que mide 100 cm de estatura.
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= Piense en ello

51. Demuestre que la interseccién con el eje x de la recta /
tangente a la grifica de y = ¢ en x = x estd una uni- 2" -1
dad a la derecha de xg.

52.

53.

54.

(Coémo esta relacionada la recta tangente a la grafica
de y = ¢*en x = 0 con la recta tangente a la grafica de 59.

y=etenx =07

Explique por qué sobre la grifica de y = ¢ no hay nin- 3 — 1
gin punto donde la recta tangente sea paralela a h J

2x +y = I.

Encuentre todas las rectas tangentes a la grdfica de 60.
f(x) = e' que pasan por el origen.

58. h—0 | 0.1 |0.01/0.001]0.0001|0.00001 {0.00000]

h

h—0 ] 0.1 10.01]0.001]0.0001 0.00001|0.000001

h—0]0.110.01/0.001{0.0001|0.00001 |0.000001

En los problemas 55 y 56, el simbolo # representa un entero 5t —1
positivo. Encuentre una férmula para la derivada dada. h
oo d : da oo
5. d.x”\/; 56. de' ¢ 61. Use una calculadora o un SAC para obtener la grifica
de
= Problemas con calculadora/SAC e
(x) = e, x#0
En los problemas 57-60, use una calculadora para estimar el flo) = 0, x=0.

valor m(b) = lim
al llenar la tabla siguiente.

57.

Asi como en las funciones trigo- p
nométricas inversas, la derivada

de la inversa de la funcion expo-
nencial natural es una funcion

h—0

parab=15b=2,b=3yb=>5

Demuestre que f es diferenciable para toda x. Use la
definicion de la derivada para calcular f'(0).

h—0

0.1

0.01

0.001 | 0.0001 | 0.00001 {0.000001

(L5 — |

h

algebraica.

3.9 Funciones logaritmicas

I Introduccion Debido a que la inversa de la funcién exponencial y = b* es la funcién loga-
ritmica y = logyx, la derivada de la segunda funcién puede encontrarse de tres maneras: (3)
de la seccidén 3.7, diferenciacién implicita o a partir de la definicién fundamental (2) en la sec-
cién 3.1. Demostraremos los dos dltimos métodos.

1 Derivada de la funcion logaritmo natural Por (9) de la seccién 1.6 sabemos que y = In x
es lo mismo que x = ¢”. Por diferenciacién implicita, la regla de la cadena y (14) de la sec-
cién 3.8,

[—lx = LZe)' roporciona | = e-vg

dx dx prop dx’
. dy 1
En consecuencia, - =
dx e’

Al sustituir ¢’ por x, obtenemos el siguiente resultado:

d 1
. — 1
/ In x . ( )

I Derivada de f(x) = log, x Precisamente de la misma manera en que se obtuvo (1), la deri-
vada de y = log,, x puede obtenerse al diferenciar implicitamente x = 5.

d _d,, e = b ay
X = ob proporciona = b'nb) =
dy 1

En consecuencia, PPl m
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Al sustituir &' por x, obtenemos

d |
— |OQ’/7 X =

de % x(in by’ @)

puesto que In e = 1, (2) se vuelve (1) cuando b = e.

1=kl Regla del producto

Diferencie f(x) = 2 nx

Soluciéon  Por la regla del producto y (1) tenemos

"(x) = 2.1 Ll 2 o 1 .
fix) = x dxlnx+(]nx) X T x+(]nx) 2x

o bien, f{x) =x+ 2x1Inx ]

[FETETME] Pendiente de una recta tangente

Encuentre la pendiente de la tangente a la gréfica de y = log g x en x = 2,

Solucién Por (2), la derivada de y = logy x es

b
dx  x(In 10)

Con ayuda de una calculadora, la pendiente de la recta tangente en (2, log g 2) es

ayl ]
dx|,—, 2 1n10

~ (0.2171. E

Los resultados en (1) y (2) se resumen en forma de regla de la cadena.

Teorema 3.9.1 Derivadas de funciones logaritmicas ‘

Siu = g(x) es una funcién diferenciable, entonces

i]n u = 1du
dx  udx

(3)

y gy o
dx OB M T k) dx

Q)

TR Regla de la cadena

Diferencie

a) f(x) = In(cos x) y b) y = In(In x).

Solucién
a) Por (3), con 4 = cos x tenemos
1 d 1

S COSX = < (—senx
cosx dx COS X ( )

fix) =
o bien, f'x) = —tanx.
b) Al usar de nuevo (3), ahora con # = In x, obtenemos

-1 i}

dy_ 1 d 11
Inx x xlnx

I Inx dr T
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y=lnlxl

y
|
(—2E)\\ /(2.42)
t +—— X
-2 —N L2
2

FIGURA 391 Grificas de las

rectas fangentes y funcion en
el ejemplo 5

5\ [N l¥W:8 Regla de la cadena

Diferencie f(x) = In x°.

Solucién Debido a que x> debe ser positiva, se entiende que x > 0. Asi, por (3), con u = x°,
tenemos

o Lod 5 1 a3
f(x)_ﬁ it T (Gx% =

Solucién alterna: Por iii) de las leyes de los logaritmos (teorema [.6.1), In N“=c¢In Ny

asi es posible volver a escribir y = In X comoy=3Inxy después diferenciar:
d 1 3
f(x)—3dx]nx—3-x—x. |

Aunque el dominto del logaritmo natural y = In x es el conjunto (0, ©0), el dominio de
y = In|x| se extiende al conjunto (—00, 0) U (0, ©0). Para los nimeros en este (ltimo domi-
nio,

I EA x>0
x| = |

En consecuencia

d =1
para x > 0, e lnx—x o
d | 1
< L= = — (=) = —.
para x < 0, e In(—x) -x (= :
Las derivadas en (5) prueban que para x # 0,
d _
e Injx| = P (6)

Asi, el resultado en (6) se generaliza por la regla de la cadena. Para una funcién diferencia-
ble u = g(x), u # 0,

d, . _ldu
(lxln‘uI S udy ™
]V Uso de (6)
Encuentre la pendiente de la recta tangente a la graficade y = In|x|enx = =2y x = 2.
Solucién Puesto que (6) proporciona dy/dx = 1/x, tenemos
dy I dy I
=7y Ll =7 ®)
dx x=-2 2 dx x=2 2

Debido a que In|-2| = In 2, (8) proporciona, respectivamente, las pendientes de las rectas tan-
gentes en los puntos (=2, In 2) y (2, In 2). Observe en la FIGURA 39.1 que la grifica de y = In|x]
es simétrica con respecto al eje y; las rectas tangentes se muestran en rojo. |

EJEMPLO 6 HULIGERE

Diferencie

a) y=In2x —3) y b)) y=1In]2x — 3]

Solucién
a) Para2x —3 > 0,0x > % por (3) tenemos
dy 1 d 2
dx—2x—3.dx(2x_3)_2x—3' ©)
b) Para2x — 3 # 0,0 x # 3, por (7) tenemos
dy 1 d 2
dx—Zx‘B.Z;(zx_@ (10)

=2x—3'
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Aunque (9) y (10) parecen iguales, definitivamente no se frata de la misma funcion. La diferen-
cia consiste simplemente en que el dominio de la derivada en (9) es el intervalo (%, oo), mientras
ol dominio de la derivada en (10) es el conjunto de nimeros reales excepto x = % [ |

[0 [T%MEA Una distincion
Las funciones f(x) = In ¥ y g{x) = 4 In x no son las mismas. Puesto que x>0 para toda

v # 0, el dominio de f es el conjunto de niimeros reales excepto x = 0. El dominio de g es el
intervalo (0, 0©). Asi,

f'x) = %, x#0 mientras gx) = % x> 0. |

@' Simplificar antes de diferenciar
x2x + 1)
(3x2 + 1?2

Diferencie y = In

Solucién Al usar las leyes de los logaritmos proporcionadas en la secciéon 1.6 para x > 0,
podemos volver a escribir el miembro derecho de la funcién dada como

y=1In xl/2(2x + 7% — In(3x% + 1)? —In(M/Ny=1InM —In N
In x'2 + In2x + 7)* — InBx> + D> < nMN) = InM + In N

A+ D - 2GR ) N =N

2
dy 11 1 1
N .49 2 =2
de modo que  —-=o-- 445 =212 32| Ox
d
o bien. ay _ 1 n 8 12x |

dx  2x  2x+ 7 3241
I Diferenciacion logaritmica 1.a diferenciacion de una funcién complicada y = f{x) que con-

tiene productos, cocientes y potencias puede simplificarse por medio de una técnica denomi-
nada diferenciacion logaritmica. El procedimiento consta en tres pasos.

Directrices para diferenciacién logaritmica

i) Tome el logaritmo natural de ambos miembros de y = f(x). Use las propiedades
generales de los logaritmos para simplificar tanto como sea posible el miembro
derecho de In y = In f(x).

ii) Diferencie implicitamente la versién simplificada de In y = In f(x):

d . _d
Z;ln y= a'xln flx).

d
tity Puesto que la derivada del miembro izquierdo es % Zy, multiplique ambos miem-

bros por y y sustituya y por f(x).

Ahora ya sabe cémo diferenciar cualquier funcion del tipo

y = (Constante)variublc y y = (Variable)cunxlzunc.
Por ejemplo,
d P X i T r—1
e = 7(In m) y X T

Hay funciones donde tanto la base como el exponente son variables:

y = (variable) ™, (11)

175
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T t X

FIGURA 3.9.2 Grifica de la
funcién en el ejemplo 9

Por ejemplo, f(x) = (1 + 1/x)" es una funcion del tipo descrito en (11). Recuerde que en la
seccion 1.6 vimos que f(x) = (1 + |/x)" desempefiaba un papel importante en la definicién
del nimero e. A pesar de que no se desarrollard una férmula general para la derivada de fun-
ctones del tipo dado en (11), es posible obtener sus derivadas por medio del proceso de dife-
renciacién logaritmica. El siguiente ejemplo ilustra el método para encontrar dy/dkx.

A3\ JHe BN Diferenciacion logaritmica

Diferencie y = x> 0.

Solucién Al tomar el logaritmo natural de ambos miembros de la ecuacién dada y simplifi-
car obtenemos

lny=In x\ﬁ = Vxlnx . propiedad 7if) de las leyes de

T los logaritmos. Seccidn 1.6
Luego se diferencia implicitamente:
1 dy 1,1 -
; i Vix- T + 5 2. lnx regla del producto
dy y 1 " In x l . -
= = — <« dhora se sustituye ypor.y !
dx Vx o 2Vx '
— l x\ﬁ—ﬁg + In x) “ denominador comdn y

2

leyes de los exponentes

La grédfica de y = x“* en la FIGURA 392 se obtuvo con ayuda de un dispositivo para graficar.

Observe que la gréfica tiene una tangente horizontal en el punto donde dy/dx = 0. Por tanto,

la coordenada x del punto de tangencia horizontal se determina a partirde 2+ Inx=00 Inx =

. iy ; 5
—2. La tltima ecuacién proporciona x = e “. [ |

A5 oM (i Diferenciacion logaritmica
Vit + 6x2(8x + 3)°

(2x2 + 7)¥?

Encuentre la derivada de y =

Soluciéon  Observe que la funcién dada no contiene logaritmos. Entonces podemos encontrar
dy/dx usando una aplicacién ordinaria de las reglas del cociente, del producto y de potencias.
Este procedimiento, que es tedioso, puede evitarse al tomar primero el logaritmo de ambos
miembros de la ecuacién dada, simplificar como se hizo en el ejemplo con las leyes de los
logaritmos y luego diferenciar implicitamente. Se toma el logaritmo de ambos miembros de la
ecuacién dada y se simplifica el miembro derecho:

Vo + 6x%(8x + 3)°
(2x° + 7y
= InVx' + 6% + In(8x + 3)° — In(2x% + 7)22

= %ln(x4 + 6x%) + 5 In(8x + 3) — %ln(Zx2 + 7.

Iny=1In

Al diferenciar la tdltima linea con respecto a x obtenemos

1dy 11 4 1 2 1

v T3 g e WIS g 38Ty
dy 1 4x3 4+ 12x n 40 8x }_ —— o
 — - ambos 1ados se multiplican por v
& 300 16 B+ 3 32+ 7 phean por

Vx4 6x*8x + 3)°

x> + 777

43 + 12x 40 8x ¥ se sustituye por la -
3(x4 + 6x2) 8x + 3 - 3(2x2 7 << expresion original

I Posdata: Otro repaso a la derivada de f(x) = log, x Como se afirmé en la introduccién de
esta seccién, podemos obtener la derivada de f(x) = log, x al usar la definicién de la derivada.
Por (2) de la seccion 3.1,



o logy(x + h) — log,x
lim

h—0 h

lim loox+h ilechray las | le los Togari
= lum - . — algebra y las feyes de los logariimos

=0 h &b X y p

h

.
= /lm?)zlogb 1 +—= «—division de v + frentre v
I — X

Lo h
= }171_r)r(1); : Z]Ogb 1 + ; < multiplicacion por v/x = |

| X/l
= — ,ll’rr(l)logb I+ ; « Jas leyes de los Togaritmos
X h—

_ ] . h x/h
= log,| lim{ 1+ 2] . (12)

El altimo paso, tomar el limite dentro de la funcién logaritmica, se justifica al invocar la con-
tinvidad de la funcién sobre (0, o) y suponer que el limite entre corchetes existe. Si en la
filtima ecuacién se hace t = h/x, entonces, puesto que x es fija, # — 0 implica t — 0. En con-
secuencia, por (4) de la seccion 1.6 vemos que
lfm(l + /i)k/h = lim(1 + »'" = e.

X =0

h—0
Por tanto, el resultado en (12) muestra que

d
dx

Una vez que se hace la eleccién “natural” de b = e, (13) se vuelve (1) puesto que log, e =
ne=1

1 Posdata: Otro repaso a la regla de potencias Finalmente, ya es posible demostrar la regla
de potencias (d/dx)x" = nx"~", (3) de la seccién 3.2, para todos los niimeros reales exponen-
tes n. Nuestra demostracién usa el siguiente hecho: para x > 0, x" se define para todos los
nimeros reales n. Luego, debido a la identidad x = ¢™* podemos escribir

x" = (eln X)II = " In £

d d - d n
ASf, _Xn — _8” Inx — 6” Inx_“% n ln ¥) = _6” in X-
dx dx dx( ) X
Al sustituir " ™ * = x" en el Gltimo resultado se completa la demostracién para x > 0,
d n 0

== S = el
X

dx

La tdltima férmula de derivada también es vilida para x < 0 cuando n = p/q es un nimero
racional y g es un entero impar.

ST IR | as respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-12.
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—log, x = J—log,, e. (13) o Quienes poseen un ojo agudo y
X

gran memoria han observado
que (13) no es lo mismo que (2).
Los resultados son cquivalentes.
puesto que por las férmulas de
cambio de base para logaritmos
lenemos que

logpe =1Ine/nbH=1/Inb.

=Fundamentos

13. y = —In|cos x|
En los problemas 1-24, encuentre la derivada de la funcién
dada. |
15. y =
I.y=10Inx 2. y=1In 10x In ¢
3.y =Inx2 4. y=(n 02 17. fx) = In(x In x)
5. v = In (X4 + 3x2 + 1) 6. y = ln(XZ + 1)20 19. g(x) = V ]n\/.;
7.y =22 In %’ 8 y=x—1In5x+ I 21. H(t) = In (3% + 6)
9. ,_Inx 10 . 22. Gty = InV5: + 1 + 4)°
.y—x . y=x(lnx) . _](x+l)(x+2)
1. y=1n X 12, = In 4x L J) = N3

X+ 1 Y 7 n 2

14. y = %ln|sen3x|

1
16. y = ln;

18. f(x) = In(In(In x))
20. w(@) = fsen(In 50)

24, ) =1 [(3x + 2)
- = x+7
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25. Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la gréfica
dey=Inxenx =1,

26. Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la grifica
dey=1In(x*—3)enx=2.

27. Encuentre la pendiente de la tangente a la grafica de
y = In(e*+ x)en x = 0.

28. Encuentre la pendiente de la tangente a la grdfica de
y=1ln (xe""j) enx = |.

29. Encuentre la pendiente de la tangente a la grdfica de f
en e] punto en que la pendiente de la rangente a la gra-
fica de f(x) = In x* es 4.

30. Determine el punto sobre la grafica de y = In 2x donde
la recta tangente es perpendicular a x + 4y = 1.

En los problemas 3! y 32, encuentre el o los puntos sobre
la grafica de la funcién dada donde [a recta tangente es hori-

zontal.
31. fx) = me 32. f() = 2 Inx

En los problemas 33-36, encuentre la derivada indicada y
simplifique tanto como pueda.

a 7 _ d, (1+VI-—x
33. dxln(x+ xt—1) 34. dxln( . )
35 iln(secx + tan x) 36 iln(cscx — cot x)

" dx ’ Todx

En los problemas 37-40, encuentre la derivada de orden
superior indicada.

(13)/ dzy

37. y = Inx 0 38. y=xInux 02
39 (n|x])? Ly 40 s — 3 22
cy = (Infx))s 5 .y =1In(5x — 3); —
’ dx? Y dx?

En los problemas 41 y 42, C, y C, son constantes reales arbi-
trarias. Demuestre que la funcion satisface la ecuacién dife-
rencial dada para x > 0.

41 y=Cx™ 2+ Cx P inx; 4y +8xy' +y=0
42. y = Cyx"'cos(V2 Inx) + Cx™' sen(V2 In x);

x2y" +3xy' + 3y =0
En los problemas 43-48, use diferenciacion implicita para
encontrar dy/dx.

43. y* =Inxy 4. y=In(x + y)

45, x + y* = ln% 46. y = In xy?

47. xy = In(x* + y% 48. x>+ y* =In(x + y)°

En los problemas 49-56, use diferenciacién logaritmica para
encontrar dy/dx.

49 y =y 50. y = (Infx]"
_ (x+ 1)
51 y = x(x —~ 1Y 2. y=——75
x
V2x + D3x + 2) AV + 5
53. y = 54, y=—r77——
4X + 3 3 8x2 + 2
| 3 _ l 504 + 3 3\4
55.)2:(’C yix *) 56.y=x\/x+lm

(7x + 5
57. Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la gréfica
dey=x"%enx=1.
58. Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la grafica
de y =x(Inx)enx = e.

En los problemas 59 y 60, cncucntre ¢l punto sobre la gra-
fica de la funcién dada donde la recta tangente es horizon-
tal. Use un dispositivo para graficar a fin de obtener la gra-
fica de cada funcién sobre el intervalo [0.01, 1].

59, y = x* 60. y = x*
= Piense en ello
61. Encuentre las derivadas de
a) y=tan x' b) y = x%e" c)y=x"

62. Encuentre d’y/dx* paray = Vx*.

63. La funcién f(x) = Injx| no es diferenciable sélo en
x = 0. La funcién g(x) = |In x| no es diferenciable
en x = 0 ni en otro valor de x > 0. ;Cudl es?

d
64. Encuentre una manera para calcular Elogx e.

= Problemas con calculadora/SAC

65. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra-
ficade y = (senx)™* sobre el intervalo (0, 57).
b) Explique por qué en ciertos intervalos parece que no
hay grafica. ldentifique los intervalos.

66. a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gra-
fica de y =|cos x|“** sobre el intervalo [0, 57].
b) Determine, por lo menos aproximadamente, los valo-
res de x en €l intervalo [0, 57r] para los cuales la
tangente a la grafica es horizontal.

67. Use una calculadora o un SAC para obtener la gréfica

de fx) = x> — 12 In x. Luego encuentre al valor exacto
del menor valor de f(x).

3.10 Funciones hiperbélicas

I Introduccion

Si alguna vez ha visitado el Arco de San Luis, Missouri, que mide 630 pies

de altura, quiza se haya preguntado: jcudl es la forma del arco?, y recibido la respuesta crip-
tica: la forma de una catenaria invertida. La palabra catenaria proviene de la palabra latina
catena y significa literalmente *“cadena colgante” (los romanos usaban una cadena para suje-



far o los perros). Es posible demostrar que la forma que asumen un alambre flexible, una
cadena. un cable o una cuerda colgantes suspendidos en dos puntos es la grifica de la funcion

f) = K+ e 0

pard clecciones idéneas de las constantes ¢ y k. La gréfica de cualquier funcién de la forma
Jada en (1) se denomina catenaria.

1 Funciones hiperbélicas Combinaciones como (1) que implican las funciones exponencia-
les ¢y e " ocurren tan a menudo en matemdticas que ameritan definiciones especiales.

’l;(;iz&icién 3.10.1 _ Seno y coseno hiperbélico

para cualquier nimero real x, el seno hiperbélico de x es

senh x = Q-%e— 2)
y €l coseno hiperbdlico de x es
Ry + -\
cosh x = <5 3)

Puesto que el dominio de cada una de las funciones exponenciales €' y ¢ * es el conjunto
de ndmeros reales (—o0, 00), el dominio de y = senh x y y = cosh x es (—00, 00). Por (2) y
(3) de la definicién 3.10.1, tambi€n resulta evidente que

senh 0 = 0 y

cosh 0 = |.

En forma andloga a las funciones trigonométricas tan x, cot x, sec x y ¢sc x que estdn
definidas en términos de sen x y cos x, las cuatro funciones hiperbélicas adicionales se defi-
nen en términos de senh x y cosh x.

Definicion 3.10.2  Otras funciones hiperbdlicas
Para un ndmero real x, la tangente hiperbélica de x es
senh x  ¢*—e*
tanh x = =— 4
AT oshy et e )
la cotangente hiperbdlica de x, x # 0, es
S B X + —X
coth x = cosh x _ ex e_w )
senh x ¢*— ¢~
la secante hiperbdlica de x es
| 2
sech x = coshx e'+ e ©)
la cosecante hiperbélica de x, x # 0, es
1 2
sch x = = = 7
GO enhx e — e 7

I Graficas de funciones hiperbélicas Las graficas del seno hiperbélico y del coseno hiperbé-
lico se proporcionan en la FIGURA 3.10.1. Observe la semejanza de la grafica en la figura 3.10.15)
y la forma del Arco de San Luis, Missouri, en la foto al principio de esta seccién. Las graficas
de la tangente, cotangente, secante y cosecante hiperbdlicas se muestran en la FIGURA 3.102.
Observe que x = 0 es una asintota vertical de las graficas de y = coth x y y = csch x.

4
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es hiperbdlicas

La forma del Arco de San Luis.
Missouri, estd basada en el
modelo matematico

v=A— B cosh(Cx/L).

donde A =
68.7672, L
3.0022.y x

693.8597. B =
=299.2239, C =

y v se miden en pies.

Cuando x = 0, se obtiene la

altura aproximada de 630 pies.

y=senhx
yﬂ\ I
/
i
/
/
/
/
/
/
=4 /
/
.
le"‘ L
2 \/,/
=7 ———>x
NG I
’ p—
.
. 2
4 +
/
/
/
/
/
a)y =senh x
¥ y = cosh x
2 ~
== s

byy
FIGURA 3.10

= cosh x

.1 Gréficas del seno

y coseno hiperbdlicos
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)= cschx

y = cothx
1| y=tanhx i

y=sechx

a) y=tanhx b) y = cothx ¢)y=sechx

d) y=cschx
FIGURA 3.10.2  Griéficas de la tangente, cotangente, secante y cosecante hiperbdlicas

I Identidades Aunque las funciones hiperbélicas no son periédicas, cuentan con muchas
identidades que son semejantes a las de Ias funciones trigonométricas. Observe que las grafi-
cas en la figura 3.10.1a) y ) son simétricas con respecto al origen y al eje y, respectivamente.
En otras palabras, y = senh x es una funcién impar y y = cosh x es una funcién par:

senh (—x) = —senhyx, (8)
cosh (—x) = coshux. 9

En trigonometria, una identidad fundamental es cos” x + sen® x = 1. Para funciones hiperbs-
licas, el andlogo de esta identidad es

cosh® x —senh” x = 1. (10)
Para demostrar (10) recurrimos a (2) y (3) de la definicién 3.10.1:

e.\' + e—x 2 _ ex _ e—x 2
2 2
_ e H 24 e -2t

4 4

Las ecuaciones (8) a (10) y otras once identidades se resumen en el siguiente teorema.

cosh®x — senh®x

= 1.

Teorema 3.10.1 Identidades hiperbdlicas

senh(—x) = —senh x senh (x + y) = senhxcoshy + coshxsenhy (1)
cosh(—x) = cosh x senht (x — y) = senhxcoshy — coshxsenhy (12)
tanh(—x) = —tanh x cosh(x + y) = coshxcoshy + senhxsenhy (13)
cosh’>x — senh’x = | cosh(x — y) = coshxcoshy — senhxsenhy (14)
1 — tanh*x = sech®x senh2x = 2senhxcoshx (15
coth?x — 1 = csch®x cosh2x = cosh?x + senh®x (16)
senh’x = %(—1 + cosh 2x) cosh’x = %(] + cosh 2x) (17

I Derivadas de funciones hiperbélicas ILas derivadas de las funciones hiperbdlicas se con-
cluyen por (14) de la seccion 3.8 y las reglas de diferenciacién; por ejemplo,

d o _de—er [d . d ] _eter
dxM T a2 2| dx® T dx 2
. d
Es decir, —senhx = coshx. (18)
dx
En forma semejante, a partir de la definicién del coseno hiperbélico en (3) debe resultar evi-
dente que
d
—coshx = senh.x. (19)

dx



para dilerenciar, por ejemplo, la tangente hiperbolica, se usan la regla del cociente y la defi-

sicion que se proporcioné en (4):

th h :Llsenhx
dx anhx dx cosh x

cosh x - isenh x — senh x - icoshx

_ dx dx
cosh?x
_ cosh’x — senh?x « por (10). esto es igual a |
cosh?x
_ 1
cosh?x
En otras palabras,
d 2
Itzmhx = sech” x. (20)
X

Las derivadas de las seis funciones hiperb6licas en el caso mds general se concluyen por

Ja regla de la cadena.

Teorema 3.10.2 Derivadas de las funciones hiperbélicas

Si u = g(x) es una funcidén diferenciable, entonces
d . _ . odu d_ o du
I senhu = coshu e e coshu = senhu A 20
do o du d oo du
e tanhu = sech”u % e cothu = —csch™u i’ (22)
isechu = ~sechutanhu@, icschu = —cschucothu ﬂ (23)
dx dx dx dx

Usted debe tomar nota cuidadosa de la ligera diferencia en los resultados en las ecuacio-

nes (21) a (23) y las férmulas andlogas para las funciones trigonométricas:

. d
——COSX = —senwx mientras —coshx = senh x
dx dx
d ) d
e SeC X = sec x tan x mientras I sechx = —sech x tanh x.
X x

m Regla de la cadena

Diferencie
a) y = senhvV2x + 1 b) y = coth x°.
Solucién
a) Por el primer resultado en (21),
dy d
ikl dp— + L4 1/2
. coshV2x + 1 dx(2x + 1)

i

coshV2x + 1(%(2x + 1)y 2. 2)

coshvV2x + 1
V2x + 1

3.10 Funciones hiperbdlicas
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b) Por el segundo resultado en (22),

dy _ 23 d o3
A csch”x 'dxx
= —csch?x? - 3x% a
)5\ He A \alor de una derivada
. . _ 3x .
Evalde la derivada de y = T+ coshox SN X T 0.

Solucion Por la regla del cociente,
dy (4 + cosh 2x) -3 — 3ux(senh 2x - 2)
dx (4 + cosh 2x)* '

Debido a que senh 0 = Oy cosh 0 = 1, tenemos

dy| 15 _3
dleg 25 5 .
I Funciones hiperbélicas inversas Al analizar la figura 3.10.1a) observamos que y = senh i
es una funcién uno a uno. Es decir, para cualquier nimero real y en el rango (—00, 00) del
seno hiperbdlico corresponde s6lo un niimero real x en su dominio (—o9, c©). Por tanto, y =
senh x tiene una funcién inversa que escribimos y = senh™ x. Vea la FIGURA 3.10.3a). Asi comc
en el andlisis anterior de las funciones trigonométricas inversas en la seccién 1.5, esta Gltima
notacion es equivalente a x = senh y. A partir de la figura 3.10.2a) también observamos que
y = tanh x con dominio (—©c0, 00) y rango (—1, 1) también es uno a uno y tiene una inversa
y = tanh ™ 'x con dominio (—1, 1) y rango (—00, c0). Vea la figura 3.10.3¢). Pero por las figu-
ras 3.10.1b) y 3.10.2¢) resulta evidente que y = cosh x y y = sech x no son funciones uno a
uno, de modo que no tienen funciones inversas a menos que sus dominios se restrinjan en
forma conveniente. Al analizar la figura 3.10.15) observamos que cuando el dominio de y =
cosh x se restringe al intervalo [0, c0), el rango correspondiente es [ 1, o0). Entonces, el domi-
nio de la funcién inversa y = cosh ' x es [1, 00) y su rango es [0, 00). Vea la figura 3.10.3b).
Las gréficas de todas las funciones hiperboélicas inversas junto con sus dominios y rangos se
resumen en la figura 3.10.3.

Y YA YA y=tanh~ 'y
I |
y=senh”'x y=cosh ™ 'x | ,
i |
1 |
I |
1 |
I | X
* 1 . -1 iJ
| |
| |
I I
1 |
I |
| |
i |
@) y=senh”'x ¢)y=cosh™'x ¢)y=tanh'x
dominio: (—, ) dominio: [1, o2) dominio: (=1, 1)
rango: (—o, ®) rango: [0, «) rango: (—os, o)
— opnth ! -
| vy yl—wrh X y y=sech~|x YA y=csch e
I 1
I I
| I
I I
| i
| I
! [ e . oy
=1 il 1
I i
| '
I I
I I
I |
| I
| |
d)y=coth™x e)y=sech”x y=csch'x
dominio: (—o, = 1)U (], %) dominio: (0, 1] dominio: (=%, 0) U (0, ©°)
rango: (—, 0) U (0, ») rango: [0, %) rango: (—oe, 0) U (0, =)

FIGURA 3.10.3 Grificas de las inversas de las hiperbélicas seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante



§ Funciones hiperbélicas inversas como logaritmos Debido a que todas las funciones hiper-
holicas estdn definidas en términos de combinaciones de ¢, no debe sorprender el hecho de
cencontrar que las funciones hiperbélicas inversas pueden expresarse en términos del logaritmo
patural. Por ejemplo, y = senh”'x es equivalente a x = senh y, de modo que

-y eZy -1

N
e’ — e
2x = .

o

= ———— o bien,

X = 3 &Y —2xe’ — 1 =0.

o bien,

Debido a que la dltima ecuacion es cuadrética en ¢’, la férmula cuadratica proporciona

/4.2
y_ 2x * 24x +4=xi'/7x2+l.

e 24)

Lucgo, es necesario rechazar la solucion correspondiente al signo menos en (24) porque ¢ > 0
Vx2 + 1 < 0. Asi, tenemos

peJ'O X —
e =x+ Vxi+1 obien, y=senh 'x =In(x + Vx> + 1)
En forma semejante, para y = tanh™'x, |x| < 1,
et — e
x = tanhy = o o
proporciona el —x)= (1 + x)e™”
o = 1+ x
1 —x
- 1 +x
2y = ln(l — x)
_ 1 1 +x
. _ 1 1
o bien, y = tanh™ 'x 21n<1 — x>'

Se han demostrado dos resultados del siguiente teorema.

Teorema 3.10.3 Identidades logaritmicas
senh v = In(v + Va2 + 1) cosh™' x=In{x + Va2 —1)x=1 (25
i} 1 1 +x - [ x+ 1
anh e = 4 s l e = &
tanh™x 21n<1 — x>’ x| <1 coth™ x 21n<x — l)’ x| > 1 (26)
2 2
wnte= (LY=)o st eanv= (L YRS Lo o)

Las identidades anteriores constituyen un medio conveniente para obtener los valores
numéricos de una funcién hiperbélica inversa. Por ejemplo, con ayuda de una calculadora, a
partir del primer resultado en (25) en el teorema 3.10.3 vemos que cuando x = 4,

senh™'4 = In(4 + V17) = 2.0947.

I Derivadas de funciones hiperbélicas inversas Para encontrar la derivada de una funcién
hiperbélica inversa es posible proceder de dos formas. Por ejemplo, si

y =senh™'x  entonces x = senhy.
Al usar diferenciacién implicita es posible escribir
ix = isenh
dct T x>
1= h dy
= coshy—.
dy 1 I 1

Por tanto, = = = )
de coshy  \/eenh?y + 1 Vi + 1

3.10 Funciones hiperbdlicas

183



184 CAPITULO 3 La derivada

El resultado anterior puede obtenerse de otra manera. Por el teorema 3.10.3 sabemos que
y = ln(x + Va2 + 1).
En consecuencia, por la derivada de! logaritmo obtenemos

d
—y = l(l + l(xz + l)_l/z : 2x> <« por (3} de Ja seccion 3.9
dx x4+ 1 2

x +
_ 1 \/x2+l+x: |
x+\/x2+l \/x2+l \/x2+l'

Esencialmente, se ha demostrado la primera entrada en (28) en el siguiente teorema.

Teorema 3.10.4 Derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas

Si u = g(x) es una funcién diferenciable, entonces

d _ 1 du d - i du

L senh' = ——r T Lcosh™tu=——a2 > (28
dx i + ) dx dx 2~ 1 dx

d - I du d - 1 du

i | = e < B — i

i tanh™" u [ de lu| < 1, dxcoth u T ul > 1, (29)
d - — 1 du d - _ —1 du

—sech 'y =—F7—="0<u<1, —csch'yu=—"—"—=—=5"u+0. (30
dx wV 1 — 2 dx dx | V1 + o2 4%

|3\ Ne MR Derivada del coseno hiperhdlico inverso

Diferencie y = cosh™' (x? + 5).

Solucién Con u = x* + 5, por la segunda férmula en (28) tenemos

d
£:+'§(x2+5): Lo : 5
Var+52—1 & Va4 10x? + 24
() |¥e ¥ ¥ Derivada de la tangente hiperbdlica inversa
Diferencie y = tanh™' 4x.
Soluciéon Con « = 4x por la primera férmula en (29) tenemos
d
d_ 1 d 1 .

= ey =
de | — (4x)* dx 1 — 16x°

A3\ [ KeMMY Reglas del producto y de la cadena

. . .2 —
Diferencie y = ¢ sech™" x.

Solucién Por la regla del producto y la primera férmula en (30) tenemos

por la primera férmula en (30) por (14) de la seccion 3.8
dy 2 —1 2
di =e' | —0——— | + 2xef Sf:Ch_1 X
x V1= 2
e

= -t 2X€XZSCCh_] X.

V11— x?
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NOTAS DESDE EL AULA

Como se menciond en la introduccién de esta seccion, la grafica de cualquier funcién de
la lorma f(x) = k cosh cx, k y ¢ constantes, se denomina catenaria. La forma que asume
un alambre flexible o una cuerda pesada que cuelgan entre dos postes bdsicamente es la
misma que la de la funcién coseno hiperbdlico. Ademas, si dos anillos circulares se man-
tienen juntos en forma vertical y no estan muy separados entre si, entonces una pelicula
jabonosa estirada entre los anillos asume una superficie con drea minima. La superficie
es una porcién de una catenoide, que es la superficie que obtenemos al hacer girar una
catenaria alrededor del eje .x. Vea la FIGURA 3.10.4.

LL.a semejanza entre las funciones trigonoméiricas e hiperbdlicas va mias alld de las
férmulas de derivadas y las identidades basicas. Si ¢ es un dngulo medido en radianes
cuyo lado terminal es OP, entonces las coordenadas de P sobre una circunferencia uni-
taria x> + y? = 1 son (cos ¢, sen £). Luego, el drea del sector sombreado que se muestra
en la FIGURA 3.105a) es A = %t y asi t = 2A. De esta forma, las funciones circulares cos ty

3.10 Funciones hiperhdlicas

a) cables colgantes

-~

Do oo L
= 3

b} pelicula de jabon
FIGURA 3.10.4 Catenaria en a);

catenoide en

b)

185

sen ¢ pueden considerarse funciones del drea A.

Tal vez usted ya sepa que la gréfica de la ecuacién x* — y? = | se denomina hipér-
bola. Debido a que cosht= 1y cosh® 1 —senh® r = 1, se concluye que las coordenadas de
un punto P sobre la rama derecha de la hipérbola son (cosh 1, senh ). Ademds, puede
demostrarse que el drea del sector hiperbdlico en la figura 3.10.5b) est4 relacionado con el
ntimero ¢ por t = 2A. Por tanto, vemos ¢l origen del nombre de la funcion hiperbdlica.

SEIHHOERAIE Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-12.

(R,
NPi

a) sector circular

~ P

' >

(1,0)

b) sector hiperbélico
FIGURA 3.10.5 Circulo en a);
hipérbola en b)

= Fundamentos

1. Si senhx = —, encuentre los valores de las funciones
hiperbdlicas restantes.

2. St cosh x = 3, encuentre los valores de las funciones
hiperbdlicas restantes.

En los problemas 3-26, encuentre la derivada de ta funcién
dada.

3. y = cosh 10x 4. y = sech8x

5. y = tanh'Vx 6. y= cschi

7. y = sech(3x — 1)? 8. y = senhe”

9. y = coth(cosh 3x) 10. y = tanh(senh x*)
11. y = senh 2xcosh 3x 12. y = sechx cothdx
13. y = x cosh x? 14. y= ser;hx
15, y = senh’®x 16. y = cosh*Vx
17. f(x) = (x — cosh x)? 18. f(x) = V4 + tanh6x
19. f(x) = In(cosh 4x) 20. F(x) = (In(sechx)y?
24 fy = ¢ —_ Inx

f) 1 + cosh x 22 S x> + senhx

23. F(1) = *hf 24. H() = ¢'e”’
5. g() = ——nl _ _ tanhz
25. 600 = T eenb ot 26. w(r) = ¥ coh P

27. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grifica
de y =senh3x en x = 0.

28. Encuentre de la recta tangente a la grifica de y = coshx
en x = .

En los problemas 29 y 30, encuentre €l o los puntos sobre la

gréfica de la funcién dada donde la tangente es horizontal.

29, f(x) = (x* — 2)cosh x — 2x senhx

30. f(x) = cos x cosh x — senx senh x

En los problemas 31 y 32, encuentre d’y/dx’ para la funcién
dada.

31. y = tanhx 32. y = sechx

En los problemas 33 y 34, C,, C,, Cs, Cy4 y k son constan-
tes reales arbitrarias. Demuestre que la funcion satisface la
ecuacién diferencial dada.

33. y = C, cosh kx + C, senh kx; y' =Ky =0

34. y = C, cos kx + C, sen kx + Cy cosh kx + C, senh kx;
YW —kly=0



