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1 Herhaling rico van een rechte

Richtingscoéfficiént

(xy,9,) en (x,,¥,) gegeven zif,
erekenen:

Verplaats A en

Ty (9 =26 (-2)
rey=2e41

Loodlijn:  [v)men icainn

Figure 1: https://www.geogebra.org/m/V6dh2XPP

2 Gemiddelde verandering over een interval

2.1 Begripsvorming
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de gemiddelde helling over het interval [0,361.22]

De gemiddelde helling over het interval [228.46,237.46]

Figure 2: https://www.geogebra.org/m/Bt3aCMHz

2.2 Definitie

De gemiddelde verandering of differentiequotiént van een continue functie f over het interval [a,b]:

f() - f(a)
b-a

M.a.w. dit is de rico van de rechte door de punten P(a, f(a)) en Q(b, f(b))


https://www.geogebra.org/m/V6dh2XPP
https://www.geogebra.org/m/Bt3aCMHz

1 Differentiequotiént

f(x)=[:ﬁ +3a%—4

over het interval [a;b]=[—3: —1]
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Dit is de rico van de rechte r door de punten (a,f(a) en (b,f(b))

D toon rechte

Figure 3: https://www.geogebra.org/m/Bt3aCMHz

3 Ogenblikkelijke verandering in een punt

3.1 Definitie afgeleide in een punt
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0.5, | . N g a,
| differentioquotiént = ricoPQ — %) J(@)
: v-a
o -
5 G765 o 51 s CREE SNG 5

(W] Toon rechte pQ en differentiequotient
(7] Toon raakiijn

J@) = f(a)

T—a
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Figure 4: https://www.geogebra.org/m/NGkF3XS6

3.2 Berekening f’(a) met behulp van definitie

keuze grafiek Afgeleide in een punt:
Berekening m.b.v de definitie
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————————
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a=-1
fla) = f(-=1)= -6
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Figure 5: https://www.geogebra.org/m/NGkF3XS6
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4 Rekenregel voor z",n € Q

f(z) = —22" + 5a® — 32”4+ T2 —
f(x) =—2-42° +5.32* —3. 22" + 7

f(x) = —8a® + 152 — 6z + 7

@) =va r@ =g

Ja)=at = f@) = gob " = pad =

Figure 6: https://www.geogebra.org/m/zdynkwvb

5 Alternatieve notaties

Voorbeeld: f(z) =2 +32% -4

Notatie 1: f'(z) = 322 + 62

Notatie 2: Df(z) = D(z% + 322 - 4) = 32% + 6z

df (z)  d(a® +32® - 4)
de dz

Notatie 3: =322 + 6z

6 Vergelijking raaklijn

f(x)=x3 + 3x2 - 4

Vergelijking raaklijn:

t ey = f(a) = (a)( — a)

a=-1

fla)=f(-1)=-2
f(@) =32+ 6= f(a)=f(-1)=-3

= P(a, f(a)) = P(-1,-2)

toy—(=2)=-3@-(-1)
tey=-3z-5

[J Vergelijking normaal:

Figure 7: https://www.geogebra.org/m/EscjM2Rh


https://www.geogebra.org/m/zdynkwv5
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7 Toepassingen op raaklijn

7.1 Lineaire benadering

2| Lineaire benadering voor f(z) =V (x)= sqrt(x)
| LInzoomen 7] Toon raaklijn t in de buurt van a .
Uitzoomen aarde voor x:|7 Geef een benadering voor V7

F(@) =t(z)
f(@)~ fla)+ f'(a)- (z — a)

F@ 2 )
F@ G et
11

fm=fma =Y

=>\/7~%:2.75

Figure 8: https://www.geogebra.org/m/NuZHM6eQ

Geef een lineaire benadering voor V7.9
Bepaal f(x) en a, zodat f(a) gemakkelijk te berekenen is: flz)= Vrena=8
Bepaal de vergelijking van de raaklijn in P(a,f(a)):

tery = fla) = fa) (@ —a)

a=3
flay=f@) =v8=2

V7.9 =f(79) ~ % ST9+ % = % =1.99166 (exact - V79 =1.99163)

“« <« TN e W 2 s

Figure 9: https://www.geogebra.org/m/NwZHM6eQ

7.2 Fouten propagatie

Er wordt een fout gemeten, in zeg bijvoorbeeld de zijde van een vierkant. Op welke manier zet
deze fout zich door in de berekening van de oppervlakte en hoe kunnen we afschatting bekomen
voor deze foutdoorzetting?

Fouten propagatie

Een zijde van een vierkant wordt fout opgemeten.
Welke invloed heeft dit op de opperviakte?

zijde vierkant x: Opp vierkant : A = x*

werkelijk gemeten zijde = 1.2

meetfout: Az =0.2

verwachte oppervlakte : A =1 D

berekende oppervlakte : A =1.44
werkelijk verschil : AA = 0.44
Benadering voor de fout:
A=
dA 2
a9
dx
AA = dA =2zdr =04

[~ Relatieve fout

dA 04
= =" =0.4 = 409
1 7 = 40%

Figure 10: https://www.geogebra.org/m/NwZHM6eQ
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7.3 Methode van Newton Raphson

Deze methode kan gebruikt worden om nulpunten van een functie iteratief te bepalen.

Methode van Newton Raphson o= 21
x1= 157839
=3 2 xp = 1.10253
f(x)=|2® — 22 +2+0.5 xo— —1.05967

Figure 11: https://www.geogebra.org/m/TGBSbRyf

7.4 Economische toepassing: het begrip marginaliteit

n=2
L Toon raaklijnen
F(x 0.51159
=x2— =1.10253 — =
TR fi(ay) 0.23661

= —1.05967

C [euro]

A

MC(6) = 31.5(exact)

ol

C.

AC = 80.67

MC(6) = 26(benaderend)

1 2 2

Een bedrijf produceert fruitsap.

De totale kosten C(in euro) voor de productie van een hoeveelheid q (in eenheden van 100l)

zijn gegeven door de functie:

C(q) = 400 + 20q — 4¢° 4+ 0.5¢*

De marginale kosten bij een bepaald productieniveau zijn gedefinieerd
als de bijkomende kosten voor de productie van de volgende eenheid

exact :

MC(q) =C(a+1)—C(a)
MC(6) =C(7)—C(6)
MC(6) = 515.5 — 484 = 31.5

benaderend :
MC(q) = C'(Q) = 20 — 8¢ + 1.5¢*

MC(6) = C'(6) = 26

De gemiddelde kostenfunctie:AC(q) =
AC(q) = % 420 — 4q + 0.5¢

AC(6) = 80.67

Figure 12: https://wuw.geogebra.org/m/qVhQfWrd

Cla)
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8 Afgeleide functie of hellingsfunctie

s w -

Het begrip afgeleide functie of hellingsfunctie

F(x)=1/8x3-5/4x2+2x+3

(7] toon\verberg raakiijnconstructie

. 3 5
toon () f/(x) = H % — 5 +2
x
————
TS \s 5 A 3] § 5 Do fi f B 4 51
- Als f(x) dalend is, dan is f'(z)< 0
Als f(x) «tijgend is, danis f'(x) 0

Figure 13: https://www.geogebra.org/m/dWqwC5qd

9 Tweede afgeleide

Tweede afgeleide
fX)=x3 + 3x2-4

Eerste afgeleide

s R
—
T
=t

f(z)=32"+62

/ \ ] / Tweede afgeleide
/ 7\ i | | | is de afgeleide van de eerste afgeleide
f'(x)y=6x+6
/I /
[ @

Figure 14: https://wuw.geogebra.org/m/qt9vwxqv

Correct!

New Problem

Figure 15: https://www.geogebra.org/m/qt9vwzqv
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10 Toepassingen uit de fysica

t=0 tijdstip | 0
positie | —4
puntdeeltje X(t) m
—4 -3 -2 -1 [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
waarnemer
X(t) [m] . i i ) =
positie van een puntdeeltje t.0.v. een waarnemer in functie van de tijd wordt gegeven door
5
z(t) =t>—4
s
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Figure 16: https://www.geogebra.org/m/nsGgY8T3
positie van een puntdeeltje t.o.v. een waarnemer in functie van de tijd wordi :
x(t)=|-x2 + 2x + 3 R N
je moet met x ingeven 5
o) = —t2+2t+3 : .
o : 2'(t) = v(t) = —2
R
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x(t) grafiek: positie

v(t) grafiek: snelheid
A

Figure 17: https://www.geogebra.org/m/nsGgY8T3

a(t) grafiek: versnelling

v(t)=x'(t)

a(t)=v'(t)=x"(t)

Figure 18: https://www.geogebra.org/m/nsGgY8T3
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11 Niet alle functies zijn overal afleidbaar

11.1 Verticale raaklijn

x
"
©

@

mogelijkheid 3:
Er is een verticale raaklijn

Ql Toon verticale raaklijn

Figure 19: https://www.geogebra.org/m/qf SulH6rn

11.2 Linkerafgeleide is verschillend van rechterafgeleide

x =1
s 2

Mogelijkheid 1: linkerafgeleide # rechterafgeleide

Vont, () f(1)=2
Vot (1) =-2

4

>

Figure 20: https://wuw.geogebra.org/m/qf SuH6rn

11.3 Niet continu

(]

mogelijkheid 2: f is niet continue in P(a,f(a))

Vwonr,@) .2 = é

2 Vont@  f(2)= -

P 0.33333

Figure 21: https://wuw.geogebra.org/m/qf SuH6rn
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11.4 Voorbeelden

Is f(z) = |2* — 4| overal afleidbaar?

Oplossing: B3
—3|=3=—(-3

grafiek f(z) = 2> —4 [ |Toon (-3 -9

|z* —4|=2%—4 alsa®—4>0 Sz<-20fz>2
—(z*—4) alsz®—4<0 & —2<z<2

grafisch: spiegelen rond x-as

YL fl@)=2z alsz<—20fz>2
—2x als —2<x<2

fis niet afleidbaar voor x=-2 want f;# [k
i Fi(~2) = 2(~2) = ~den fp(~2) = —2(~2) =4

[V/] toon raakiijnen voor x=-2

f is niet afleidbaar voor x=2 wantf]# f}, (W] Toon raakijnen voor x=2
f1(2) = =2(2) = —4en fz(2) =2(2) =4

« « 14114

Figure 22: https://www.geogebra.org/m/qf SuH6rn

a1 Bepaal de waarde(n) van a en b zodat f(x) continu en afleidbaar is:

flz) = {3x‘—f 0<x<1

b +axd 1<x

———— -
’ Continu:
f(x) is een samenstelling van gekende continue functies, dus alleen nog randpunt controleren
lim f(z) = lim f(2) = (1)
et 1
N 3+b=b+a=b+a <a=3
afleidbaarheid:
ry 5 T T 3 T r inr p : er moet gelden f', (1)=f'g(1)
b .
38— — =2bx+3aa’=>3—b=2b+3a
z
-

—8b=-3+3a+& -3b=6&b=-2

« « 12112 p

Figure 23: https://www.geogebra.org/m/qf SulH6rn

12 Continuiteit en afgeleide

Continuiteit en afgeleide

(] Als f continue is in een interval I,dan is f ook afleidbaar in I
Fout : neem bijv f(x) = [x* — 1|

V| Als f afleidbaar is in een interval I, dan is f ook continu in dat interval I
juist, bewijs:
geg: a€l f'o) = lim /("2 1@ postaar

o

70 Jim f(2) = (@)

Bewijs IH’“}(T) = illl: f(@) = fla) + f(a)
- M“";J(“),@ )+ f(a)
B (R e )

= f'(a) lim(z —a) + fla)

= f'(a)- 0+ f(a) = f(a)

Figure 24: https://wuw.geogebra.org/m/xqp6dj2p

13 Oefeningen

1. Bereken m.b.v. de definitie de afgeleide in de aangegeven punten


https://www.geogebra.org/m/qfSuH6rn
https://www.geogebra.org/m/qfSuH6rn
https://www.geogebra.org/m/xqp6dj2p

(a) f(x)=-22+3z-4, P(1,f(1))

(b) f(z) =2z -4, P(10, f(10))

(c) f(z) =35, P(-2,f(-2))

. Bereken de afgeleide van onderstaande functies m.b.v. de rekenregel
(a) g(x) =102° - 72% + 4276

(b) x(t) =4t>-3t> +5t -7

(¢) f(z) =2z +42° -8x+9

. Bereken de vergelijking van de raaklijn in het gegeven punt

(a) f(x)=322-4x+7, a=-2

(b) f(z)=a3+2yx,a=1

(¢) f(x) =z, a=9

(@) f(x)=1 a=-1

. Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan f(z) = 2 die ook door het punt Q(3,8) gaat.

. Bepaal de vergelijkingen van de raaklijnen aan f(z) = 222 die door het punt P(2,-10) gaan.
(A. y=-4z+ 2,y = 20x - 50)

. Bepaal de rico van de raaklijn aan y = \/z die de x-as snijdt in P(-1,0)
. Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan y = x\/7 die evenwijdig is met de rechte y = 3z +1

. Geef een lineaire benadering voor:

(a) V4.05

(b) /8.4

(¢) /16,03 met behulp van f(z)=+vVa+9

. Gegeven is de grafiek van {’(x). Gebruik deze samen met het feit dat f(-1) = 4 om een
lineaire benadering te geven voor f(-0.5)

10. Geef een afschatting voor de absolute en relatieve fout

(a) van de inhoud van een kubus als een zijde 30cm gemeten wordt, met een foutenmarge
van 0.1 cm.

(b) van de opp van een cirkel met een gemeten straal van 1 m, met een mogelijke foutmarge
van 0.04m. (A. absolute fout 0.087)

11. Ga na voor welke x-waarden volgende functies niet afleidbaar zijn:

(a) f(z)=|z* -4z -]
(b) f(z)=Va-1

(©) f(z)=[Vz]
(d) f(z)=]a* -2l

10



12. Voor hoeveel waarden van x, met x € [0,2] is f(z) = [z — 3| + |z - 1| + tan(x) niet afleidbaar?

13. Bepaal de waarde(n) van de parameters zodat volgende functies met meervoudig voorschrift
in hun domein continu en afleidbaar zijn:

22 -2rx-a x<1

(a) f(z)=

22 +br+2 x>1

3x+ L O<z<1

Ba?+ Az 1>z

(b) f(2) :{

2 +1 r<k
2?2 -2ax+a>+2 x>k

(¢) fz)= {

22 -2x-a x<l1

(d) f(z)=

22 +br+2 x>1

3x+ L O<z<1

Ba?+ Az® 1>z

(e) f(2) :{

14. Bepaal in elke grafiek f(z), f'(z) en f”(z)

F el Bemmisiasissias

7 I S

De onderstaande figuur toont de grafiek van drie verschillende reéle functies f, g en h. Eén van onderstaande
verbanden is geldig, welk?

(A f=g'=h"

(B) f=h'=g"
© h=rf'=g"
....... g (D) h=g' =f"

(b)

15. Beantwoord onderstaande vragen

11



6. [11 points] Link and Boots decided to have a race down a straight portion of Pauline Boulevard
that is 1.1 kilometers long. Let L{f) and B(t) be Link’s and Boots’s respective distances from
their starting point ! seconds after the race began. A graph of L(f) and B(t) is shown below.

D (meters)

: : oD By
1000 | ; i oo
800
600
400 |- =
200 ~

40 B0 120 160 200 240 280 320

a. [1 point] Who won the race? (Circle your answer.)

Link Boots

1 (seconds)
[

3. [2 points] Estimate the times at which Link and Boots were running at the same speed,

e. [3 points] Estimate Link's average velocity over the first 100 seconds of the race. Inelude

units,

d. [3 points] Estimate Link's instantancous velocity 40 seconds after the race began, Inelude

units,

@. [2 points] 160 seconds after the race began, is Link's acoeleration positive, negative, or

equal to zero? (Circle your answer.)

positive negative P

16. Gegeven is onderstaande x(t) — grafiek:

positie [m]
4
3
2
1
tijd [s]
3 2 ) 1 2 3
-2

De versnelling is het grootst op
t=2s

t=0s

t=0ent=4s

(a
(b
(c
(d

=

overal even groot

17. Gegeven z(t) =t> -3t +4

(a) Bepaal de gemiddelde snelheid in het interval [1, 3]
(b) Bepaal de ogenblikkelijke snelheid voor ¢ = 2

18. Gegeven z(t) =t-t2,0<t<5

12




(a) Waar bevindt zich dit puntdeeltje na 2 sec t.o.v. een waarnemer in de oorsprong?
(b) Bepaal de gemiddelde snelheid in het interval [0,5]
(c¢) Bepaal a(3). Wat wordt hiermee bedoelt?

19. Gegeven is onderstaande v(t) — grafiek over het interval [0,5] Bepaal de a(t) — grafiek in
hetzelfde interval.

snelheid [m/s]

14 taken

1. definitie afgeleide

2. toepassingen op definitie

13
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