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Los tres problemas clasicos &‘ r

1.- Duplicacion del cubo.

Dado un cubo de volumen V, construir un cubo de volumen 2V.

2.- Triseccion del angulo.

Dado un angulo cualquiera, dividir el angulo en tres angulos de igual amplitud.
3.- Cuadratura del circulo.

Dado un circulo cualquiera, construir un cuadrado cuya area sea igual a la del
circulo.

En los tres casos, la construccion ha de ser utilizando Unicamente regla (sin marcas)
y compas, en un numero finito de pasos.

Estos problemas fueron planteados en |la Antigua Grecia en el siglo V a.C.



1. Duplicacion del cubo. O

Conocido también como problema de Delos.

Segun cuenta la leyenda, hacia el ano 430 a.C. ocurria en Atenas una
terrible epidemia de peste, y ante la impotencia para combatirla, los
atenienses consultaron el oraculo del dios Apolo, cuyo altar se
encontraba en la isla de Delos.

Este mandé duplicar el volumen del altar de Apolo, que tenia la forma
de un cubo, dando origen al problema de la duplicacion del cubo.

3 = 2a°




Duplicacion de figuras planas. Q

Seguramente el origen del problema fue diferente a la conocida leyenda.

* Los gedmetras griegos conocian perfectamente técnicas para duplicar una figura

plana, basta multiplicar sus longitudes por /2, que es un nimero construible con
regla y compas.

* Resulta sencillo construir una figura plana de area n veces mayor.

Resuelto el problema en el plano, parece razonable intentarlo en el espacio.


https://www.geogebra.org/m/y5sb5uw4

Hipocrates de Chios (470a. c-410a. C.) O

* Hipocrates demostro que el problema se reduce a
encontrar dos medias proporcionales x e y tales que:

a_x_J

x y 2a
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No hay registros de construccion de medias proporcionales por
Hipocrates, probablemente no llegé a realizarlas.




Mecanismo de Platon O

* El primer intento de realizar la duplicacion del cubo se atribuye a
Platon (posiblemente no es el conocido fildsofo, sino otro de igual nombre).

regla mévil

regla fija

* Si se coloca el dispositivo de forma que b = 2a, el segmento X es la
media proporcional que permite duplicar el cubo.


https://www.geogebra.org/m/zjagryen

Mesolabio de Eratostenes (276 a. C.-194 a.C.) Q

~ | *Sencillo mecanismo, conocido como Mesolabio de
.~ Eratdstenes, que permite resolver el problema de Ia
duplicacion del cubo.
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* Si los cuatro puntos estan alineados, aplicando el teorema
de Tales:

X Y

a_ —
x vy 2a


https://www.geogebra.org/m/avvrewsz

Arquitas de Tarento (430a.c.-360a.C.) &5

Da una de las soluciones mas ingeniosas y complejas:
la interseccion de un cilindro, un cono y un toro es la
solucion que permite la duplicacién del cubo.



https://www.geogebra.org/m/ahk4jfpd

Conicas de Menecmo (374-325 a.C.) «g"
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x° = ay (1)—Parabola

== < y°=2ax (2)-Pardbola
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Menecmo imagina estas curvas como interseccion de un plano con un cono recto.


https://www.geogebra.org/m/mgznrtcx
https://www.geogebra.org/m/mgznrtcx

Curvas mecanicas

 Concoide de Nicomedes (~250, ~210 a.c) e Cisoide de Diocles (240-180 ac)

Curvas no construibles globalmente con regla y compas.


https://www.geogebra.org/m/a6b7ujqu
https://www.geogebra.org/m/uafd9w3s
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Apolonio de Perga (262-190a.c) O

* Apolonio, “El gran Gedmetra” plantea una solucion tan
sencilla como brillante.

* Si los puntos X e Y se situan de forma que Distancia(C,X) =
Distancia(C,Y), entonces:

No confundir con . L
Apolonio de Pérgamo ]
médico
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° y 2a
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* En esta disposicion, X e y son las medias
proporcionales que resuelven el problema.


https://www.geogebra.org/m/vdtpqjwg

2. Triseccion del angulo

* El problema consiste en dividir con regla y compas en tres
partes de igual amplitud un angulo cualquiera en un
numero finito de pasos.

* No se sabe con exactitud como surgié del problema y no
hay leyenda que acompane su origen.

* El problema tiene matices que lo diferencian de los otros
dos problemas:

o Ningun cubo se puede duplicar, ningun circulo puede cuadrarse,
pero si hay angulos que se pueden trisecar.

o Dado un angulo es inmediato construir el angulo de amplitud tres
veces mayor.

{



Biseccion angulo

* La biseccion del angulo era bien conocida por los
geometras de la antigliedad, y por tanto también Ia
division en cuatro, ocho, ... partes iguales.

* Parece logico que los gedmetras griegos buscaran como
dividir el angulo en tres partes de igual amplitud.

CJ


https://www.geogebra.org/m/zgvs2mrn

Algunos angulos trisecables

* La triseccion de un angulo cualquiera no es posible con regla y
compas en un numero finito de pasos. Si lo es sin embargo la
triseccion de algunos angulos.
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* Si un angulo es trisecable, lo es también su angulo mitad,...
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https://www.geogebra.org/m/seajbgur
https://www.geogebra.org/m/sgx2pmps

Triseccion aproximada Q p

* A lo largo de |a historia, matematicos y aficionados han
realizado construcciones que de forma aproximada

trisecan un angulo.

* Esta construccion da “resultados aceptables” para valores
pequenos del angulo.

F
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https://www.geogebra.org/m/mdkynfq8

Trisectriz de Hipias 443 a. c.-399 a. C)

* Una de las primeras curvas mecanicas, construida por
Hipias de Elide, para trisecar el angulo.

A 0% B

* Posteriormente, Dinostrato demostro que esta curva
permite la cuadratura del circulo, motivo por el que la
curva es también conocida como cuadratriz de Hipias.

€7


https://www.geogebra.org/m/f53wchbs

Triseccion con regla marcada Q

 Una forma de trisecar un angulo arbitrario, con un "pequefno"
paso fuera del marco clasico griego, es mediante una regla con
dos marcas separadas por una distancia determinada.

« Se conoce como neusis este méetodo que ya fue utilizado por
Arquimedes para resolver la triseccion.


https://www.geogebra.org/m/quknguww

Espiral de Arguimedes (287-212a.c) O

* La espiral de Arquimedes es una curva mecanica
ideada por el sabio de Siracusa con el fin de
resolver el problema de |a triseccion del angulo.

* La espiral de Arqguimedes permite dividir un angulo
en un numero cualquiera de partes.


https://www.geogebra.org/m/zb7yawvr

Concoide de Nicomedes (~280a.c., ~210a.C)) & ’

* Una de las primeras curvas mecanicas que permiten trisecar el angulo
es la Concoide de Nicomedes.

* Esta curva permite también la duplicacién del cubo como ya hemos
visto.


https://www.geogebra.org/m/gcb4prqp

Otras curvas mecanicas

e Pappus de Alejandria (290-350)

e Caracol de Pascal (1588-1651)

N4

* Trisectriz de Maclaurin (1698-1746)
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https://www.geogebra.org/m/mnnsucq5
https://www.geogebra.org/m/yfrchbxx
https://www.geogebra.org/m/dz7faqng
https://www.geogebra.org/m/DYTWW8ah

Mecanismos para trisecar un angulo

Compas de Descartes.

Compas de cuatro brazos con conexiones articuladas
intermedias disenadas de forma que mantengan iguales
los tres angulos.

Este dispositivo fue estudiado por René Descartes en

1629, segun consta en su correspondencia con Isaac
Beeckman.

Posteriormente se construyeron otros mecanismos capaces
de trisecar angulos, como el trisector de Kempe vy el abanico
de Sylvester (imagen de la derecha).



https://www.geogebra.org/m/e9d7scja

Triseccion mediante series O

 Mediante la utilizacion de series que convergen a 1/3 puede
aproximarse tanto como se desee la division de un angulo en tres
partes iguales.

=1 1 1 1 1
— =4+ —4..==
~'4" 4 16 64 3

\/1+2\/1+3\/1+4\/1+... =3 = L =1. Ramanujan

\/1+2\/1+3\/1+4\/1+... 3



https://www.geogebra.org/m/dmgejcnu

3. Cuadratura del circulo

 El problema geomeétrico consiste en construir un
cuadrado de igual area a un circulo dado
utilizando regla y compas mediante un numero
finito de pasos.

 Es un problema equivalente a la rectificacion
de la circunferencia, es decir, a la construccion
de un segmento recto con la misma longitud que
una circunferencia dada.




Cuadratura de figuras planas Q

Los gedOmetras griegos conocian perfectamente como cuadrar figuras
planas: rectangulo, triangulo, y en general cualquier poligono.

_____

-

éSera posible cuadrar figuras curvilineas? Parece coherente empezar
por la “mas sencilla” cuadrando el circulo.

Comienza un largo y fructuoso camino.


https://www.geogebra.org/m/nk74e9fm
https://www.geogebra.org/m/s8kjmr8r

Cuadratura de Lunulas O

e Lunula de Hipodcrates e Lunulas de Alhacén (945-1040)

A

C B

D

e Otras lunulas aue pueden cuadrarse (Euler)



https://www.geogebra.org/m/wnx8kqfc
https://www.geogebra.org/m/dhpydmpx

Espiral de Arquimedes O

* La espiral de Arquimedes, aparte de trisecar el angulo, permite
también cuadrar el circulo al menos con dos razonamientos
diferentes.



https://www.geogebra.org/m/ppugfnjb
https://www.geogebra.org/m/ppugfnjb

Cuadratriz de Hipias O

* Dinostrato (390-320 a.C.) unos 100 anos después de la construccion
de la trisectriz de Hipias, demuestra que esta curva permite la

cuadratura del circulo. \

e Actualmente la curva se conoce \
también como cuadratriz de Hipias. N ] N
", ! |
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* Las areas coloreadas son iguales. g



https://www.geogebra.org/m/feq63e7m

Cuadraturas aproximadas (con regla y compas) Q ’

E.W Hobson 1913

/

44
/a £

25 T
Louis Loynes 1961.

Ramanujan 1914.


https://www.geogebra.org/m/tqbkuzkk
https://www.geogebra.org/m/hkmk4myn

Imposibilidad de resolucion de los tres problemas O

e Carl Friedrich Gauss y Evariste Galois realizaron un trabajo
preliminar importante, en el que se baso Pierre Wantzel para
encontrar la prueba final de la imposibilidad de la triseccion
del angulo y de la duplicacion del cubo en el afio 1837.

* La prueba de la imposibilidad de cuadrar el circulo Ia
proporciond en el ano 1882 Carl Louis Ferdinand von
Lindemann al demostrar la trascendencia del numero .
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iMuchas gracias por su atencion!

Jose Manuel Arranz

josemarranz@gmail.com

geogebra.org/u/arranz
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