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3. ECUACIONES, SISTEMAS DE ECUACIONES E INCECUACIONES

Introduccién

Este tema lo dedicaremos a la resolucion de ecuaciones y sistemas de
ecuaciones.

Como propuesta de trabajo seguiremos utilizando GeoGebra,
aprovechando las opciones de CAS incorporadas a partir de la ultima version.

Comenzamos activando la vista CAS — Calculo simbdlico ya conocida.

Vista Algebraica Cirl+Mayis+A
** Hoja de Calculo Ctri+Mayis+S
*  Calculo Simbdlico (CAS) Ctri+Mayis+K
@ Vista Grafica Ctri+Mayis+1
@ Vista Grafica 2 Ctri+Mayts+2
Ay Vista Grafica 3D Ctri+Mays+3
~»  Protocolo de Construccion Ctri+Mayls+L
- Calculadora de probabilidad Ctri+Mayls+P
Teclado

v Barra de entrada
.+ Disposicion ...

& Actualiza las Vistas (limpia rastros) Cirl+F
Recalculo de todos los objetos Cir+R

Resolucion de ecuaciones

Para resolver ecuaciones disponemos del boton x=

Resuelve en la
barra de herramientas.
Bastara con escribir la ecuacion que deseamos resolver y al pulsar el

botén, GeoGebra devolvera las soluciones.

» Calculo Simbédlico (CAS)
q | XX+

Resuelve {x=-2,x=—-1,x=1,x=2}
2 (]
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Como ha ocurrido con los botones expuestos anteriormente, disponemos
de comandos que realizaran las mismas acciones.

Para resolver ecuaciones de cualquier tipo, podemos utilizar los
comandos Soluciones o Resuelve, cuyas sintaxis son similares.

Por ejemplo, para resolver la ecuacion expresion=0, conteniendo una
Unica variable se utilizara:

Soluciones[expresion] Resuelve[expresion]

Soluciones[x®-4x+3]

-~ {1,3}

Cuando la ecuacion contiene mas de una incognita sera necesario incluir
un segundo argumento que indique con respecto a cual se desea resolver.

Soluciones[ecuacién, variable] Resuelve[ecuacion, variable]

Soluciones[a ¥*+ b x+c=0 3]

—bx—c
. —a

Soluciones[a x=+b x+c=0X]

v—4ac+b?—b —+v—-4ac+b2—-b
- 2a ’ 2a

El mismo resultado obtendremos utilizando Resuelve.

Resuelve[a x2+b x+c]

5
. _V—4ac+b2-b  —+v—-4ac+b?-b

R X
2 a ’ 2a

Ejemplo 1
Resolver, con respecto a cada una de las variables, la ecuacion:
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8x* —6mx+m? =0
Para resolver la ecuacion con respecto a cada una de las variables,
bastard con escribir la ecuacion indicando la variable con respecto a la que se

desea obtener la solucion, como aparece en la imagen siguiente:

Resuelve[8x2-6m x+m?=,x]

1 1
- XS5 mx=,ym

Resuelve[8x=-6m x+m= m]

-~ {fm=2x.m =4x}

El comando Soluciones puede utilizarse para calcular las raices de un
polinomio, solucionando de esta forma, los casos en los que el comando
Factoriza, estudiado anteriormente, no devuelva las soluciones al no ser

numeros fraccionarios.

Factoriza[x*-5]

~ x2—5

Soluciones[x®-5]

L [vE V)

Para obtener las raices de un polinomio no serd necesario expresarlo en
forma de ecuacién ya que en los comandos Soluciones o Resuelve se puede

omitir el segundo término cuando es igual a 0.

Ejemplo 2
Resuelve las ecuaciones polinémicas:
X} +x?-7x-7=0 x*+3x*-4=0
Para obtener las soluciones de cada una de las ecuaciones bastara con

utilizar cualquiera de los comandos anteriores.
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10

Soluciones[x+x=-7Tx-7=0]

. {—v’?,—l,v’?}

11

Soluciones[x*+3x=-4]

- {_L 1}

A partir de las soluciones obtenidas comprobamos que en la segunda

ecuacion faltan algunas raices ya que el polinomio es de cuarto grado y solo

hemos obtenido dos raices.

Podemos pedir que nos devuelva la descomposicion en factores

utilizando el comando Factores para obtener los distintos factores y el orden o

Factoriza para obtener el polinomio como producto de sus factores.

Factores[x*+3x=4]

12 x—1 1
_ x+1 1
x2+4 1

13 Factoriza[x*+3x2-4]

~ (x—=1) (x+1) lfx2—|—4:|

14

FactorCx+*+3x2-4]

= (x=1) (x+1) (x+21i) (x—21)

Observamos, que hay dos raices complejas que no hemos obtenido

utilizando el comando Soluciones.

Para obtener todas las raices, no solo las reales, sera necesario emplear

el comando SolucionesC.

15

SolucionesCx*+3x*-4]

Lo{-1,1,2,—-21}

Agustin Carrillo de Albornoz Torres 5



Club GeoGebra Iberoamericano

Resolucion aproximada de ecuaciones

En ocasiones, sobre todo en versiones anteriores a la 4.4. de GeoGebra,
los comandos anteriores no seran capaces de hallar todas las soluciones de
una ecuacion, por lo que sera necesario recurrir a la resolucion numérica.

En la nueva version los comandos Soluciones y SolucionesC
devolveran las raices, incluso aquellas que obtiene de manera aproximada.

Por ejemplo, al resolver la ecuacién x° +x—2=0, obtendremos las dos
soluciones reales con el primer comando y todas las soluciones al resolverlas

en C.

Soluciones[x&+x-2]

. {-1.21,1}

SolucionesC[x5+x-2]

-~ {-1.21,1,-0.52 +1.06i,—0.52 — 1.06i,0.634+0.88{,0.63 — 0.88 i}

Una vez introducida la expresion de este factor en la fila siguiente o
copiada para facilitar su escritura, al marcar el circulo que aparece junto a la
etiqueta de la fila, GeoGebra define una funcion cuya expresion es el polinomio
anterior, que llevara a la Vista algebraica y representara en la Vista grafica.

Ademas, GeoGebra ofrece otros comando para resolver de manera
numeérica una ecuacion.

La sintaxis de estos comandos es:

SolucionesN[ecuacion]

SolucionesN[ ecuacion, variable]
SolucionesN[ecuacién, variable=valor inicial]
ResolucionN[ecuacion]

ResolucionN[ ecuacion, variable]

Resolucion [ecuacion, variable=valor inicial]

Ejemplo 3
Resuelve la ecuacion 2x = sen(x —1)
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Comenzamos utilizando el comando Soluciones para comprobar qué

resultados obtenemos.

4 | Soluciones[2x=sen(x-1)]

- 7

Recurrimos a la representacion grafica para conocer si existen
soluciones.
Para ello, definimos las dos funciones que corresponden a cada uno de

los miembros de la ecuacion.

» Vista Algebraica [ | » calculo Simbdlico (CAS) (] | = vista Grafica
= Funcion
@ fx) =2x

2 g(x) =sen(x—1)

1 | Soluciones{2x=sen{x-1)] L #

-7

Observamos que existe una raiz en el intervalo [-1, 0] que podemos

obtener con ayuda del comando SolucionesN.

SolucionesN[2x=sen(x-1)]

~ {—0.4987011335}

2

En cualquier momento es posible cambiar la precision para los calculos
que hard que gracias al dinamismo de GeoGebra, todas las filas se

actualizaran.
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Descripciones v
Redondeo " 0 cifras decimales
] 1 cifra decimal
a+  Efiquetado ! _ :
@ 2 cifras decimales
Al Tamafio de lefra L 3 cifras decimales
o Idioma " 4 cifras decimales
_ o cifras decimales
¢ Avanzado . _ _
10 cifras decimales
[¥] Guardar la configuracion 15 cifras decimales

Reestablecer la configuracion por defecto _ o
3 cifras significativas

5 cifras significativas
10 cifras significativas
15 cifras significativas
Podemos pensar que estos comandos aportan poco, ya que el valor
anterior se podria obtener aplicando la herramienta Interseccion de dos objeto
para hallar el punto de interseccion de las dos funciones.
Las coordenadas de este punto apareceran en la Vista algebraica y

también en la Vista grafica.

» Vista Algebraica (]
= Funcion

o f(x) = 2x

@ g(x) = sen(x — 1)

- Punto
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- Vista Grafica

- H

Resolucion de un sistema de ecuaciones
La resoluciéon de un sistema de ecuaciones lineales se realizara a través

de los comandos utilizados anteriormente para resolver ecuaciones.

Bastara utilizar los comandos Soluciones o Resuelve para obtener la
solucion, en caso de existir, de un sistema de ecuaciones.

Las ecuaciones del sistema se escribiran encerradas entre laves (como
una lista, separadas por comas y lo mismo para las incognitas.

La sintaxis sera:

Soluciones[{ecuacioni,ecuacionz,...},{X, ¥, z, ...}]

Resuelve[{ecuaciOni,ecuacionz,...},{x, Y, z, ...}]

Por ejemplo, para resolver el sistema de ecuaciones lineales:

3X+2y-3z=1
X+3y—-2z=-3
4x—-y-52=4

Agustin Carrillo de Albornoz Torres 9
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Bastara con ejecutar la el comando con la sintaxis siguiente:
Soluciones[{3x+2y-3y=1,x+3y-2z=-3,4x-y-5z2=4},{x,y,Z}]
El programa devolvera, en este caso, la solucién Unica, al ser el sistema

compatible determinado.

’ Soluciones[{3x+2y-3z=1 x+3y-22=-3 dx-y-S52=4} {x.y.Z}

~ (2 -1 1)

Ejemplo 4
Resolver el sistema de ecuaciones:
Xx—2y+3z=1
y+2z=-3
X-3y+z=4

Repetimos el proceso anterior utilizando de nuevo el comando

Soluciones.

Soluciones[{¥-2y+3z=1 y+27=-3 ¥-3y+z=4} {¥.y.Z}]

(o2 1 _1x_5)
( 1 171

Resultado que indica que el sistema es compatible indeterminado, cuya
solucién aparece en funcién de la incégnita X, aunque si lo resolvemos con

respecto a las incognitas x e y, obtendremos:

Soluciones[{x-2y+3z7=1y+27=-3 ¥-3y+Z=4} {x y}]

- [ =Tz—=5 —-2z2-3 )

Ejemplo 5
Resolver el sistema de ecuaciones lineales:

Agustin Carrillo de Albornoz Torres 10



Club GeoGebra Iberoamericano

X—-y+z+t=1
X+y+2z-t=2
X-3y+z-3t=-2
Este sistema tiene mas incognitas que ecuaciones, por lo que debemos
indicar con respecto a que incognitas se desea resolver, siguiendo el mismo
proceso que en los ejemplos anteriores, aunque si lo deseamos podemos
indicar que todas son incognitas para que el programa devuelva la solucion

considerando los parametros.

Soluciones[{x-y+z+i=1 x+y+22-4=2 x-3y+z-31=-2} {x y Z.1}]
3
”x 2x+1 2 1 1 x_|_1 )
& 9 2 3 9 2
Ejemplo 6

Discutir y resolver, segun los valores del parametro a, el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:
ax+y+z=4
X—ay+z=1
X+y+z=a+2
Una vez expresadas las ecuaciones anteriores, bastara con resolver el

sistema de ecuaciones con respecto a las incégnitas [X, Y, Z]

Soluciones[{a x+y+7=4 x-a y+7=1_x+y+z=a+2} Ix v.7}]

(—a—i—? 1 az—l—a—Ej

, a—1 a—1

A partir del resultado anterior, podemos deducir que si a = 1 el sistema
es incompatible, que ademas, podemos comprobar resolviendo dicho sistema
haciendo uso de la opcion para sustituir valores en una expresion disponible a

traves del boton Sustituye.

Agustin Carrillo de Albornoz Torres 11
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Ha+2)/(@a-1).1. @ +a-3)/(a-1)}

Sustituye, a=1 (e 1 oo )

Por tanto, la discusion del sistema seria:
Sia=1 sistemaincompatilde
Si a=1 sistema compatible x= _a;z’ y=1z= M
a-1 a-1
El procedimiento para resolver sistemas de ecuaciones no lineales es
similar al seguido para resolver sistemas lineales, para lo cual se utilizaran los

mismos comandos, tal y como podemos comprobar en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 7
Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
x> +y*=5
X+y=3

Una vez expresadas las ecuaciones anteriores, bastara con utilizar los
comandos Soluciones o Resuelve para obtener las parejas de valores
correspondientes a las soluciones, que apareceran tal y como muestra la

imagen siguiente:

Soluciones[{x*+y?=5 x+y=3}.{x.y}]

(12
(21

Utilizando el comando SolucionesN se podrd resolver de forma

numeéerica un sistema de ecuaciones.

7 SolucionesN[{cos(x)-sen(y)=1,cos(x)+2sen(y)}=0}.x.y}]
-~ {—0.8410686706, —0.3398369095}
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Inecuaciones
Para representar el conjunto solucion de una inecuacion, bastara con
introducirla a través de la linea de entrada.

Entrada: | 3x<6

Al pulsar Enter, el conjunto solucién aparecera representado en la Vista

gréfica, tal y como mostramos en la imagen siguiente:

b Vista Algebraica [®] | » Vista Grafica

= Inecuacion
ey ai3dx< b

En la imagen observamos el conjunto de puntos del plano que
corresponden al conjunto solucion de la inecuacion. Si deseamos que aparezca
como conjunto solucion el intervalo de valores de x, solo hay que pulsar el
boton derecho sobre la vista grafica o sobre el conjunto solucion representado
para seleccionar Propiedades de Objeto.

En la pestafa Estilo, solo hay que marcar la opcion Expone sobre eje-x

para que el conjunto solucién aparezca representado en el eje de abscisas.
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| Basico | Colof| Estilo [Jvanzado | Programa de Guidn - Scripting

e
Grosor de Trazo

U

o2 4 &6 8 10 12

Estilo de Trazo: v:

[7] Expone sobre eje-x

Sombreado: :Esténdar v: 7] Invierte Relleno

Una vez marcada la opcion anterior, el resultado sera el que aparece en

la imagen siguiente:

-2

De manera anéloga se podra representar, y por tanto, resolver, cualquier

inecuacion de grado superior o de mas de una incognita.

Agustin Carrillo de Albornoz Torres
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Utilizando el operador légico Y (A) se podra obtener el conjunto solucion
correspondiente a un sistema de inecuaciones.
Para ello, bastara con representar con escribir a A b, siendo a y b las

inecuaciones.

Agustin Carrillo de Albornoz Torres 15
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¥ Vista Algebraica [z] | » vista Grafica
= Inecuacidn
@arx—2y<1
@ b: y <x

b Vista Algebraica [] | » vista Grafica
= Inecuacidn

Ejemplo 8

Obtener el conjunto solucion del sistema de inecuaciones

X+y=>3
Xx-—y>3]"

Agustin Carrillo de Albornoz Torres 16
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Comenzamos introduciendo cada una de las ecuaciones a través de la
linea de entrada, para obtener la representacion que aparece en la imagen

siguiente:

= Inecuacidn
'0 a:x+y=3
@ bix—y >3

Para obtener el conjunto solucion del sistema de inecuaciones, bastara

con introducir la expresion a A b.

Agustin Carrillo de Albornoz Torres 17
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Las posibilidades que ofrece la representacion de inecuaciones nos

permite resolver problemas de programacion lineal.

Ejemplo 9

Una empresa elabora dos productos, A y B. Cada unidad de A requiere 2

horas en una maquina y 5 horas en una segunda maquina. Cada unidad de B

necesita 4 horas en la primera maquina y 3 horas en la segunda maquina.

Semanalmente se dispone de 100 horas en la primera maquina y de 110 horas

en la segunda.

Si la empresa obtiene un beneficio de 70 euros por cada unidad de A, y

de 50 euros por cada unidad de B, ¢qué cantidad semanal de cada producto

debe producir con objeto de maximizar el beneficio total? ¢Cual es ese

beneficio?

A patrtir de los datos construimos la tabla siguiente:

Productos Maqguina 1 Maquina 2
A 2 horas 5 horas
B 4 horas 3 horas

100 horas 110 horas

Agustin Carrillo de Albornoz Torres

18



Club GeoGebra Iberoamericano

Si llamamos x al namero de unidades del producto A, e y al nimero de
unidades del producto B, las relaciones entre estas variables, de acuerdo con

las limitaciones de horas de cada maquina son las siguientes:

2x+4y <100
5x+3y <110
x>0
y>0
Representamos las desigualdades anteriores y obtenemos el recinto
comdan.
= Inecuacidn
D oa:2x 44y < 100 e
b:5x+3y <110 T~
rec:x >0 -\1-\-—\"\.
d:y >0
G oe: (2x+ 4y <100) A(Bx 4!

-101

La funcién que hay que maximizar es 70x+50y que definimos introduciendo la
expresion a través de la linea de entrada.
A continuacion, para obtener los vértices del recinto, es necesario dibujar las rectas

correspondientes a las dos primeras

Agustin Carrillo de Albornoz Torres 19
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= Funcign Multivariable

i@ flxy) = T0x 4+ 50y

= Inecuacidn

D ar2x 4+ 4y <100

< b:Bhx4+3y <110

~Decrx =0
odiy>=0

----- De:(2x+4y<100) A(5x+!

= Punto

----- @ A=(0,25)

----- 3 B=(10, 20)

----- 3 C=(22,0)

----- 3 0=(0,0)

= Recta

I gx+2y=50

4 ksx+3y=110

desigualdades.

201

Agustin Carrillo de Albornoz Torres
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Ya solo queda comprobar en qué vértice se obtiene el maximo de la

funcion.

Para ello, podemos obtener el valor de la funcion para las coordenadas
de cada uno de los vértices, escribiendo a través de la linea de entrada
f(x(A),y(A)), f(x(B),y(B)),...

Como alternativa se podra obtener el comando Vértices para obtener
las soluciones de un sistema de inecuaciones.

Vértices[sistema de inecuaciones]

También, se podra representar la recta 70x+50y=0, dibujando a

continuacion las rectas paralelas por cada uno de los vértices del recinto para

observar cual tiene mayor ordenada en el origen.

=l Funcién Multivariable

] f{:r..)r} = ?0):-0—50)‘
- Inecuacidn

----- Doa:2x44y <100
----- 2 b:5x4+3y <110
----- Jerx >0

----- Sdiy =0

----- Je:(2x+4y=<100) A(bx+.
- Punto

----- 4 A=(0,25)

----- 3 B=(10,20)

----- 4 C=(22,0)

----- 3 D=(0,34)

..... 3 0={0,0)

=l Recta

----- 4 gix+2y=50

----- J ihx+3y=110

----- 4 [Tx+hy=0

----- J Kix+5y=125

----- J ETx+5y=154

----- J m:Tx+5y=170

Por tanto, el maximo de la funcion se alcanza en el vértice B cuyas
coordenadas son (10,20), lo que significa que se haran 10 unidades del
producto Ay 20 del producto B.

El maximo de la funcién sera 70.10+50.20=1.700 €.

Agustin Carrillo de Albornoz Torres 21
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ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Resolver la ecuacion: 2)(_1—2(x—3)=5+3—2x.
2. Resolver: x* —10x® + 35x* —50x +24=0.
3. Resolver: 26 - 2 =2- X+4 )

X*-1 x-1 x-1

4. Resolver la ecuacion siguiente con respecto a cada una de las variables:

Xy —2x° —y = x> -2y.
5. Determinar las raices de los polinomios:
a X +2x7+x+2
b. x*+4x®-25x* —16x+84
C. X=X =7X" +6x°+X°+7x-7
d. 6x°+25x* —93x® — 404x*> — 48x + 64

6. Halla las raices del polinomio: 2x° +11x* +2x® —51x* —14x + 60.

2x+y=1
3x -7y=44

7. Resolver el sistema de ecuaciones:

8. Resolver los sistemas de ecuaciones siguientes:

2X+Yy-2=-6
a. X+3y+z=3
3x-4y+52=17
X+2y-3z=4
b. 2x-y+2z=7
3x+y-z=11
. X-5y+z-t=1
" X+3y-z-2t=4
9. Resolver el sistema de ecuaciones lineales:
X+2y+3z=1
-y+2z=0
3y-2=2
X+4y+3z=3

Agustin Carrillo de Albornoz Torres
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2 x-3y+z=0
10.Resolver el sistema homogéneo siguiente: x+8y-3z=0
5x+2y-z=0
3x+4y-z2=0
11.Resolver: 2x+ y+z=0
7x-6y+ z2=0
12.Estudia su comportamiento segun los valores de m y resuélvelo para
m=2.
X+y=1
my+z=0

X+(A+m)y+mz=1+m

13. Clasifica el siguiente sistema segun los valores de m.

2X+my =0
X+mz=m
X-y+3z=1

14.Resuelve las inecuaciones siguientes:

X=8 gx_7 X;Zys% x> —7x+12>0

15.Resuelve los sistemas de inecuaciones siguientes:

X+y<3
5X+5>2x+7
3X—2y>6
2X—-3>5Xx—-8
X+3y>1

16. Sea el recinto definido por las inecuaciones siguientes:
X+y<15 X<2y 0<y<6 x>0
a. Representa graficamente dicho recinto.
b. Calcula sus vértices.
c. Determina el maximo valor de la funcion F(x,y)=8x+5y en el recinto

anterior y dénde se alcanza.
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17.Un empresario fabrica camisas y pantalones para jovenes. Para hacer
una camisa se necesitan 2 metros de tela y 5 botones, y para hacer un
pantalébn hacen falta 3 metros de tela, 2 botones y 1 cremallera. La
empresa dispone de 1050 metros de tela, 1250 botones y 300
cremalleras. El beneficio que se obtiene por la venta de una camisa es
de 30 euros y el de wun pantalbn es de 50 euros.
Suponiendo que se vende todo lo que se fabrica, calcule el numero de
camisas y de pantalones que debe confeccionar para obtener el maximo

beneficio, y determine este beneficio maximo.

18.Un comerciante dispone de 1200 euros para comprar dos tipos de
manzanas Ay B. Las del tipo A las compra a 0.60 euros/kg y las vende a
0.90 euros/kg, mientras que las del tipo B las compra a 1 euro/kg y las
vende a 1.35 euros/kg.
Sabiendo que su vehiculo a lo sumo puede transportar 1500 kg de
manzanas, ¢ cuantos kilogramos de cada tipo debera adquirir para que el

beneficio que obtenga sea maximo? ¢,Cual seria ese beneficio?
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