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Problemas — Tema 2

CCSS Problemas resueltos - 11a - calculo de area con
integrales definidas

1. Calcula:

a) La integral definida f (x*=3x)dx
0

b) El area encerrada por la funcién f(x):x2—3x , el eje OX vy las rectas verticales x=0 ,
x=4

a) | (x*-3x)dx=[F(x)];=F(4)-F(0)

O )

4 3 2 4
64 . 16 64 -8
Bx)de=[2 3% =8 3.20 ()= 40
{xxx[.% 2]03 > 10=3 3

La integral definida es negativa. No confundir con el valor de un area, que siempre resulta positiva.

b) La funcion f (x)=x"—3x cortaaleje OX en elintervalo [0,4] . Por lo tanto, el area encerrada
no es igual a la integral definida en el apartado anterior.

Debemos esbozar su grafica para comprender el area total.
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El punto de corte con el eje de abscisas se produce en (3,0) . Por lo tanto, siguiendo la notacién de la
grafica:
3

4
A=A ,+4, — Alz—f(x2—3x)dx , Azzf(x2—3x)dx
3

3 3 23
27 27 27 27, 27 _9
A== [(F=3x)dv=—[%-3%] =— [~ —(0)]=—[ S-S ]==2-=2
=3T3 ) =TT 0= T T =0
4 3 2 4
64 48 (27 27 64 27 11
A= Bx)de=[X 3 X (2220 (AL LI D22 sl 20
2 i(x Na=l3 351 =T 5553 6 6
9 11 _19 >
S A=A AA=2 A=
Por lo tanto HL=S =3 u
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2. Calcula:
2n
a) La integral definida f sen(x)dx
0
b) El area encerrada por la funcién f(x)=sen(x) , el eje OX 'y las rectas verticales x=0 ,

x=21

a) 2fsen(x)a’xz[F(x)](z)H:F(2 n)—F(0)

2n

_f sen(x)dx=[—cos(x)];"=—cos(2m)+cos(0)=—1+1=0

0

b) La funcion f (x)=sen(x) cortaaleje OX enelintervalo [0,27t] . Por lo tanto, el 4rea encerrada
no es igual a la integral definida en el apartado anterior.

Debemos esbozar su gréfica para comprender el area total.

254 x=0 x=21

05 0 65

El punto de corte con el eje de abscisas se produce en (Tt,O) . Por lo tanto, siguiendo la notacién de la
grafica:

A=A,+A, —Llasédreas A, y A, soniguales—> A4,=A4, —» A=2-4,

Alzfsen(x)dxz[—cos(x)]gz—cos(n)+cos(0)=l+1:2 - A=4 v’
0
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3. Calcula el area encerrada por la funcién f(x)z—x2—3 , el eje OX 'y las rectas verticales
x=0vy x=4

Enelintervalo [0,4] lafuncion f(x)=—x’—3 es f(x)<0 .Porlo tanto el 4rea que nos solicitan
coincide con el valor absoluto de la siguiente integral definida:

3 4
(=3 x|~ [ ===3x] |:|‘T64—1z—o|=@ 2
0

A=|
3

O S
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4. Sean las funciones [ (x)=x"—2x y g(x)=—x"+4x
a) Representa las graficas de ambas funciones, sobre los mismos ejes.

b) Calcula el area total del recinto limitado por ambas graficas.

a) El minimo relativo de f(x)=x2—2x podemos obtenerlos derivando e igualando a 0. Es decir:
f'(x)=2x-2 , f'(x)=0 - 2x-2=0 — x=1 — Vértice(1,—1)

Los puntos de corte con el eje OX podemos obtenerlo igualando a 0 la funcién. Es decir: [ (x)zxz— 2x
, f(x)=0 - x*-2x=0 — Corte eje OX en (0,0) y (2,0)

El minimo relativo de g(x):—x2+4x podemos obtenerlos derivando e igualando a 0. Es decir:
g'(x)=—2x+4 , g'(x)=0 - -2x+4=0 — x=2 — Vértice(2,4)

Los puntos de corte con el eje OX podemos obtenerlo igualando a 0 la funciéon. Es decir:
g(x)=—x"+4x , g(x)=0 - —x’+4x=0 — Corte eje OX en (0,0) y (4,0)

Con estos puntos tenemos informacion suficiente para pintar las graficas (lo hago con Geogebra).

'
fix) =x"-2x

b) Obtenemos los puntos de corte de ambas graficas.
f(x)=g(x) - xX—2x=—x"+4x — 2x°—6x=0 — x(2x—6)=0
Encontramos dos puntos de corte: x=0 , x=3

De la representacion del apartado a) comprobamos que la grafica de g(x) permanece por encima de la
graficade f (x) en el intervalo [0,3] . Por lo tanto el area encerrada resulta:

A:j. (g(x)—f(x))dx:j; (—xzﬂx—x2+2x)dx=.z(—2 x*+6 x)dx

=227 139 0="22 15729 2
. 3 3
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5. Considere la regién limitada por las curvas yzx2 e y=—x2+4 X
a) Esboza la grafica de la regiéon dada, hallando los puntos de corte de ambas curvas.
b) Expresa el area como una integral.

c) Calcula el area.

v .z 2 . . ;.
a) La grafica de la funcion y=x" es bien conocida. Es convexa en toda la recta real, con un minimo
relativo y absoluto en el origen de coordenadas.

La gréfica de y=—x2+4 X es concava hacia abajo en toda la recta real. Sus puntos de corte con el eje
horizontal son —x’+4x=0 — x=0 , x=4 — (0,0) , (4,0) . Su maximo relativo y absoluto
apareceen y'=0 — —2x+4=0 — x=2 - (2,4)

. . 2 2
Los cortes entre ambas curvas los obtenemos igualando sus ecuaciones - x =—x"+4x — x=0 |,

x=2

b) El area encerrada por ambas curvas sera igual a la integral definida entre los limites de integracion
x=0 y x=2 ,delacurva superior menos la curva inferior. Es decir.

Azfz [(—x2+4x)—(x2)]dx=fz(—2 x*+4x)dx
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|
S
|

c) Azfz (—2x2+4x)dx:—2_fz x2dx+4 fzxdx:—Z[);

Que resolvemos aplicando la regla de Barrow — fzf(x)dx=F(b)—F(a) , siendo F(x) una

primitiva de la funcion  f (x) .

8 4 . —16 o 8 ;
A==2[2-0]+H4[=—0]=——+8==
301+ [5—0)=—248=3u
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6. Calcular el area encerrada por las graficas de las funciones (x)=2 —Xy g(x)zﬁ
x
- 2 2
Obtenemos puntos de corte de ambas graficas — 2 —xzﬁ - —x+x=0 - x=0, x=1
X

Con un sencillo esbozo podemos decidir qué funcion esta por encima de la otra en el intervalo [0,1] .0

2

bien darnos cuenta que g(x)=ﬁ es una funcion convexa y estrictamente decreciente para x>—1
X

, mientras que la recta f(x)=2—x es estrictamente decreciente en toda la recta real. Por lo que la

recta permanece por encima de la hipérbola en [0, 1] . El area encerrada serd igual a:

2 1
Area=, (2—x—%)dx=[2x—%—2ln|x+1|] =2—%—21n(2)=%—2ln(2) u?
X 0
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7. Calcular el area de la region delimitada en el primer cuadrante por la grafica de la funcién
g(x)=x" ylarecta y=4x

La funcion g(x)=x3 es bien conocida.
Estrictamente creciente en todo su dominio, y con un
punto de inflexion en x=0

La recta y=4x también es creciente en su
dominio y pasa por el (0,0)

Los puntos de corte entre ambas funciones se
obtienen igualando sus ecuaciones.

X’=4x - x'—4x=0

x=—2 , x=0 , x=2

Con un sencillo boceto de sus graficas, comprobamos
que g()c)zx3 esta por encima de la recta en el
intervalo (—2,0) y por debajo de la recta en el
intervalo (0,2)

El area que nos pide el enunciado, en el primer
cuadrante, se calcula con la siguiente integral
definida:

A'rea=f§ (y—g(x))dx

A,reazfz (4x—x7)dx

, 7 ‘2 212 1 aq2
Area=a[5 | -5 =2l 4%

A'rea=2[4—0]—%[16—0]=8—4=4u2

Donde hemos aplicado la regla de Barrow al resolver la integral definida:

fjf(x)dsz(b)—F(a) — siendo F(x) esuna primitvade f(x)
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8. Calcula el area encerrada por la funcién g(x)z x'—4x ylarecta y=—x—2

Debemos obtener los puntos de corte de ambas funciones, para conocer los limites del area encerrada.
Para ello, igualamos las funciones y resolvemos.

X—dx=—x—2 - xX=3x82=0 - (x—1)(x+2)’=0
Los puntos de corte de ambas gréaficas acontecenen x=—2 y x=1

Debemos saber qué gréafica se encuentra por encima, en el intervalo [—2,1] , para estimar la forma de la
integral definida. O bien realizar la integral definida de la resta de ambas funciones (sin considerar el orden),
y aplicar valor absoluto para garantizar que obtenemos una cantidad positiva.

Por practicar un poco, no cuesta nada pintar ambas graficas sobre unos mismos ejes.

La recta es sencilla de pintar. Para el polinomio podemos obtener los puntos de corte con los ejes y los
extremos relativos, para hacernos una idea de como es su grafica.

g(x):x3—4x — Corte eje oX — (_250):(050)’(250)
+243

g'(x)=3x"-4 , g'(x)=0 - x==

3
g (x)=6x
" _2\/§ r 2\/§ y=x-2 N
g (T)<0 . g (T)>O .
-2v3 . N
xX= 3 maximo relativo 5]

243

xX= T minimo relativo

El area se calcula con la integral definida entre los
puntos de corte del polinomio de grado tres menos la
recta, ya que la imagen del polinomio se encuentra
siempre igual o por encima de la imagen de la recta en

elintervalo [—2,1]

g(x) =x’-4x

—5

1 1 4 2 1

A= [ (F'—4x—(—x=2))dv=[ (x’=3x+2)dv=[Z—3% 42x]
-2 =2 4 2 _2
1_3 1 3 o 1-6432_27 »

A= =S+ d46H4= 1 —S 8= 7
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9.Sea f(x)=—x’+2x+3 ylarecta 2x+y—7=0 . Calcula el area encerrada por las graficas de
ambas funciones con el semieje positivo OX

Debemos representar  f (x)z—x2 +2x43 ylarecta 2x+y—7=0 . Primero obtenemos los puntos de
corte de ambas graficas.

2x+y—=7=0 — y=—2x+7 — Igualamos ambas graficas.

4+16—16
x:—:

2
2

— X’ 2xH3=-2x+7 - —x+4x—4=0 — x'—4x+4=0

Encontramos un Unico punto de corte de ambas graficas — (2,3)
Obtenemos punto de corte de la recta con los ejes.
y=—2x47 - x=0 - (0,7)

y=—2x+7 — yZO — (%,O)

Obtenemos punto de corte de la parabola con los ejes.
flx)=—xRx43 , y=0 - —x’+2x43=0 — (=10),(3,0)
f(x)=—x*82x+3 , x=0 - (0,3)

El vértice es el maximo absoluto de la parabola, que sera cdncava por ser negativo el coeficiente lider del
polinomio de grado dos.

fx)=—x"Rx83 > f'(x)==2x+2 , f(x)=0 - x=1 - (1,4) maximo
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Por lo tanto, el area se rompe en dos tramos. El primero, la integral en el intervalo  [2,3] de la recta
menos la parabola. El segundo, la integral en el intervalo [3,7/2] de la recta sobre el eje horizontal (ya
que en ese intervalo la parabola queda por debajo del eje de abscisas).

712

A=| (—2x+7—(=x"+2x+3))dx+ f (—2x+7)dx
3

S

Resolvemos por separado cada integral (aunque podriamos agrupar la integral de la recta en un intervalo
unificado  [2,7/2] ).

3

3 3
(—2x+7—(—x2+2x+3))dx=f (x*—4 x+4)dx=[%—2x2+4x] =%u2
2

2

N Sy

712
721 2

f (—2x+7)dx=[—x"+7x], =4

3

A=—+—=—u
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