Angulos y Triangulos

Angulos
Segin su medida un angulo puede ser:

Angulo recto: su medida es 90°, es decir, mide
la cuarta parte del dngulo completo. Se dice que
sus lados son “Perpendiculares” (L)
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Angulo obtuso: su medida es mayor
que 90° y menor que 180°

Angulo agudo: su medida es menor
que 90°

Angulo extendido: su medida es 180°, es decir,
mide la mitad del angulo completo.
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Angulos en el plano
Angulos adyacentes

Dos dngulos son adyacentes si y solo si tienen en comun el vértice y un lado, y sus interiores no se

intersectan.
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Angulos complementarios

Dos angulos son complementarios si la suma de sus medidas es 90°. El “complemento” de un dngulo

1
es la medida del angulo que le falta para completar 1 de giro (90°).

Si a+ [ =90°, entonces el complemento de « es 3.



Angulos suplementarios

Dos angulos son suplementarios si la suma de sus medidas es 180°. El “suplemento” de un dngulo

1
es la medida del angulo que le falta para completar 3 de giro (180°).

Si a+ [ = 180°, entonces el suplemento de « es f3.
B or./

a) angulos adyacentes complementarios: o 4+ 5 = 90°

Asi entonces, podemos tener:

a) angulos adyacentes suplementarios: a + § = 180°

Angulos opuestos por el vértice

Son dos angulos cuyos lados forman dos pares de rayos opuestos.
Propiedad: los dngulos opuestos por el vértice tienen igual medida (son congruentes).

a=p S
o< B
v=9 £
Angulos entre paralelas y una transversal

Si dos rectas paralelas se cortan por L
otra recta transversal, se determinan 3
8 angulos; entre los cuales hay parejas 9 /
que cumplen propiedades importantes. 4 L
Opuestos por el vértice: son con- 6
gruentes: 778 Lo

1= /3, 222 /4, L6= 48y L5=/1T7

Angulos correspondientes:
Al trasladar L, paralelamente hasta hacerla coincidir con Lo, se superponen ciertos angulos, éstos

reciben el nombre de correspondientes, y obviamente son congruentes.
A1 =75 /2= /6, L3=/Ty 4= /8

Angulos alternos internos:
Son los que estan entre las paralelas y a distinto lado de la transversal. Los dngulos alternos internos
son congruentes:

/32 /5y LA /6

Angulos alternos externos:
Son los que estan en el exterior de las paralelas y a distinto lado de la transversal. Los angulos

alternos externos son congruentes:
=7y 2= /8

Observacion: Los reciprocos de las propiedades anteriores también se cumplen.



Triangulos

Un tridangulo lo podemos entender como la unién de tres segmentos determinados por tres puntos no
colineales. Estos tres puntos se denominan vértices, y los segmentos, lados del tridngulo; ademaés, se
determinan tres angulos, cuyos lados son los lados del triangulo, y se denominan dngulos interiores
del triangulo Se acostumbra usar letras mintsculas para los lados, de acuerdo al vértice al que se

oponen.
A, B, C: Vénrtices

C AB, BC,CA :Lados

c, B, ¥ 4angulos interiores

Teorema fundamental: “En todo triangulo, la suma de las medidas de los angulos interiores es
180077
a+ [ +y=180°

Angulo Exterior: Se llama angulo exterior de un triangulo, al angulo formado por un lado del
triangulo y la prolongacion de otro.

o' 8 ' son dngulos exteriores

Propiedades

1. La medida de un angulo exterior es igual a la suma de las medidas de los angulos interiores
no adyacentes.

o = f+vy
po= a+ny
Vo= atp

2. La suma de las medidas de los angulos exteriores de un triangulo es 360°

o + B+ = 360°



Clasificacién de los triangulos

Los triangulos los podemos clasificar segin la medida de sus lados y de sus angulos.

Clasificacion segiun la medida de sus angulos

Acutangulo:es aquel que tiene sus tres angulos interiores agudos.

Rectangulo: es aquel que tiene un angulo recto. Los otros dos angulos interiores son agudos y
complementarios. Los lados que forman el angulo recto se denominan “catetos” y el lado opuesto
al angulo recto “hipotenusa”.

Obtusangulo: es aquel que tiene un angulo interior obtuso.

Clasificacion segiin la medida de sus lados

Equilatero: tiene sus tres lados congruentes; por lo tanto, sus tres dangulos interiores también lo
son, y como la suma de sus medidas es 180°, cada uno mide 60°.

Isosceles: es aquel que tiene dos lados congruentes, llamados “lados”, y el tercero se llama “base”.
Se puede demostrar que los angulos opuestos a los “lados” son también congruentes. A estos angulos
se les llama “angulos basales”.

Escaleno: es aquel cuyos tres lados tienen distinta medida, y por ende, sus angulos también.

Elementos del triangulo

Se denominan “Elementos Primarios” del triangulo a sus lados y angulos. Los “Elementos secun-
darios” del tridngulo son los llamados “Puntos Notables” y “Rectas notables”.

Rectas notables: Se llaman asi a las transversales de gravedad, alturas, bisectrices, simetrales y
medianas.

Puntos notables: Son los puntos que surgen de la intersecciéon de un mismo tipo de rectas nota-
bles, ellos son: el centro de gravedad (Baricentro), el ortocentro, el incentro y el circuncentro.

1. Transversal de gravedad

Es la recta que une un vértice, con el
punto medio del lado opuesto. Se deno-
minan t,, t, t., donde el subindice in-
dica el vértice por el cual pasa. Las tres
transversales de gravedad se intersectan
en un mismo punto llamado Centro de
Gravedad (o baricentro).

D,E y F: Puntos medios de los lados.
AD=t,; BE=t,; CF =t,

ta Nty Nt = {G}

G: Centro de gravedad o baricentro.

Propiedad: El baricentro divide a cada transversal de gravedad en dos segmentos que estan
en la razén 2:1. El segmento que va desde el vértice al Baricentro mide el doble que el
segmento que va del Baricentro al lado.

AG  BG CG 2

GD GE GF 1




2. Altura

Es la perpendicular bajada desde un
vértice al lado opuesto. Se denominan
he , hy , h. ; donde el subindice indica
el vértice por el cual pasa. Las tres al-
turas se intersectan en un mismo punto
llamado Ortocentro.

AFE1BC ; BF1LAC ;CD1AB
AE =h, : BF =h,: CD = h,
ho NhyNhe={H}

H': Ortocentro.

Propiedad: Las alturas de un tridngulo son inversamente proporcionales a los lados.
a-h,=b-hy=c-h.=k

Observaciones:

En un triangulo obtusangulo el ortocen-
tro queda en el exterior del triangulo.

En un triangulo rectangulo, el ortocen-
tro coincide con el vértice del angulo
recto, puesto que los catetos se confun-
den con las alturas.

3. Bisectriz

Es la recta que pasa por un vértice y di-
vide al angulo en dos angulos congruen-
tes. Se denominan b,, bg y b, ; donde
el subindice indica el angulo que dimi-
dia. Las tres bisectrices se intersectan
en un mismo punto llamado Incentro,
el cual corresponde al centro de la cir-
cunferencia inscrita al triangulo, se de-
cir, el incentro equidista de los lados del
triangulo. El radio de esta circunferen-

[13pe)]

cia se designa por la letra griega “p”. A B

(2]

AF = b, ;B_G:bg;@:by
bo NbgN by ={I}

I: Incentro.

P, G, R: Puntos de tangencia.



Propiedad: Las bisectrices dividen al lado opuesto en la razéon de las medidas de los lados
que forman el angulo.

AE AC FB AB CG  BC
EB (B FC  AC GA BA

Observaciones:

En general, los puntos de tangencia de los lados con la circunferencia inscrita al triangulo no
coinciden con los pies de las bisectrices.

Si se dibujan las bisectrices de los dngulos exteriores de un triangulo, se determinan tres
puntos que equidistan de los lados del triangulo. Dichos puntos son los .F*centros.® centros
de las circunferencias exinscritas al triangulo.

. Simetral

Es la recta perpendicular a un lado del
tridngulo, en su punto medio. Las si-
metrales se designan por: S, , .S, , S,
donde el subindice indica el lado al cual
es perpendicular. El punto de intersec-
cién de las simetrales se denomina Cir-
cuncentro y corresponde al centro de
la circunferencia circunscrita al triangu-
lo, es decir, el circuncentro es un pun-
to que equidista de los tres vértices del
triangulo. Su radio se designa por “r”.

OD=S,;0F=5S,;OE =S8,
SaNSyNS. ={0}
O: Circuncentro.

Observacion: En general, las simetrales no pasan por los vértices del triangulo.

. Mediana

Es el segmento de recta que une los pun-
tos medios de dos lados del tridangulo P,
@, R : Puntos medios de los lados

PQ QR  RP: Medianas .

Propiedades:
La mediana es paralela al tercer lado:

RP//AB  QR//AC  PQ//BC
La mediana mide la mitad del lado al cual es paralela:
AB=2PR BC=2PQ AC =20QR

Cuando se dibujan las tres medianas de un triangulo, se forman cuatro tridngulos congruentes.

Nota: En general, las cuatro primeras rectas notables no coinciden, excepto en los triangulos
equilateros e isosceles.



Triangulo equilatero
PROPIEDADES:

1. AB=BC=CA=a

2. Angulos iguales a 60° cada uno,
a = 60°

3. Las transversales de gravedad, al-
turas y bisectrices son una misma
recta.

ta =ty = te=ho = hy = he = by = by = b,

4. AM = M B con M: punto medio.

|
5. Altura= adov/3 = g\/g

2 A B
(1ad0)2 \/§ _ g\/g v
2 2
7. Radio de la circunferencia inscrita

B ladoV/3 B a3
6 6

8. Radio de la circunferencia cir-
ladov/3 B av/3

3 3

6. Arca—

cunscrita =

Triangulo isosceles
PROPIEDADES:

1. AC = BC'; AB base
2. a1 = ap angulos basales.
3. [ angulo del vértice.

4. La altura, bisectriz, simetral y
transversal trazadas desde el
vértice del angulo distinto o tra-
zadas a la base son una misma
recta. Para los otros vértices y la-
dos no ocurre lo mismo h, = t. =

bs = CM

La bisectriz de un angulo interior del triangulo divide interiormente el lado opuesto en dos
segmentos, cuyas medidas son proporcionales a las de los lados del correspondiente angulo del
triangulo.

Q|

a W
= — 0 bien — =
b U
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La bisectriz de un angulo exterior divide exteriormente el lado opuesto en dos segmentos, cu-
yas medidas son proporcionales a las de los lados del correspondiente angulo interior del triangulo.

Teorema de Pitagoras

“El area del cuadrado construido sobre
la hipotenusa de un tridangulo rectangu-
lo es igual a la suma de las areas de
los cuadrados construidos sobre los ca-
tetos.” %
“En todo triangulo ABC rectangulo en
C se cumple que el cuadrado de la hi-
potenusa es igual a la suma de los cua- c A
drados de los catetos”, es decir:

a® + b =
Reciproco del teorema de Pitagoras

“Sea un tridngulo ABC' cualquiera, con lados menores a y b y lado mayor ¢, tales que ¢* = a® + b,
entonces el tridngulo ABC' es un triangulo rectangulo.”

’ Trios Pitagodricos ‘
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Teoremas relativos al triangulo rectangulo

Teorema:
“Si uno de los angulos de un triangulo rectdngulo mide 30°, entonces el lado opuesto a dicho angulo
es igual a la mitad de la medida de la hipotenusa”

AB
Tesis: BC = -



Teorema:
“En un triangulo rectangulo la medida de la transversal de gravedad correspondiente a la hipote-
nusa, es igual a la mitad de la medida de dicha hipotenusa”

Tesis: BM = A_ZC' o

Corolario:

“En un tridangulo rectangulo, el circuncentro coincide con el punto medio de la hipotenusa.”
Nota: Un triangulo rectangulo queda determinado por solo dos datos: la medida de un lado y la
de uno de sus angulos agudos o la medida de dos lados. El otro dato es propio de su condicién de
tridngulo rectangulo (dngulo de 90°).

Circunferencia circunscrita a un triangulo rectangulo

Sabemos que la medida de un dngulo inscrito en una circunferencia es igual a la mitad del arco
que abarcan sus lados. Por esta razon, si el triangulo es rectdngulo, el arco que abarcan los dos
catetos es de 180°.

Por lo tanto, se cumplira:
a. La hipotenusa es el didmetro de la circunferencia.
b. El tridngulo rectangulo de mayor area cuya hipotenusa mide c es el isésceles de base c.

c. La mediana relativa a la hipotenusa es igual a la mitad de la hipotenusa.

Teorema de Euclides

El tridangulo de la figura es rectangulo
en C'y CD es altura.

a y b: catetos.

c: hipotenusa.

p v q: proyecciones de los catetos a y b,
respectivamente.

Los triangulos ACB, ADC'y C'DB son

semejantes.

Referente a la altura: En todo tridngulo rectangulo, la altura correspondiente a la hipotenusa
es media proporcional geométrica entre las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.

h=p-q



Referente a los catetos: En todo tridngulo rectangulo cada cateto es media proporcional
geométrica entre la hipotenusa y la proyeccién de dicho cateto sobre la hipotenusa.

a-=p-c V¥=q-c he = ——

Propiedad de la altura correspondiente a la hipotenusa

En un tridngulo rectangulo, la altura correspondiente a la hipotenusa determina dos triangulos
semejantes entre si y semejantes al triangulo inicial.

C

he

Clasificaciéon angular de un triangulo conocidas las medidas de sus lados

ACUTANGULO RECTANGULO OBTUSANGULO
C C c
b . b - b a
A c B A c B
y . 3 o B c?xa’+b?
cZ<a?+b?

OBSERVACION:
“En todo triangulo rectangulo, el radio de la circunferencia inscrita en €l, es igual al cociente entre
el producto de los catetos y el perimetro del triangulo.”

_a-b
P= a+b+c
a+b+c .,
§=——"7 S: semiperimetro

CZ-Cle—s-a— A 2
b




Ejercicios, Angulos y Triangulos

1. Si un angulo mide x grados entonces la suma de su suplemento y su complemento miden:

a) 180
b) 360
c) 270 — x
d) 360 — z
e) 180 — x

2. Dos rectas se intersectan formando los angulos de la figura. Entonces el valor de o+ 33 + 2
es:

No se puede determinar.

3. Sia=18°y f =90°, cuanto mide el angulo formado por las bisectrices de o y §

a) 135°

(=

90°

o

oo

[

1 B
54°

)
)
)
d)
e) 45°
4. En el triangulo ABC' , AB =10y DB = 4, jen qué razén estan las areas de los tridngulos
ADC y ABC?

a) 2:3

=
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S

3:2

A D B

)
)
)
)
)

e) 3:5

5. En el triangulo ABC rectdngulo en C', BC' =5 ¢my BD =4 c¢m. La medida del segmento

AD es:
a) 2 cm
b) § cm :
¢) 3 em
d) 4 B
) 4 cm A—
e) 9 cm



6. En la figura, si ABC' y BDF son triangulos equilateros y BFEC es un rombo, entonces
;cudl(es) de las expresiones siguientes es(son) verdadera(s)?

I) x==z
1) z+y=EBD
1) z+y— 2= 60°

a) Sélo 1 :

b) Sélo II }’)\

¢) Sélo 11T c =\

d) Sélo 1y II

e) I, I y III . 5 B

7. Sien un triangulo equilatero se dibuja una de sus alturas, entonces se forman dos triangulos:

a
b

) isosceles rectangulos congruentes.
)
¢) acutéangulos congruentes.
)
)

acutangulos escalenos congruentes.

d

e

escalenos rectangulos congruentes.

equilateros congruentes.

8. Si sobre el tercio central de uno de los lados del triangulo equildtero ABC' se construye otro
tridngulo equildtero, como se muestra en la figura, cuél(es) de las siguientes afirmaciones es
(son) verdadera(s)?

I) El drea del ADEF es la sexta parte del area del AABC.
II) El lado FE es paralelo al lado AB .
I1I) Ellado FE es perpendicular al lado AC.

a) Sélo I C

b) Solo II F

d) Sélo 1y II

)
)
¢) Solo Iy II
)
¢)

Sélo 1T y 111 A B



9. En la figura, ABC' es un triangulo equilatero de 18 ¢m de perimetroy DBEC' es un rectangu-
lo. El area de la region achurada es:
a) 9 cm?
b) 9V3 cm?

c) 95 em?

9

5\/3 cm2

6) g\/g cm? A D B

10. En la figura, si el AABC es rectangulo en C'y AC' = BC' = 21/6, entonces C'D es:

;

SN

d)

a) 2v/3 c

b) 26

c) 3

d) 6

9 12 A D B

11. Sien el tridngulo ABC' de la figura, CE =3 emy BE = 12 cm, entonces la medida de CD

es:
a) 6 cm
C
b) 3v5 em B
c) 3v2 em
d) 9 em
Pt D B

e) No se puede calcular.

12. ;Qué pasa con el area de un tridngulo si su altura se divide por dos y se mantiene su base?

a) Se reduce en media unidad cuadrada.

)

b) Se reduce a la mitad.

¢) Se reduce a la cuarta parte.

d) Se reduce en un cuarto de unidad cuadrada.
)

e) Falta informacién para decir que ocurre con el.



13. En la figura, el AABC' es rectangulo en C'. D y E son puntos que dividen a BC' en tres
) oy , o area AAB'D’
segmentos iguales. Si B'C"//BC, AC' =12, AC' =4y B'C" = 3. Entonces =

CdreaAACE
a) 5
b) 3
¢) 1
d) §
e)%

4
14. En la figura, el tridngulo ABC' es rectangulo en C'. Si b 7Y p+q = 10, entonces {cual(es)
de las siguientes afirmaciones es(son) verdadera(s)?
I) a+b=06V5
) h=4
III) El area del tridngulo ABC = 20

a) Sélo T

b) Sélo 11 i

c¢) Sélo 11 % |n .

d) Sélo II y III Lk - 1
e) I Iy III

15. Si uno de los catetos de un triangulo rectangulo isésceles aumenta su largo en un 20% vy
el otro disminuye en el mismo porcentaje, jcual de las siguientes afirmaciones es verdadera
para el area del triangulo rectangulo resultante, respecto del area original?

a) Se mantiene igual

b) Aumenta en un 4 %

¢) Disminuye en un 4 %

d)
)

e

Aumenta al doble

Disminuye a la mitad

16. El perimetro del triangulo isdsceles de la figura es 2s. Si uno de sus lados iguales mide a,
entonces la base ¢ mide:

S—a




17. ;Cuanto mide el angulo x en el triangulo ABC' de la figura?

a) 32° C
b) 39 ol
c) 45°
d) 52°
: 2¢ 96°  «
e) No se puede determinar, faltan A D 2

datos.

18. El tridngulo ABC' es rectiangulo en C. CD es perpendicular a AB. AD = 9y DB = 4
. Cudl(es) de las siguientes afirmaciones es(son) verdadera(s)?

I) CD=+6

1) AC = /117
II) BC = /52

Sélo 1

a

b) Solo II D

d) Sélo IT y III

)
)
¢) Sélo Iy III
)
)

e) T, 11y 111 c A

1
19. Si los catetos de un triangulo rectangulo miden 0,25 c¢m y 3 cm, jcudl(es) de las siguientes

afirmaciones es (son) verdadera(s)?

5
I) Su hipotenusa es igual a 3 del cateto menor.

)
I1) El 4rea del triangulo es 5 em?

III) Su perfmetro es igual a 1 em

Sélo 1
Sélo 11

a)
)
) Sélo 111
)
)

QL o 9

Sélo 1y 111

e) Solo II y IIT



20. En la figura, el AABC' es rectangulo en C'y h, = g . Cudl(es) de las siguientes afirmaciones
es (son) verdadera(s)?

D (p+ q) = 4pq
q
IT) g == =
Ja=56p=5
III) E AABC es isosceles.
a) Sélo 11
C
b) Sélo 111
c) Solo Iy II he
d) Sélo 1y III A - B
k ¢ i
e) T, 11y III

21. En un triangulo rectangulo de catetos 3 cm y 6 cm, ;Cudl es la razon entre las longitudes
de las proyecciones de las alturas correspondientes de los catetos?

a

(=l
Hkl\D
a
(@

1:
1:
3

o

d

e

)
)
)
) 1
) No se puede determinar.

22. Las medidas de los lados de un triangulo son a, b y ¢, donde ¢ es el lado mayor. Para que el
tridngulo sea rectangulo debe ocurrir que:

b

I
DO

a

S
I

C a

<

(=
o
I
é
_l_
S

o
N

SS9
~—~

a+b) :c2

e a+b

o
I

)
)
)
)
)

23. En el triangulo rectangulo de la figura, jcuanto mide x?

a) V5

)

b) V80
¢) 48
d) 80
¢) 8



24. La altura C'D del triangulo ABC rectangulo en C' de la figura, mide 8 ¢m y los segmentos
AD y DB estan en la razon 8 : 2. ;Cudl es la longitud del segmento DB?

256 cm A

25. En el rectangulo ABCD, AE =2,25y ED = 3. Si DELAC, entonces jcudl es el perfmetro
del AECD?

o

e) Ninguno de las anteriores.

26. El cuadrilatero ABC' D, esta formado por los triangulos equilateros ABE y EC' D de perime-
tros 30 y 18 respectivamente, y por el triangulo rectangulo EFBC'. Luego BC' =

D
a) 6
b) 8 E C
c) 16
d) 24
e) V24
A B
27. En la figura siguiente AD =3 m y AC'=5 m, el valor de BD es:
16
Cl) 3
§
b o
3
2
c) 35 _
A D B



28. Los catetos de un triangulo rectangulo miden 3 ¢m y 4 c¢m. Determinar la proyeccién mayor
de los catetos sobre la hipotenusa.

1,8
3,2

a

)

(=)

SN

)
)
)
)
)

4

5
o) 2
2

29. En la figura siguiente, CD =6 c¢m y AD = 3 cm. Determinar el area del tridngulo ABC.

a) 9
5
b) 12
c) 15
d) 18 A D B
e) 45



