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GeoGebra 3D: un pas endavant

El material per a aquest taller esta orientat, com diu el titol, a fer "un pas endavant" cap a I'Us del
GeoGebra 3D a partir d'un coneixement del programa, la relacié entre els objectes a la finestra
grafica i la finestra algebraica, |'Us d'eines o de comandaments en la linia d'entrada, el recurs dels
punts lliscants com a visualitzacié de valors numerics que podem variar, i d'altres aspectes
fonamentals pel que fa al GeoGebra.

Per treballar tenim dues opcions: fer-ho amb les eines que ens ddna el programa o bé directament
des de la linia d’entrada. En aquest segons cas podem anomenar nosaltres els objectes amb la qual
cosa podem controlar millor el desenvolupament de I'aplicacié. També és interessant comentar que
(potser com a idea general "per a sempre") convé que al menu “Opcions” estigui activa I'opcié “No
etiquetis objectes nous”. Si no ho feu us podeu trobar amb un munt d’objectes amb la seva etiqueta
(el nom de I'objecte) corresponent i que aixo, en comptes d'ajudar, emboliqui la visid.

Index i temporitzacié

0. Benvinguda i presentacio i explicacié de com anira el taller i que engeguin el GeoGebra 3D
(3 minuts)
1. Introduccid a I'entorn de treball. (potser 10 minuts)

2. Les eines basiques.
3. Construccid de cilindres, cons, esferes i prismes. Calcul d'arees i volums amb I'ajut de la finestra

algebraica.
4. Construccié de poliedres.
5. Interseccions i seccions. (aprox. 15 minuts)

6. Rectes, plans i sistemes d'equacions. (aprox. 15 minuts)
+ algun problema geomeétric (5-10 minuts)
7. Problemes d'optimitzacio

8. Transformacions (només fer-ne referencia)
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Introduccid a I'entorn de treball.

Queé veiem quan engeguem el GeoGebra si optem per
I'escenari "Grafics3D i finestra algebraica"?

La finestra grafica 3D. Podem fer aparéixer unes icones
per gestionar-la. També veiem...

Finestra algebraica i finestra 3D

e Els eixos xyz visibles o no clicant a laicona

e El Pla xy especialment destacat amb possibilitat de graella (visibles 0 no) (quan interessi,
aquest pla es pot visualitzar a la finestra grafica 2D; ja ho practicarem en unes de les activitats d'aquest
taller)

e Experimenteu pel que fa a girar "a ma" la vista (amb la icona activa, amb el boté esquerre o el
dret; amb altres icones actives, només amb el boté dret). Si arrossegueu es pot quedar girant. Clic per

i@) Gira |a finestra 3D

. v . N e . .z
parar. També amb laicona de la finestra grafica o amb I'eina . Larotacié

amb aquestes icones és sempre respecte |'eix de les z.

BRSSO COPRT
Sobre la caixa de representacio. '
Hi hem de pensar forga! il
Veurem el lligam entre la visualitzacié grafica (Geo) i >
I'algebra (Gebra) i diferents possibilitats de
representacio.

Visualitzacio d'un pla (pla xy visible)

e Visualitzacié de plans (i seccions d'un ortoedre). Poseu a la linia d'entrada x+y+z= 0. Heu dibuixat un
pla...pero si no veieu res haureu de girar la vista i segurament veureu un hexagon! Podeu canviar la
definicid d'aquest pla a la finestra algebraica, aneu fent proves, i aneu mirant... per exemple amb
X+y+z= 3, x+y+z=5, x+y+z=8, 2x+2y+z=8, 4x+2y+z=10itambé 3x+2y=0 possiblement un rectangle!

e Podeu veure que fent més ample o allargada o més gran la pantalla... canvien les dimensions de la caixa
de representacid i pot canviar l'aspecte de les figures que hi ha representades! (per aixo podria ser que
el que es diu en el punt anterior no fos del tot exacte)

1%' Desplaca la finestra grafica

e Aix0 mateix passa si desplacem la finestra grafica 3D amb I'eina activa. Hi ha

dues possibilitats per aquest desplagament, amb les icones + que apareixen en pantalla, ben
entenedores

Q Apropa Q Alunya

e Encara podeu provar els zooms i fixar-vos en "fins on es mostren" les graduacions

dels eixos.

e Heu de saber que hi ha diferents tipus de perspectiva .—_—_ (aspecte molt especialitzat) i la
possibilitat de fer una vista "real en 3D per a ulleres" (que ja practicarem en algun moment del taller).
e També és possible, si tenim una figura dibuixada, fer-ne les tres vistes des del punt de vista dels tres

eixos (quelcom semblant a planta, alcat i perfil )

@O0
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Més sobre la caixa de representacio.
La podem treure i fer la representacid sense que es vegi

la caixa. Ho podem fer amb la icona de la finestra
grafica, que permet fer-la visual o no, i fer-la més gran o
més petita.

Visualitzacié d'un pla i del pla xy
sense la caixa de representacio

e Dibuixeu algun pla i confronteu-ne la visualitzacié amb la caixa de representacio present o no.
e Escriviu ala linia d'entrada la instruccié esfera[ (1,1,1), 2] (centre, radi) i observeu, amb la

caixa de representacio o sense.

Els punts: creacié i moviment
e Convé aprendre bé com es poden generar els punts

e | hem d'aprendre com es poden moure

Atencid!l! Les figures (plans, poliedres, esferes,...) a
I'espai no es poden moure " a ma"

Icones que mostren les possibilitats

per a moure els punts

A
e Amb laicona activa es poden crear punts al pla XY. Aleshores, clicant sobre el punt apareix

g
"'f+| els podem moure horitzontalment, amb el ratoli o amb les fletxes del cursos; i tornant a clicar

t

apareix tiels podem moure verticalment, només amb el ratoli.
e També podem crear directament un punt a la linia d'entrada escrivint-ne les coordenades. Després el

podem moure tal com s'acaba d'explicar.

e Quan tinguem dibuixat un objecte, amb la icona . activa podem crear un punt sobre aquest objecte
i aleshores moure'l lliurement amb el ratoli sobre aquest objecte, perd només sobre I'objecte (a no ser

que en separem la dependéncia).

e Perlavinculacio entre la finestra grafica i el pla XY de la finestra 3D, un punt de la finestra grafica crea
un punt a la finestra 3D. Perd aquest punt és un punt del pla.

e Feu proves de creacid de punts de les diverses maneres i moveu-los a discrecio.
e Podeu dibuixar un pla o una esfera i crear-hi un punt a sobre i veure com s'hi mou.

...i ja esteu a punt d'avancar cap a fer feina amb les eines del menu.

Algunes observacions sobre altres recursos

e Punts lliscants: s'han de crear a la finestra grafica o la segona finestra grafica. No es poden situar en la

finestra 3D
e Imatges: no es poden importar imatges a la finestra 3D

e Textos: es poden posar textos a la finestra 3D i fixar-ne la posicid vinculada a un punt. Pero estan
"plans a la pantalla". Per programa no es poden "girar a |'espai"

Taller de GeoGebra 3D. Antoni Goma i Bernat Ancochea.
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2. Les eines basiques.

Cada eina té una ajuda contextual:

A, @ 4 N & _

Piramide o1
Seleccioneu o creeu el poligon per a la base; després seleccioneu o creeu el vértex

Observeu que moltes de les eines que trobem a la finestra grafica surten també a la finestra 3D.
Com a excepcid tenim els poligons regulars i els rigids. Apareixen unes de noves com “Recta
perpendicular”:

S
e, D D)
4 \ Recta Perpendicular -

~*_ Recta paral-lela

of' Bisectriu

/
;O Tangents

.\Q Polar o diametre
2‘; Lloc geométric
o

i d’altres per a la creacié de circumferencies, les dues primeres del conjunt d’eines seglient:

BB ® 4 O 4N e

(‘b Circumferéncia donats I'eix i un punt per on passa -
Ci; Circumferéncia donats el centre, la direccié i el radi

Q Circumferéncia que passa per tres punts

.\ Arc de circumferéncia amb centre donat
‘/) Arc de circumferéncia donats tres punts

Q Sector circular

q’ Sector circular donats tres punts

@ El-lipse

}\:— Hipérbola

{_ Parabola

O Conica que passa per cinc punts

2]
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Algunes eines les podem introduir des de la linia d’Entrada i per aix0 disposem d’una ajuda que
es pot activar des de la mateixa Entrada:

Ajuda dels comandaments

+ Funcions matematiques

+ Tots els comandaments
= 3D
Altura
BasePrimera
BaseSegonaoVeértex
BasesoBaseiVertex
Cilindre
Cilindrelnfinit
Con
Conicalnterseccio
Conlnfinit
Cub
Desplegament
Dodecaedre
Esfera
Icosaedre
Octaedre
Piramide
Pla
PlaBisector
PlaPerpendicular
Prisma
Superficie
SuperficieLateral
Tetraedre
Volum
+ Algebra
+ Comandaments d'optimitzacio
+ Coniques
+ Diagrames
+ Estadistica
+ Full de calcul
+ Funcions i calcul
+ GeoGebra
+ Geometria
+ Llistes
+ Logica
+ Matematica discreta
+ Matematica financera
+ Probabilitat
£

Caniiancin da comandamantc

Enganxa Mostra I'ajuda en linia

@

Cada instruccié té la seva sintaxi inclosa i es pot enganxar a la Entrada.

Taller de GeoGebra 3D. Antoni Goma i Bernat Ancochea. 5
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3. Construccié de cilindres, cons, esferes i prismes. Calcul d’arees i volums amb
I’ajut de la finestra algebraica.

A, @v 4'.” N\ Asc .:g;v

A Piramide £
13 Prisma L

f& Crea una Piramide o un Con a partir de la base
La construccid de prismes i piramides és

molt senzilla. Fins i tot ho podem fer
arrossegant el ratoli per generar-los a partir é Con
del poligon de la base. §5d ciindre

.& Tetraedre regular
@ Cub
B Desplegament

| o
Sl e RDH@ LS

*@ Crea un prisma o un cilindre a partir de la base

| er) Circumferéncia donat |'eix i un punt per on passa E
{

é Circumferéncia donats el centre, el radi i la direccié

Q Circumferéncia que passa per tres punts

—p=—=—g=——== e B Pr——

Circumferencies i esferes.

| . F
| Esfera donats el centre i un punt per on passa  —

| @ Esfera donats el centre i el radi
|

Cal tenir en compte que les eines no inclouen totes les possibilitats que ofereix el programa i
que surten al llistat d’ajuda que hem vist anteriorment.

A la finestra algebraica hi trobem els volums de les figures, les arees de les seves cares, les
superficies laterals i les longituds de les arestes. Podem fer-les servir per introduir textos
amb aquests valors o per fer calculs.

Un cilindre té un radi de 1 cm i una altra de 5 cm. Quines sén les dimensions del prisma de
manera que tingui el mateix volum que el cilindre?

Taller de GeoGebra 3D. Antoni Goma i Bernat Ancochea. 6
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SABCD és una piramide recta amb base el rectangle ABCD de dimensions 5cm,4cmi 3
cm. Com podem inscriure-hi una capsa de volum maxim?

S
<

4. Construccio de poliedres.

Excepte en el cas del cub, els poliedres s’han de construir des de la linia d’Entrada amb instruccions
que es corresponen amb el seu nom (tetraedre, octaedre, dodecaedre, icosaedre). Calen dos punts

per construir-los. Un tercer punt serveix per definir el pla de la base.

Construir un cub amb 6 piramides (una para a cada cara) amb un punt lliscant per controlar la seva
altura. Animar el punt lliscant per obtenir un dodecaedre rombic (solid format per 12 rombes

identics).

5. Interseccions i seccions.

Algun exercici d’interseccions aprofitant I'dltim o els ultims poliedres que s’hagin construit
La part fonamental d’aquest apartat ha de ser mostrar les seccions coniques

Un problema que es pot treballar aqui o en el segilient apartat: buscar un vector que formi el mateix
angle amb tres vectors donats. En una de les jornades (potser la passada) jo vaig mostrar com es
veia quin era el focus d’una el-lipse com a seccid conica...pero crec que un taller no és “per al
lluiment” sind per a ensenyar eines basiques

Taller de GeoGebra 3D. Antoni Goma i Bernat Ancochea.
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6. Rectes, plans i sistemes d’equacions.

A banda de I'’eina “Recta perpendicular” que hem vist abans disposem d’eines per a la construccid de
plans:

2| AV @V &‘v N\ ABCk

¢® Pla que passa per tres punts =

. s Pla
Construccio de plans (
\\0 Pla perpendicular a una recta

J Pla paral-lel

,l

SABCD es una piramide de base el rectangle ABCD i de vertex S que esta a sobre del centre del
rectangle. Construir la esfera circumscrita a aquesta piramide.

7. Problemes d’optimitzacio.

Us proposem un problema molt senzill: Trobar el valor del radi pel qual I'area d’un cilindre de volum
donat és minima. Hauriem d’arribar al conjunt de finestres seglient:

Radi = 7.3

o

[Pt

3 T Area = 425.24

Volum =[330

Taller de GeoGebra 3D. Antoni Goma i Bernat Ancochea. 8
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No és tant dificil com sembla. Observem que hi ha tres finestres grafiques actives: la finestra grafica,
la segona finestra grafica i la finestra 3D. Les hem d’obrir totes tres per comencar. La posicio relativa
és irrellevant.

A la segona finestra grafica hi posem un punt lliscant que anomenem Radi una casella
d’entrada/sortida amb la llegenda “Volum”. Préviament haurem creat la variable volum i li haurem
donat un valor com per exemple 330. Situem aquests dos objectes on creiem més convenient pero
tenint en compte on seran els eixos per quan representem la funcié que volem optimitzar, I'area
d’un cilindre de volum donat. Millor fixar ambdds objectes.

A la finestra grafica hi dibuixem un cercle de radi donat pel punt lliscant Radi i a la finestra 3D un
cilindre de base el cercle anterior i altura donada pel quocient del volum i de I’area del cercle
(volum/(pi*Radi?). Ho haurem de fer a la linia d’Entrada amb la instruccié:

Cilindre[ <Circumferéncia>, <Altura> ]

A la segona finestra grafica hem de crear un punt P amb les coordenades (Radi, area del cilindre) i
activar-ne la traca. Recordem que a la pestanya “Avancat” de les propietats d’un objecte hi podem
indicar en quines finestres volem que sigui visible. L’area del cilindre la podem calcular a partir de les
dades que ens déna la finestra algebraica (recordem que també hi trobem la superficie lateral) o bé
amb la funcid corresponent que déna I'area en funcié del volum i del radi. Aquesta la funcid la
podem representar a la segona finestra grafica per comprovar que el punt P es mou a obre i trobar-
ne el minim amb la instruccié Minim.

8. Transformacions a I'espai

Podeu provar de fer transformacions a I’espai (simetries, rotacions, translacions, homotecies,...) De
vegades son molt Utils per a determinades construccions.

N asc 5

L4 : '
Simetria respecte d'un pla -

°
o
x Simetria axial

° _. .
= Simetria central

\
'.:d ® Rotacio al voltant d'un eix

./f Translacié segons un vector

ke <
o® Homotécia

Propostes d’exercicis per MathieuBlossier de I'|REM de Rouen (Franga)

1. Unllum esta a sobre d’una tauleta de nit de forma cubica. L'ombra que es forma al terra es
un quadrilater I'aresta del qual és 9 vegades la d’una cara del cub. Quina és la posicio del
llum?

@O0
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2. Construir un cub truncat (format per octogons regulars i triangles equilaters).

A

ZAN

3. Unconde 20 cm d’altura i de vertex S té com a base un cercle de 20 cm de radi. El con esta
invertit i ple d’aigua fins a un altura de 10 cm. Si deixem caure una bala de 4 cm de radi dins
de I’aigua, quina és la nova altura de I’aigua dins del con?

i més idees!

Taller de GeoGebra 3D. Antoni Goma i Bernat Ancochea. 10
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OCTUBRE 2014-2015

LUNES I

MARTES

MIERCOLES \ JUEVES

VIERNES \

SABADO

DOMINGO

1 2

4 5

D
PIRAMIDES TR i o (o Sea ABCD un tetraedro de arista
P el punto medio de la arista - S BRI secciondel
TETRAEDROS e e ) tetraedro generada por un plano
v g paralelo a las aristas DB y AC.
del tetraedro ABCP y el C: B Calcular el perimetro de la
tetraedro ABCD seccion.
A
6 7 8 9 1 12
La base de un tetraedro ABCD es En la pirdmide triangular regular % B Blle U R Probar que los puntos
un tridngulo recténgulo isdsceles ABCS el drea de la seccin que regular de arista 4 cm. medios de un tetraedro
de hipotenusa 8 cm y la arista pasa por la arista lateral SC es la Sea D un puttio de la son los vértices de un
¢ lateral sobre el 4ngulo recto de mitad del drea del AABC. La aitasCinlaler octaedro regular.
. Ia base es perpendicular a la : e mT A c SD_1 "
d iraselyl milels lom M Calcutar sl arista !atzral SC mide V21, Dc=3 Calcular la I?rnporclnn
v irea'y el voliamén da) tetraedio Detlermmar el volumen y el drea L e TR entre sus volimenes
de la piramide tetraedro
13 14 15 16 s 17 18 19
o
La base de una pirémide es un Sean los puntos A(a,0,0); Sea dada una pirémide ABCS
tridngulo equilétero de lado a. Una B(0,b,0) y C(0,0,0). Sean P, triangular con § el vértice. La N f::ul:rai ::s':e';“e::
de las caras laterales, Q Ry S las dreas de P arista de la base es3 cmy la o Sean P, Q y R los punto;
perpendicular al plano de la base, & /\OAB, AOAC , AOBC y altura 4 cm. Sea P el punto i ns‘ do 125 arlstasiSA
es también un tridngulo equilitero. ARBC, respectivamente. medio de AS. Calcular el e e
Hallar el drea y el volumen de la  * Probar: C ingulo /BPC e
Fiids %+ Q7 4R = 52 A allar el drea del tridngulo
o s = e " APQR
Sea ABCD un tetraedro p e o o
. Determinar la proporcién entre los regular. Sean Py Q los puntos e Ll
volimenes de un tetraedro regular y medios de las aristas AD y BC, » trisngulos equllsteras y
A St/ anc) quie hiens oy verios respectivamente. Calcular: dos trangulos 5
<[ | loscentrosdelas caras del original) d(P,Q fectingulos Jllsdsceles,
a(aB) N\ Calcular su drea y su
] : . volumen A L
27 s awo w 29 30 31
tetraedro  regular
ARCD: Sea i el la altura de una pirdmide o Una piramide regular de
purito medio de la triangular es cuatro veces el base triangular tiene altura
arista AD y Q el radio de la circunferencia c 6y volumen 72v3, OCTUBRE 201 4
centro del triangulo inscrita a la base. El volumen es a Déterminar GilFsdio de la
£BCD. Hallar: 36. Determinar la medida de la & raal ot el
arista de la base i
AGD) pirdmide
3
Autor: Ricard Peiré i Estruch (IES “Abastos”, Valéncia)
DIC 2014-2015
LUNES [ MARTES MIERCOLES I JUEVES VIERNES | SABADO DOMINGO

4 6 7

1 3

En una pirdmide cuadrangular esté
inscrito un cubo con cuatro vértices.
los puntos medios de las aristas
laterales y los otros cuatro vértices
sobre la base. Hallar la proporcién
entre los volimenes del cubo y la

=L

Sea el cubo ABCDA'B'C'D’ y P, Q

Y R los puntos medios de las

aristas  CC, BC y DC,

5 respectivamente. Hallar la
proporcion entre los volimenes
del cuboy la pirdmide APQR

B>

Sea ABCDA'B'C’D’ un cubo y I, J, K, L,
My N los puntos medios de las aristas
BC, CD, DD, A'D), AB’ y B'B,
respectivamente. Hallar la proporcin
entre los volmenes del cubo y la
piramide CUKLMN

El centro de una cara de un cubo
se une con los vértices de la cara
opuesta. Hallar la razén entre el
drea total de la
pirdmide que se
formay el drea
del cubo inicial

7\

piramide

14

Sean dos cubos iguales. En
uno hay inscrita una esfera y
en el otro hay inscritas ocho

13

Sea ABCDEFGH un cubo de
arista 2. Si P es el punto
medio de la arista EF, hallar

11

. ‘ - 12
14

Sea un prisma de base cuadrada
con arista basica a y altura h.
Determinar la distancia entre Ia

9 10

Sea dado un prisma triangular
ABCA’B’C’, con las caras laterales

cuadrados. ! arista bésica y la diagonal del el drea del esferas iguales. Calcular la
Determinar el dngulo que forman c / L prisma que no intersecta con la tridngulo — proporcién entre el volumen
los segmentos AC’ y BA" a 4' Bt batica AAPB de Ia primera esfera y la suma

5 de volumenes de las esferas

del segundo cubo

21

LR

28

20

Determinar la  proporcién
entre el volumen de un cubo y
el volumen de su octaedro

Tres esferas. iguales descansan
sobre un plano y son tangentes

dos a dos. Sobre ellas descansa
otra esfera de igual radio.

16 17 19

Se inscriben dos esferas iguales
cuyos centros estin en la
diagonal de un cubo. Hallar el

Sea ABCDA'B’C’'D’ un cubo
de arista 1. Sean X, Yy Z
los centros de las caras
que no contienen al

mayor de los radios de las Calcular N
oty & Gl d Sitaes on fincin e 1 arsta || e dual (sl iaue tienepor vértices
volumen de la pirdmide Haaibo punto més los centros de las caras del
AZXY alto al plano cubo)

23 24 25 26

En un prisma_hexagonal Sea ABCDEFGH un cubo de Cuatro  esferas iguales

regular se ha inscrito una arista 2. Sean P, Q y R los Cuatro esferas iguales descansan descansan sobre un plano y

esfera. Determinar la puntos medios de las aristas sobreiun/planoly/sonitangentes son tangentes dos a dos.

proporcién  entre el AD, GHy BF. dos a dos. Sobre ellas descansa Determinar el radio de la

volumen de la esfera y del ::]";::r: "l‘: Z'.T °|’"’I‘ ‘:,"“" I"‘:"I esfera tangente al plano y a

prisma e cylarla distancia’ del) punto las cuatro esferas dadas
més altoal plano

31 | .
Una esfera es tangente a las D ICI EM B RE

29

30

El cubo truncado es un
poliedro formado por 8

tridngulos equiliteros y 6 aristas de un cubo de arista a.

octégonos  regulares. Si la Calcular el volumen de la
aristadel interseccién entre el cubo y la
cubo inicial Y ot

es3, hallar

suvolumen

Autor: Ricard Peir6 i Estruch (IES “Abastos”, Valéncia)
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