Herleitung der Mittelungleichung

Mittelungleichung:

Fira,be R giltvVa-b < =2,

wobei die Gleichheit genau dann erfillt ist, wenn a = b.

Herleitung:
Seienx,y € ]R0+, also zwei nicht negative reelle Zahlen.
Esgilt 0 < (x — y)?, wobei die Gleichheit genau dann erfiillt ist, wenn x = y.
Durch Auflésen mit der binomischen Formel erhalten wir:
0< (x—y)?=x%-2xy+y?
Durch einfache Umformungsschritte bringen wir diese Ungleichung in eine andere Form.
0 <x?-2xy+y?| +2xy

2xy <x*+y?|:2

Setzen wir nun+/a == x und Vb :== y mita,b € R so erhalten wir die Ungleichung:
Vab < asz, wobei die Gleichheit genau dann erfillt ist, wenn va = vVb.

Diese Gleichheit ist wiederum genau dann erfillt, wenn a = b gilt.

Also haben wir gezeigt:

. . b . L
Fira,b € R{ giltVab < %, mit Gleicheit genau dann, wenna = b. O



Bemerkung:

Diese Mittelungleichung besagt, dass das geometrische Mittel zweier nicht negativer Zahlen
stets kleiner gleich dem arithmetischen Mittel dieser beiden Zahlen ist. Aullerdem besagt sie,
dass die Mittel genau dann gleich sind, falls auch die beiden Zahlen gleich sind.

Die Mittelungleichung gilt nicht nur fir zwei Variablen, sondern kann auch fir n Variablen

aufgestellt und verallgemeinert werden, sodass gilt:

.. . aitaz+--+a
Fur ag, ay, ..., a, € R§ gilt: Ya, - ay* .- a, < %,

wobei die Gleichheit genau dann erfillt ist, wenn a; = a; =+ = a,,.

Anmerkung: Der Beweis fir die allgemeine Mittelungleichung kann durch eine Vorwarts-
Rickwarts-Induktion erfolgen. Der Beweis in der Schule wirde jedoch den Rahmen der

Schulmathematik sprengen.

Durch die Mittelungleichung lassen sich nun zwei Satze beweisen, mit denen einige

Extremwertaufgaben ohne Einsatz von Differentialrechnung geldst werden kénnen.



