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 Κεφάλαιο 6 

Παράγωγος   
 
Στο κεφάλαιο αυτό στόχος µας είναι να συνδέσουµε µία συγκεκριµένη συνάρτηση 

( )f x  µε µία δεύτερη συνάρτηση  ( )f x′ , την οποία και θα ονοµάζουµε παράγωγο 
της f . Η τιµή της   ( )f x′  , σε ένα συγκεκριµένο σηµείο πάνω στη συνάρτηση ( )f x  
έχει την ιδιότητά ότι είναι η κλίση της εφαπτοµένης στο συγκεκριµένο αυτό σηµείο.  
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6.1 Η Έννοια της Παραγώγου  
 
Στην παράγραφο αυτή θα εισάγουµε την έννοια της παραγώγου δίνοντας την 
γεωµετρική της ερµηνεία.  
 
Εάν  A και  B είναι δύο σηµεία πάνω σε µία καµπύλη τότε 
 
 
      η  γραµµή που ενώνει  τα σηµεία Α και Β   
          ονοµάζεται χορδή 
            Α 
                                    Β  η γραµµή που τέµνει  την καµπύλη µόνο 
             στο σηµείο Α ονοµάζεται  εφαπτοµένη  
       στο Α. 
 
Είναι γεγονός ότι µία καµπύλη δεν έχει σε όλα τα σηµεία της την ίδια κλίση. Η έννοια  
λοιπόν της παραγώγου µίας συνάρτησης προήλθε από την ανάγκη να προσδιοριστεί η 
εφαπτοµένη µίας καµπύλης σε ένα συγκεκριµένο σηµείο.  
 
 
      Ας   υποθέσουµε λοιπόν ότι κινούµαστε 
           Α                                     πάνω στην καµπύλη αυτή , από το 
      σηµείο B  στο  σηµείο A ( B A→ ), και 
        στο σηµείο Α  η κλίση αλλάζει και  
       Τ παραµένει σταθερή. Εάν αυτό συµβεί, 
Β       τότε θα κινούµαστε πάνω στη ευθεία  
       γραµµή ΑΤ , δηλαδή πάνω στη  
       εφαπτοµένη  στο σηµείο Α. 

 
Άρα η κλίση της καµπύλης στο σηµείο Α είναι η ίδια µε την κλίση της εφαπτοµένη 
στο σηµείο Α. 
 
Ας  πάρουµε λοιπόν δύο σηµεία  Α ),( 11 yx  και  Β ),( 22 yx  πάνω στη καµπύλη 

( )y f x= και ας υποθέσουµε ότι κινούµαστε πάνω στην καµπύλη αυτή , από το 
σηµείο B στο  σηµείο A,  και ότι  θέλουµε να υπολογίσουµε την παράγωγο στο 
σηµείο Α. Την κίνηση αυτή µπορούµε να δούµε στο παρακάτω σχήµα. 
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                             Y                                                             Β 2 2( , )x y  
 
                                                                                    
 
 
 
                                                                                                                   
                                                                                                                    Τ 
             
                                        
                                                                 Α 1 1( , )x y                                                                       

 
                                                                                                                   X 
 
Αυτό σηµαίνει ότι το µεν σηµείο Α παραµένει σταθερό, ενώ το σηµείο Β κινείται και 
πλησιάζει προς το σηµείο Α .  Όσο πιο κοντά είναι το Β  στο Α,  τόσο καλύτερη  είναι 
η προσέγγιση  που θα  πάρουµε. ∆ηλαδή, B A→    ή 

 
η κλίση της  ευθείας (χορδής) ΑΒ →  κλίση της εφαπτοµένης ΑΤ   ή 
 

lim
B A→

( κλίση  χορδής ΑΒ )  =  κλίση της εφαπτοµένης ΑΤ . 

 
Ας κοιτάξουµε  τώρα    µεταξύ δύο πολύ κοντινών σηµείων  πάνω στην καµπύλη , 
 
 
                                      Υ 
 
 
 
                                                                                                      
                             ( )f x h+                                                                 Β 
 
                                                                                   
                                  ( )f x                                        A                           
 
 
 
                                                                                                                         Χ 
                                                                                   x               x h+  
 
 
όπου h  είναι ένας αριθµός πολύ κοντά στο µηδέν. 
 
 
Η  κλίση της  ευθείας  (χορδής)  ΑΒ  δίνεται από  τον τύπο  
 

Μεταβολη του  
Μεταβολη του  

( ) ( )
( )

y
x

f x h f x
x h x
+ −

=
+ −

   ή  ( ) ( )f x h f x f
h x

+ − ∆
=
∆
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όπου f
x

∆
∆

 είναι ο λόγος µεταβολής της συνάρτησης ( )f x  και  τείνει σε ένα 

συγκεκριµένο όριο. Ο ρυθµός µεταβολής της συνάρτησης στο σηµείο x  ονοµάζεται 
παράγωγος της συνάρτησης και ορίζεται ως  

 
 

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ = . 

 
 
6.1.1 Ορισµός   
Η παράγωγος µίας συνάρτησης ( )y f x=  είναι η συνάρτηση ( )f x′ που η τιµή της σε 
κάθε x ορίζεται από τον κανόνα  
 

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =  

 
όταν υπάρχει αυτό το όριο. Το πεδίο ορισµού της f ′ είναι το σύνολο των σηµείων του 
πεδίου ορισµού της  f  όπου  υπάρχει το εν λόγω όριο. 
 
 
Οι συνηθέστεροι συµβολισµοί για την παράγωγο της συνάρτησης ( )y f x=  είναι     

 
( ), , , ( ),dy df xy f x f

dx dx
′ ′ ′ . 

 

Το d
dx

 δηλώνει την παράγωγο ως προς  το σηµείο x. 

 
 
 
6.1.2 Παραδείγµατα    
 

1) Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της παραγώγου να βρεθεί η παράγωγος της  
συνάρτησης    2( ) 1f x x= + . 

 
Λύση 

2 2 2 2 2

h 0 h 0

[( ) 1] ( 1) 2 1 1( ) lim limx h x x xh h xf x
h h→ →

+ + − + + + + − −′ = = == 

 
2

h 0

2lim xh h
h→

+
=

0
lim (2 ) 2
h

x h x
→

= + = . 
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2) Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της παραγώγου να βρεθεί η παράγωγος της  

συνάρτησης    3( ) 3 3f x x x= − + . 
 
Λύση 

3 3

h 0

[( ) 3( ) 3] ( 3 3)( ) lim x h x h x xf x
h→

+ − + + − − +′ = =  

  
3 2 2 3 3

h 0

3 3 3 3 3 3 3lim x x h xh h x h x x
h→

+ + + − − + − + −
=  

  
2 2

h 0

(3 3 3)lim h x xh h
h→

+ + −
=  

  2 2 2

0
lim(3 3 3) 3 3
h

x xh h x
→

+ + − = − . 

 
 

3) Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της παραγώγου να βρεθεί η παράγωγος της   
συνάρτησης    ( )f x x= . 

 
Λύση 

0 0

( )( )( ) lim lim
( )h h

x h x x h x x h xf x
h h x h x→ →

+ − + − + +′ = = =
+ +

 

 

0 0 0

( ) 1 1lim lim lim
( ) ( ) ( ) 2h h h

x h x h
h x h x h x h x x h x x→ → →

+ −
= = =

+ + + + + +
. 

 
 
 
Παραγώγιση σε Ακραίο Σηµείο ∆ιαστήµατος  
 
Έστω  µία συνάρτηση ( )f x  που ορίζεται στο διάστηµα [ , ]α β  και που δεν ορίζεται 
έξω από αυτό. Τότε η παράγωγος της συνάρτησης ( )f x′  δεν ορίζεται στα δύο άκρα 
της α και β αφού η 

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =  

 
είναι η γνωστή δίπλευρη παράγωγος  και στα  δύο άκρα µόνο µονόπλευρα όρια έχουν 
νόηµα. Για να αντεπεξέλθουµε στις εδικές αυτές περιπτώσεις ορίζουµε παραγώγους 
από αριστερά (αριστερή πλευρική παράγωγος) και δεξιά (δεξιά πλευρική παράγωγος). 
∆ηλαδή : 
 

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h−−

→

+ −′ =    και    
0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h++

→

+ −′ =  

 
αντίστοιχα. 
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6.1.3 Ορισµός    
Μία συνάρτηση  f  θα λέγεται παραγωγίσιµη στο διάστηµα  [ , ]α β   εάν ισχύουν οι 
παρακάτω συνθήκες : 
 

1. Η  f  είναι  παραγωγίσιµη  στο  διάστηµα ( , )α β . 
2. Η  f  είναι  παραγωγίσιµη  από τα αριστερά στο α. 
3. Η  f  είναι  παραγωγίσιµη  από τα δεξιά στο β. 

 
 
 

Ασκήσεις 6.1 
 
Με βάση τον ορισµό της παραγώγου να βρεθεί η παράγωγος ( )f x′ , των παρακάτω 
συναρτήσεων. 
 
1) 2( ) 4 9f x x x= −    6) 2( ) (1 )f x x x−= +  
 
2) 4 3( ) 9 6f x x x= − +    7) ( ) ( 1)f x x x= −  
 

3) ( ) ( 3)(2 5)f x x x= − +   8) 2 3

1 1 1( ) 1f x
x x x

= + + +  

 
4) 2( ) ( 4)f x x= −    9) 2( )f x xα β= +    α,β = σταθερές 
 

5) 
3( 2)( ) xf x
x
+

=    10) 1( )f x
x

= . 
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6.2 Τεχνικές  Παραγώγισης   
 
Ευτυχώς κάθε φορά που θέλουµε να παραγωγίσουµε µία συνάρτηση δεν χρειάζεται  
να επαναλαµβάνουµε την παραπάνω διαδικασία (µε βάση τον ορισµό)  αφού ειδικές 
κατηγορίες συναρτήσεων µπορούν να  παραγωγιθούν  χρησιµοποιώντας ορισµένους 
κανόνες. Τους κανόνες αυτούς θα εξετάσουµε στην συνέχεια. 
 
 
Παραγώγιση  σταθεράς ( ) =f x c  
 
Έστω  η συνάρτηση ( )f x c= , όπου c είναι µία σταθερά,  έχουµε δηλαδή  την  
εξίσωση µίας ευθείας γραµµής παράλληλη στον άξονα των x. ∆ηλαδή 
   

                             
 Άρα, 
 

  
0 0 0

( ) ( )( ) lim lim lim 0 0
h h h

f x h f x c cf x
h h→ → →

+ − −′ = = = =  

 
 Εποµένως  η κλίση της ( )f x  είναι 0. ∆ηλαδή, 
  

0df
dx

=  

 
 

Παράγωγος  του ax  όπου  a = σταθερά 
 
Έστω η συνάρτηση ( )f x ax= , έχουµε δηλαδή την εξίσωση µίας ευθείας γραµµής µε 
κλίση a. 
 
Άρα, 

  
0 0 0 0

( ) ( ) ( )( ) lim lim lim lim1 1
h h h h

f x h f x ax h ax hf x
h h h→ → → →

+ − + −′ = = = = =  

 
Εποµένως  η κλίση της είναι 1. ∆ηλαδή, 

 
df a
dx

=  
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Παράγωγος  του nx   όπου  n = ακέραιος  
 

y  2x  3x  4x  2
2

1x
x

−  = 
 

dy
dx

 2x  23x  34x  32x−−  

 
Από τον παραπάνω πίνακα συµπεραίνουµε τον ακόλουθο κανόνα,  
 

1( )n nd x nx
dx

−=  

 
Πράγµατι, 
   

0 0

( ) ( ) ( )( ) lim lim
n n

h h

f x h f x x h xf x
h h→ →

+ − + −′ = =  

 

                      

1 2 2 1

0

( 1)
2!lim

n n n n n n

h

n nx nx h x h nxh h x

h

− − −

→

− + + + + + −  =
"

 

 
            

          

1 2 2 1

0

( 1)
2!lim

n n n n

h

n nnx h x h nxh h

h

− − −

→

− + + + +  =
"

 

 
 

           1 2 2 1

0

( 1)lim
2!

n n n n

h

n nnx x h nxh h− − − −

→

− = + + + +  
"  

 
Όταν το 0h →  όλοι οι παράγοντες εκτός του πρώτου  πάνε στο µηδέν. Εποµένως, 

1( ) nf x nx −′ =   
 
 
Παράγωγος  του x  
 
Εάν ( )f x x= , τότε  

    1( )
2

d x
dx x

=  

 
Πράγµατι, 

0 0

( ) ( )( ) lim lim
h h

f x h f x x h xf x
h h→ →

+ − + −′ = =  
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( )( )
( ) ( )0 0

lim lim
h h

x h x x h x x h x
h x h x h x h x→ →

+ − + + + −
= =

+ + + +
 

 

( )0 0

1lim lim
h h

h
x h xh x h x→ →

= =
+ ++ +

 

 

0

1 1lim
2h x x x→

= =
+

 

 
 
 
Σταθερά Πολλαπλάσια 
 
Έστω  a µία σταθερά . Εάν η  ( )f x  είναι µία παραγωγίσιµη συνάρτηση του x τότε 
ισχύει  

    ( ) ( )( ) ( )d daf x a f x
dx dx

=  

 
Πράγµατι, 

  
0 0

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim
h h

af x h af x f x h f xf ax a
h h→ →

+ − + − ′ = =   
 

                    
0

( ) ( )lim
h

f x h f xa
h→

+ − =   
 

 
             ( )af x′=  

 
 
Παραγώγιση  αθροίσµατος και διαφοράς  
 
6.2.1 Θεώρηµα  
Εάν f και g είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις του x, τότε το άθροισµα  τους f g+  
είναι µία παραγωγίσιµη συνάρτηση του x για την οποία ισχύει ο κανόνας   
 

( )d df dgf g
dx dx dx

+ = +  

 
Απόδειξη 

  ( ) [ ] [ ]
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

f x h g x h f x g xd f g
dx h→

+ + + − +
+ =  

         [ ] [ ]
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

f x h f x g x h g x
h→

+ − + + −
=  

         
0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
h h

f x h f x g x h g x
h h→ →

+ − + −
= +  
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         df dg
dx dx

= +        ,  

 
 
Το θεώρηµα 6.2.1 ισχύει και για διαφορά δύο συναρτήσεων. ∆ηλαδή, 
 

( )d df dgf g
dx dx dx

− = −  

 
  
 
6.2.2 Παραδείγµατα  
 
Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων  
 
1) 2=y , 2) 5xy =  3) 4 3 24 2 8 5 2y x x x x= − + − + , 4) 2y x x−= −  
 
Λύση 
 

1) 0dy
dx

= , 2) 45dy x
dx

= ,  3) 3 216 6 16 5dy x x x
dx

= − + − , 

 

4)
1

1 21

2
2dy x x

dx
−−= − −  

 
 
 
Παραγώγιση  γινοµένου 
 
6.2.3 Θεώρηµα  
Εάν  δύο συναρτήσεις  f  και g  είναι παραγωγίσιµες ως προς x τότε το  γινόµενο τους  
f g×  είναι µία παραγωγίσιµη συνάρτηση του x για την οποία ισχύει ο κανόνας 

 

( )d dg dffg f g
dx dx dx

= +  

 
Απόδειξη 

  ( )
0

( ) ( ) ( ) ( )lim
h

d f x h g x h f x g xfg
dx h→

+ + −
=  

 
Προσθέτοντας  και αφαιρώντας  ( ) ( )f x h g x+  στον αριθµητή παίρνουµε  

 

( )
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
h

d f x h g x h f x h g x f x h g x f x g xfg
dx h→

+ + − + + + −
=  

 

   
0

( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) ( )
h

g x h g x f x h f xf x h g x
h h→

+ − + − = + +  
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0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) lim lim ( ) lim
h h h h

g x h g x f x h f xf x h g x
h h→ → → →

+ − + −
= + +  

 

    
0 0

lim ( ) lim ( )
h h

dg dff x h g x
dx dx→ →

   = + +     

 
 
Το όριο  

0
lim ( ) ( )
h

g x g x
→

=  αφού δεν εξαρτάτε από το h. Η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο x 

και εποµένως και συνεχής στο x. Άρα 
0

lim ( ) ( )
h

f x h f x
→

+ = . Εποµένως, 

 
 

( )d dg dffg f g
dx dx dx

= +     ,  

 
 
 
6.2.4  Παραδείγµατα 
 
Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων 
 

1) ( )( )2 34 1 7y x x x= − + ,    2) ( )3 12 3 2
4

y x x x = − − − 
 

,    3) ( )( )2 31 3y x x= + −  

 
 
Λύση 
 

1)   ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 37 4 1 4 1 7dy d dx x x x x x
dx dx dx

= + − + − +  

            
       ( )( ) ( )3 2 2 4 27 8 4 1 (21 1) 140 9 1x x x x x x x= + + − + = − −  
 
 

2)   ( ) ( )3 31 12 2 3 2 3 2
4 4

dy d dx x x x x x
dx dx dx

   = − − − + − − −   
   

 

 

                  ( ) ( )2 312 1 9 2 3 2
4

x x x x = − − − + − − 
 

 

 
3 29 1724 4

4 4
x x x= − + − +  

 
 

 3)   ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 33 1 1 3dy d dx x x x
dx dx dx

= − + + + −  
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        ( )( ) ( )( )3 2 2 4 23 2 1 3 5 3 6x x x x x x x= − + + = + −  
 
 
 
Παραγώγιση  πηλίκου 
 
6.2.5 Θεώρηµα 
Εάν  δύο συναρτήσεις  f  και g , όπου 0g ≠  είναι παραγωγίσιµες ως προς x τότε το 
πηλίκο /y f g=  είναι µία παραγωγίσιµη συνάρτηση του x για την οποία ισχύει ο 
κανόνας  
 

    2

df dgg fd f dx dx
dx g g

− 
= 

 
 

 
Απόδειξη 

0

( ) ( )
( ) ( )lim

h

f x h f x
d f g x h g x
dx g h→

+
−

  += 
 

 

 

 
0

( ). ( ) ( ). ( )lim
. ( ). ( )h

f x h g x f x g x h
h g x h g x→

+ − +
=

+
 

 
Προσθέτοντας  και αφαιρώντας  ( ). ( )f x g x  στον αριθµητή παίρνουµε 
 

 
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
( ) ( )h

d f f x h g x f x g x f x g x h f x g x
dx g hg x h g x→

  + − − + +
=  + 

 

 

   
0

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
lim

( ) ( )h

f x h f x g x h g xg x f x
h h

g x h g x→

+ − + −   −      =
+

 

 

  0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim ( ) lim lim ( ) lim

lim ( ) lim ( )
h h h h

h h

f x h f x g x h g xg x f x
h h

g x h g x
→ → → →

→ →

+ − + −
−

=
+

 

 

0 0

0 0

lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )
h h

h h

df dgg x f x
dx dx

g x h g x
→ →

→ →

−
=

+
 

 
 

Το όριο 
0

lim ( ) ( )
h

g x g x
→

= και το 
0

lim ( ) ( )
h

f x f x
→

=  αφού δεν εξαρτώνται  από το h. 
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Η g(x) είναι παραγωγίσιµη στο x και εποµένως και συνεχής στο x. Άρα 

0
lim ( ) ( )
h

g x h g x
→

+ = . Εποµένως, 

 

   2

df dgg fd f dx dx
dx g g

− 
= 

 
     ,  

 
 
 

6.2.6  Παραδείγµατα 
 
Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων 
 

1)  
2

2

1
1

xy
x
+

=
−

,  2)  
2

4

1
1

xy
x
−

=
+

,  3)  2

4 1
5

xy
x

+
=

−
 

 
Λύση 

 1)  
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2

22

1 1 1 1

1

d dx x x xdy dx dx
dx x

− + − + −
=

−
 

 

       
( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

2 22 2

1 2 1 2 4

1 1

x x x x x

x x

− − + −
= =

− −
 

 
 

 2) 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

4 2 2 4

24

1 1 1 1

1

d dx x x xdy dx dx
dx x

+ − − − +
=

+
 

 

          
( )( ) ( )( )

( ) ( )

4 2 3 5 3

2 24 4

1 2 1 4 2 4 2

1 1

x x x x x x x

x x

+ − + − − +
= =

+ +
 

 
 

 3) 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

22

5 4 1 4 1 5

5

d dx x x xdy dx dx
dx x

− + − + −
=

−
 

 

              
( )( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

2 22 2

5 4 4 1 2 4 2 20

5 5

x x x x x

x x

− − + − − −
= =

− −
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6.2.7 Θεώρηµα 
Εάν η συνάρτηση ( )f x  είναι παραγωγίσιµη στο x και ( ) 0f x ≠  τότε η συνάρτηση 

1
( )f x

είναι παραγωγίσιµη στο x και  

( )

( )2

( )1
( ) ( )

d f xd dx
dx f x f x

 
= − 

 
 

 
Ο αναγνώστης µπορεί πολύ εύκολα να απόδείξη το θεώρηµα 6.2.7 χρησιµοποιώντας 
το θεώρηµα 6.2.5 (παραγώγιση   πηλίκου). 
 
 
6.2.8  Παραδείγµατα 
 
Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων 
 

1) 1y
x

=  ,  2)  3

1
2 3

y
x x

=
+ −

 

 
 
Λύση 

 1)  
( )
2 2

1
d xdy dx

dx x x
= − = −  

 

 2)  
( )

( )

3
2

23 3

2 3 3 2
2 3 2 3

d x xdy xdx
dx x x x x

+ − +
= − = −

+ − + −
 

 
 
 
∆ιαδοχική παραγώγιση 
 
Εάν η παράγωγος της συνάρτησης ( )y f x=  είναι παραγωγίσιµη στο x, και την 
παραγωγίσουµε για άλλη µία φορά,  τότε η νέα συνάρτηση θα µας δώσει την δεύτερη 
παράγωγο της  ( )y f x= . 
 
Οι συνηθέστεροι συµβολισµοί για την  δεύτερη παράγωγο της ( )y f x=  είναι     

 
2 2

2 2

( ), , , ( ),d y d f xy f x f
dx dx

′′ ′′ ′′ . 

 
 
Γενικότερα το αποτέλεσµα της διαδοχικής παραγώγισης µίας συνάρτησης ( )y f x=   
n -φορές δηλώνεται  ως : 
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( ) ( ) ( )( ), , , ( ),
n n

n n n
n n

d y d f xy f x f
dx dx

. 

 
 
6.2.9 Παράδειγµα    
 
Εάν  3 25 6 2 18y x x x= − + −    τότε, 
 

215 12 2dyy x x
dx

′ = = − +   
2

2 30 12d yy x
dx

′′ = = −  

 
3

(3)
3 30d yy

dx
= =    

4
(4)

4 0d yy
dx

= =  

 
 
 (5) (6) ( )0, 0, , 0ny y y= = =""   ( )4n ≥ . 
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Ασκήσεις 6.2 
 

Να βρεθεί η ( )f x′  και η ( )f x′′  των παρακάτω συναρτήσεων 
 

1) 5( )f x x=     15)  
2 1( )
5

xf x +
=  

2) 3( )f x x−=     16)  2 2( ) (3 1)f x x= +     

3) 
1
3( )f x x=     17)  3( )f x π=    

4) 1( )f x x−=     18) 3 2( )f x x x xα β γ δ= + + + ,  α,β,γ,δ = σταθερές 

5) 23( ) ( )f x x=    19)  
2 1( )
3

xf x
x
+

=  

6) 2( ) 3f x x x= − +    20)  5 2( ) ( 2 )f x x x= +  

7) ( ) ( 1)( 1)f x x x= − +   21) ( ) 2( ) 5f x x −=   

8) 
24 1( )
2

x xf x
x
+ −

=    22) ( )( )2 3( ) 7 4 2f x x x x= − + +  

9) 3 21( ) 3 7 1
3

f x x x x= + + +   23) 2

1 1( ) 4 2f x x
x x

  = + −  
  

 

10) ( ) 2f x = −     24) 3 1( )
2 5

xf x
x
+

=
−

 

11) 1( ) 2
2

f x x= +    25) 
2

2( )
2 1

xf x
x x

=
+ +

 

12) 3
7

1( )f x x
x

−= +    26) ( )( )2 1 5
( )

3 2
x x

f x
x

+ −
=

+
 

13) 2 1( ) (3 6) 2
4

f x x x = + − 
 

  27) 2 3 4

1 1 1 1( )f x
x x x x

= + + +  

14) 8( ) 3 2f x x x−= − +   28) ( ) 2( ) 3 1f x x −= +  
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6.3 Παράγωγος Τριγωνοµετρικών Συναρτήσεων 
 
Η παράγωγος της τριγωνοµετρικής συνάρτησης  siny x=  ως προς x και µε βάση  τον 
ορισµό της παραγώγου, είναι το όριο  
 

        
0

sin( ) sinlim
h

dy x h x
dx h→

+ −
= . 

 
Χρησιµοποιώντας την τριγωνοµετρική ταυτότητα  
 

sin( ) sin cos cos sinx h x h x h+ = +  
 

καθώς και τα ακόλουθα δύο γνωστά  όρια  
0

sinlim 1
h

h
h→

=   και 
0

cos 1lim 0
h

h
h→

−
=  έχουµε 

ότι  
 

      
0

sin( ) sinlim
h

dy x h x
dx h→

+ −
=     

 

0

sin cos cos sin sinlim
h

x h x h x
h→

+ −
=  

 
[ ]

0

sin cos 1 cos sin
lim
h

x h x h
h→

− +
=  

 

       
0 0

cos 1 sinlim sin lim cos
h h

h hx x
h h→ →

−   = +   
   

 

 

      
0 0

cos 1 sinsin lim cos lim
h h

h hx x
h h→ →

−   = +   
   

 

 
       sin 0 cos 1x x= × + ×  
 
 cos x= . 
 
Με τον ίδιο τρόπο ο αναγνώστης µπορεί να αποδείξει ότι η παράγωγος της 
συνάρτησης    

cosy x=       είναι  siny x′ = −  
 

και η παράγωγος της συνάρτησης  
 

tany x=       είναι 2
2

1sec
cos

y x
x

′ = = . 
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6.3.1  Παραδείγµατα 
Να βρεθεί η παράγωγος των παρακάτω συναρτήσεων 
 

1)  2 tany x x= , 2) sin
1 cos

xy
x

=
+

, 3)  1
cos

y
x

=  

 
Λύση 
 

 1)   ( ) ( )2 2 2 2tan tan 2 tan secdy d dx x x x x x x x x
dx dx dx

= = + = +  

 
 

 2)  
( ) ( ) ( )

( )2

1 cos sin sin 1 cos

1 cos

d dx x x xdy dx dx
dx x

+ − +
=

+
 

 

       ( )( ) ( )
( )2

1 cos cos sin sin
1 cos

x x x x
x

+ − −
=

+
 

 

       
( ) ( )

2 2

2 2
cos cos sin cos 1 1

1 cos1 cos 1 cos
x x x x

xx x
+ + +

= = =
++ +

 

 
 

3)  
( ) ( )

2

cos 1 1 cos

cos

d dx xdy dx dx
dx x

−
=  

 

2

0 1( sin ) sin
cos cos cos

x x
x x x

− −
= =   

  

    1 sin sec tan
cos cos

x x x
x x

= × = . 
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Ασκήσεις 6.3 
 

Να βρεθεί η ( )f x′  των παρακάτω συναρτήσεων 
 

1) 2 cosy x x= −     6) 
2

1 2 tan
xy

x
=

+
 

2) 1 7sin tany x x= + −    7) sin
1 cos

xy
x

=
+

 

3) siny x x=      8) 2siny x=  
4) sin cosx x      9) ( )( )1 cos siny x x x= + −  

5)  ( )2 sin secy x x x= +    10) 2 2cos siny x x= +  
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6.4 Παράγωγος Εκθετικών και Λογαριθµικών Συναρτήσεων 
 
Παράγωγος  εκθετικών συναρτήσεων 
 
Στην άλγεβρα, οι ακέραιοι εκθέτες και οι ρητοί εκθέτες ενός αριθµού a µπορούν να 
οριστούν ως 
 

n

n ΄

a a a a
φορε ς−

= × × ×"��	�
  , 1n
na

a
− = ,  0 1a = ,  ( )/

pq qp q pa a a= = ,  /
/

1p q
p qa

a
− = . 

 
Το γράφηµα της συνάρτησης xy a=  εξαρτάται από τις τιµές που µπορεί να πάρει το 
a. Το παρακάτω γράφηµα  µας δείχνει την συνάρτηση xy a=  για  10 a< < ,  1a =  
και   1a > . 
 

                  
6.4.1 Πρόταση 
Έστω 0a > . Αν : (0, )f → +∞R  µε ( ) xf x a= , τότε ( ) lnxf x a a′ = . 

Ειδικά, για a e=  παίρνουµε: ( )x xd e e
dx

= . 

Απόδειξη  

Έχουµε την ανισότητα: 11
1

xx e
x

+ ≤ ≤
−

, για κάθε ( ,1)x∈ −∞ . Για x αρκούντως µικρό 

κατ’ απόλυτη τιµή ( 1| |
| ln |

x
a

< , για 1a ≠ , ενώ για 1a =  το x µπορεί να είναι 

οτιδήποτε) έχουµε ln ( ,1)x a∈ −∞ . Άρα, 

 
ln 11 ln

1 ln
x ax a e

x a
+ ≤ ≤

−
, ήτοι 1 ln1 ln ln 1

1 ln 1 ln
x x x ax a a x a a

x a x a
+ ≤ ≤ ⇒ ≤ − ≤

− −
. 

 

Εάν 0x > , παίρνουµε 1 lnln
1 ln

xa aa
x x a
−

≤ ≤
−

 και επειδή 
0

lnlim ln
1 lnx

a a
x a→

=
−

, έπεται 

(από το κριτήριο της παρεµβολής) ότι 
0

1lim ln
x

x

a a
x+→

−
= . 
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Εάν 0x < , παίρνουµε 1 lnln
1 ln

xa aa
x x a
−

≥ ≥
−

, οπότε 
0

1lim ln
x

x

a a
x−→

−
= .  

Άρα 
0

1(0) lim ln
x

x

af a
x→

−′ = = . 

Με βάση τώρα, τον ορισµό της παραγώγου η παράγωγος της συνάρτηση  xy a=  δίνεται 
από τον τύπο  

   
( )

0 0 0

1 1( ) lim lim lim ln
x hx h x h

x x

h h h

a aa a af x a a a
h h h

+

→ → →

−− −′ = = = ⋅ = ⋅ . 

 
Εάν, a e=  τότε η συνάρτηση γίνεται xy e=  και η παράγωγός της ορίζεται ως 
 

    ( )x xd e e
dx

=         ,  

 
6.4.2 Σηµείωση 
Ο  αριθµός e  ορίζεται ως  

( )1/

0

1 1 1 1 1lim 1 lim 1 1
1! 2! 3! !

h
k

h k
e k

h n→+∞ →

 = + = + = + + + + + + 
 

" "  

 
   2.71828= …  

 
 
 
Παράγωγος λογαριθµικών συναρτήσεων  
 
 
∆ίνεται η συνάρτηση ( ) logbf x x= . Η ( )f x′  ορίζεται ως 
 

( )
0

log ( ) log ( )log lim b b
b h

x h xd x
dx h→

+ −
=  

 

        [ ]
0

1lim log ( ) log ( )b bh
x h x

h→
= + −  

 

        
0

1lim logbh

x h
h x→

+ =  
 

  ( )log log loga a aXY X Y= +    

 

        
0

1lim log 1bh

h
h x→

 = + 
 

   

 

εάν hu
x

=  τότε 0u →  όταν 0h →  και  εποµένως, 

 

 ( ) ( )
0

1log lim log 1b bu

d x u
dx ux→

= +    
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        ( )
0

1 1lim log 1bu
u

x u→
= +  

 

        ( )1/

0

1 lim log 1 u
bu

u
x →

= +  

    

        ( )1/

0

1 log lim 1 u
b u

u
x →

 = +      ( )1/

0
lim 1 x

x
e x

→
 = +   

 

        1 logb e
x

=  

 
 
Εποµένως, 

( ) 1log logb b
d x e
dx x

= ,      0x >  

 
αλλάζοντας την βάση του λογαρίθµου παίρνουµε  
 

  ( ) 1log
lnb

d x
dx x b

= , 0x >     loglog
log

a
z

a

xx
z

 
= 

 
 

 
 
Στην περίπτωση  όπου  b e=  τότε 
 

   ( ) 1ln( )d x
dx x

= ,   0x >   [ ]log 1a a =  
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Ασκήσεις 6.4 
 
Να βρεθεί η παράγωγος , ( )f x′ , των παρακάτω συναρτήσεων. 
 

1) ( ) lnf x x x=    11)  1( )
1

xf x
x
−

=
+

 

2) 
1

2 2( ) ( 1)f x x x= −    12)  ( ) sinxf x e x=  

3)  ( )
ln

xf x
x

=    13)  ( )
sin

xef x
x

=  

 
4) ( ) 3sin cosf x x x=    14) ( ) logf x x x=  
 

5) ( ) tanf x x= ,   15) ( )
x

x x

ef x
e e−=
−

 

6) ( )
1

xef x
x

=
−

    16)  2( )
1

xf x
x

=
+

 

7) ( ) ( 1) ln( 1)f x x x= − −   17)  
2 1( ) xf x
x
+

=  

8) ( ) sin lnf x x x=    18)  1( ) xf x
x
−

=  

9) ( )
cos

xf x
x

=    19)  sin( ) xf x
x

=  

10) cos( )
sin

xf x
x

=    20)  ln( )
ln( 1)

xf x
x

=
−
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6.5 Παράγωγος Σύνθετης Συνάρτησης  
 
Για να υπολογίσουµε την παράγωγο σύνθετων συναρτήσεων χρησιµοποιούµε τον 
κανόνα της αλυσιδωτής παραγώγισης ή κανόνα της αλυσίδας. 
 

6.5.1 Πρόταση (κανόνας της αλυσίδας) 
Έστω :g A B→  παραγωγίσιµη στο σηµείο 0x A∈  και :f B →R  παραγωγίσιµη στο 

σηµείο 0( )g x B∈ , όπου Α, Β ανοικτά διαστήµατα του R . Τότε η f gD  είναι 

παραγωγίσιµη στο σηµείο 0x A∈  και ισχύει: 0 0 0( ) ( ) ( ( )) ( )f g x f g x g x′ ′ ′= ⋅D . 

 

Απόδειξη  
Θεωρούµε τη συνάρτηση : Aϕ →R  µε τύπο  

 
0

0
0

0 0

( ( )) ( ( )) ,   αν ( ) ( )
( ) ( )( )

( ( )),                     αν ( ) ( )

f g x f g x g x g x
g x g xx

f g x g x g x
ϕ

− ≠ −= 
 ′ =

 

 
Πρώτα θα αποδείξουµε ότι η φ είναι συνεχής στο σηµείο 0x . Έστω λοιπόν 0ε > . 

Εφόσον η f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο 0( )g x , υπάρχει 0δ >  µε την ιδιότητα:  

 

y B∈  και 0
0 0

0

( ) ( ( ))0 | ( ) | ( ( ))
( )

f y f g xy g x f g x
y g x
− ′< − < ⇒ − <
−

δ ε .   (1) 

 
Τώρα, εφόσον η g είναι συνεχής στο 0x  (γιατί είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό), 

υπάρχει 0δ ′ >  µε την ιδιότητα: x A∈  και 0 00 | | ( ) ( )x x g x g xδ δ′< − < ⇒ − < .  

 
Για κάθε x A∈  µε 00 | |x x δ ′< − <  διακρίνουµε δύο περιπτώσεις: (i) Αν 0( ) ( )g x g x= , 

τότε 0 0( ) ( ( )) ( )x f g x xϕ ϕ′= =  και άρα 0| ( ) ( ) | 0x xϕ ϕ ε− = <  και (ii) 00 ( ) ( )g x g x δ< − < , 

οπότε, βάσει της (1), 0
0

0

( ( )) ( ( )) ( ( ))
( ) ( )

f g x f g x f g x
g x g x

− ′− <
−

ε , δηλαδή 

0( ) ( ( ))x f g x′− <ϕ ε . Παρατηρούµε τώρα ότι για κάθε x A∈ 0{ }x  ισχύει: 

 
0 0

0 0

( ( )) ( ( )) ( ) ( )( )f g x f g x g x g xx
x x x x
− −

= ⋅
− −

ϕ . 
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[Αν 0( ) ( )g x g x= , τότε 0 0

0 0

( ( )) ( ( )) ( ) ( ) 0f g x f g x g x g x
x x x x
− −

= =
− −

, ενώ αν 0( ) ( )g x g x≠  

τότε 0 0 0 0

0 0 0 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

f g x f g x f g x f g x g x g x g x g xx
x x g x g x x x x x
− − − −

= ⋅ = ⋅
− − − −

ϕ ]. 

 
Εποµένως, 

 
0 0 0

0 0
0

0 0

( ( )) ( ( )) ( ) ( )( ) ( ) lim lim ( ) lim
x x x x x x

f g x f g x g x g xf g x x
x x x x→ → →

− −′ = = ⋅
− −

D ϕ    

         
       0 0( ( )) ( )f g x g x′ ′= ⋅ .       ,  

 
 
Με άλλα λόγια εάν  

( )( )y f g x=  και ( )u g x=  τότε ( )y f u=  
και εποµένως, 

dy dy du
dx du dx

= ×  

 
 
6.5.2  Παραδείγµατα     
 
1)  Να βρεθεί η παράγωγος της  2122 )1(1 −=−= xxy  
 
Λύση  

12 −= xu  x
dx
du 2=   και  21uy =  1 21

2
dy u
du

−= .   

 
Άρα, 

1
2.

2
1

221
21

−
=== −

x
x

u
xxu

du
dy . 

 
 

2)   Να βρεθεί η παράγωγος της  )
4

2sin( πθ −=y  

 
Λύση 

4
2 πθ −=u  2=

θd
du  και uy sin=  u

du
dy cos=  

 
Άρα, 

)
4

2cos(2cos2 πθ
θ

−== u
d
dy . 
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6.5.3 Σηµείωση 
Ουσιαστικά ο υπολογισµόs της παραγώγου µίας σύνθεσης δύο ή και περισσοτέρων 
παραγωγίσιµων συναρτήσεων, δεν είναι τίποτε άλλο παρά το γινόµενο των παραγώγων 
κάθε συνάρτησης  αρχίζοντας  την παραγώγιση της  σύνθεσης  από έξω προς τα µέσα. 
 
Έτσι λοιπόν εάν έχουµε τις συναρτήσεις  ( ) ( ( ))r x g f x=  ή  ( ) ( ( ( )))p x g f h x= , η 
παραγώγιση της σύνθεσης από έξω προς τα µέσα 
 
 
 
 
 
                                                               ή 
 
 
 
 
θα µας δώσει  τους   παρακάτω δύο τύπους  
 

( ) ( ( )) ( )r x g f x f x′ ′ ′= ×      ή      ( ) ( ( ( ))) ( ( )) ( )p x g f h x f h x h x′ ′ ′ ′= × × . 
 
 
6.5.4 Παραδείγµατα 
 
1)  Να βρεθεί η παράγωγος της  2xy e=  
 
Λύση  

Εδώ έχουµε δύο συναρτήσεις την 2xe  και την 2x . Άρα , 
 

   ( ) ( )2 2 2 22 2 2x x x xy e e x e e′ ′′ = = = = . 
 
2)  Να βρεθεί η παράγωγος της   ( )2sin xy e=  
 
Λύση 

Εδώ έχουµε τρεις  συναρτήσεις την  ( )xe2sin  την xe2  και την x2 . Άρα, 
 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2sin cos cos 2 cos 2x x x x x x xy e e e e e x e e′ ′ ′′ = = = =  

    ( )2 22 cosx xe e=  
 

3)   Να βρεθεί η παράγωγος της  ( )( )3
5cos 4y x=  

 
Λύση 

Εδώ έχουµε τρεις  συναρτήσεις την  ( )( )3
5cos 4x  την ( )54cos x και την 54x .  

 

g 
f (x)

g 
f h(x)
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Άρα, 

( )( )( ) ( )( ) ( )( )3 25 5 5cos 4 3 cos 4 cos 4y x x x
′ ′′ = =  

    ( )( ) ( )( )( )25 5 53 cos 4 sin 4 4x x x ′= − ( )( ) ( )( )25 5 43 cos 4 sin 4 20x x x= −  

    ( )24 5 560 sin(4 ) cos(4 )x x x= −  
 
 
Παράγωγος  του rx  όπου r  = ρητός αριθµός. 
 
Στην παράγραφο 6.2 είδαµε πώς να βρίσκουµε την παράγωγο του nx  για  ακέραιες 
τιµές του  n  αλλά  και για 1/ 2n = . Χρησιµοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας θα 
δούµε ότι  η ίδια τεχνική µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για οποιαδήποτε ρητή δύναµη 
του x. ∆ηλαδή, 

    ( ) 1r rd x rx
dx

−= .  

 
Απόδειξή 
Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση /p qy x= . Εάν 1/ qu x=  και py u=  τότε 

παραγωγίζοντας ως προς  x και u αντίστοιχα  παίρνουµε  
1 11 qdu x

dx q

−
=  και 1pdy px

du
−= . 

 
Χρησιµοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας έχουµε  
 

1 1
1p qdy dy du p u x

dx du dx q

−
−= =   

 

     
11 1 1 1 1 11 1 1

p p p
q q q q q q qp p px x x x x

q q q

− −
− − − + −      

= = =            
      

 

 

      
1p

qp x
q

−

=  
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Ασκήσεις 6.5 
 
Να βρεθεί η παράγωγος ( )f x′  των παρακάτω συναρτήσεων. 
 
1) 3( ) xf x e=     11) sin( ) xf x e=  
 
2) 5( ) ( 1)f x x= +       12) sin3( ) 2f x e θ=     
 

3) 2 5( ) ( 1)f x x= +    13) 
1

2 2( ) 2sin( 4)f θ θ= +    
 
4) 2( ) sinf x = θ    14) ( )( ) ln sin cosf x x x=  
 

5) 2( ) sinf x θ=    15) sin( ) ln
1 cos

xf x
x

 =  − 
 

 
6) 1( ) ( 1)f x x −= +    16)  3( ) cos (sin(2 ))f x x=  
 

7) 1( )
1

f x
x

=
−

   17)  
35( )

2 1
xf x
x
− =  + 

 

 

8) 2

1( )
x

x

ef x
e
−

=    18)  3 2( ) sin (5 )f x x x=  

9) 1( )
sin

f x
θ

=    19)  ( ) cos(cos )f x x=  

 
10) 3 4( ) 2 x xf x e e−= +    20)  ( )54 7( ) sin(2 ) tan ( )f x x x x= +  
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6.6 Παράγωγος Αντίστροφων Συναρτήσεων 
 
6.6.1  Πρόταση 
Εάν η συνάρτηση ( )y f x=  είναι µία παραγωγίσιµη συνάρτηση µε αντίστροφη 
συνάρτηση την ( ) ( )1x f y g y−= = , τότε η ( )g y θα είναι παραγωγίσιµη  όταν 

( ) 0dy f x
dx

′= ≠  και  

    1
/

dx
dy dy dx

= . 

 
Απόδειξη 
Αφού η συνάρτηση ( )f x είναι παραγωγίσιµη, θα είναι και συνεχής έτσι ώστε  
 
  ( ) ( ) 0y f x x f x∆ = + ∆ − →  όταν το 0x∆ → . 
 
Η συνάρτηση ( )g y  είναι συνεχής, άρα  0x∆ →  όταν 0y∆ → . Εποµένως, 
 

   
0 0

1lim lim
/y y

dx x
dy y y x∆ → ∆ →

∆
= =

∆ ∆ ∆
 

 

         

0

1 1
/lim

y

y dy dx
x∆ →

= =
∆
∆

     ,  

 
Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί και γραφτεί και ως  
    

    ( ) ( ) ( )
1 1

( )
g y

f x f g y
′ = =

′ ′
 

 
ή διαφορετικά, αλλάζοντας τις µεταβλητές  
 

     ( ) ( )
1
( )

g x
f g x

′ =
′

 

δηλαδή, 

    ( )( ) ( )
1

1

1
( )

f x
f f x

−
−

′ =
′
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Παράγωγος Αντίστροφων Τριγωνοµετρικών Συναρτήσεων 
 
Ας  πάρουµε την συνάρτηση  ( )1sin arcsiny x x−= = .  Η εξίσωση αυτή µπορεί  να 
γραφτεί σαν 
     sinx y= . 

Εάν τώρα παραγωγίσουµε  ως προς  y  θα  πάρουµε cosdx y
dy

= . Εποµένως , 

 
1

cos
dy
dx y

= . 

 
Γνωρίζουµε  όµως ότι   2 2 2cos 1 sin 1y y x= − = − . 
 
Εποµένως, 

     
2

1
(1 )

dy
dx x

=
−

. 

 
 
6.6.2 Σηµείωση 

Επειδή  1 1x− < < ,  τότε 
2 2

yπ π
− < <  . Για αυτές τις τιµές του y  cos( ) 0x ≥ . Άρα  

2cos( ) (1 )y x= −     [ και όχι  2(1 )x− − ]. 
 
 
Με τον ίδιο τρόπο ο αναγνώστης µπορεί να αποδείξει ότι η παράγωγος της  
 

( )1cos arccosy x x−= =  είναι   
2

1
(1 )

dy
dx x

= −
−

 

και η παράγωγος της 
 

  ( )1tan arctany x x−= =  είναι   2

1
1

dy
dx x

=
+

. 
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6.7  Συνοπτικός Πίνακας  Παραγώγισης 
 

Οι τύποι παραγώγισης που αναπτύξαµε σε αυτό το κεφάλαιο δίνονται στον παρακάτω 
πίνακα. Οι συναρτήσεις u  και v  που βλέπετε στους τύπους θεωρούνται ότι είναι 
παραγωγίσιµες συναρτήσεις του x.  Το γράµµα  c δηλώνει µία αυθαίρετη σταθερά. 
  
  
       

   y c= ,  (c = σταθερά)         0dy
dx

=  

 

   ny x=                               1ndy nx
dx

−=    

   

   siny θ=                        cosdy
d

θ
θ
=   

     

    cosy θ=                      sindy
d

θ
θ
= −  

 

   ny ax=                             1ndy anx
dx

−=       tany θ=                      2secdy
d

θ
θ
=  

 

   xy e=                               xdy e
dx

=         1sin xy
a

−=                  
2 2

1dy
dx a x

=
−

   

   

   axy e=                              axdy ae
dx

=      

    

    1cos xy
a

−=                 
2 2

1dy
dx a x

= −
−

   

   

   xy a=                               lnxdy a a
dx

=   

 

   lny x=                           1dy
dx x

=  

    

    1tan xy
a

−=                 2 2

dy a
dx a x

=
+

   

  
 
 Κανόνας Γινοµένου :   
                                                                   

  .y u v= ,                    dy du dvv u
dx dx dx

= +  

   
  
Κανόνας Αλυσίδας  : 
 

   dy dy du
dx du dx

= ×  

 

 
 
  Κανόνας Πηλίκου : 

   uy
v

= ,                       2

du dvv udy dx dx
dx v

−
=  
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6.8 ∆ιαφορικά 
 
Μέχρι  στιγµής  έχουµε  αντιµετωπίσει τον συµβολισµό  /dy dx  ως ένα απλό 
σύµβολο για  την παραγώγιση.  Τα σύµβολα  ‘‘ dy ’’ και ‘‘ dx ’’, τα οποία και  
ονοµάζονται  διαφορικά, δεν είχαν από µόνα τους κάποια  συγκεκριµένη σηµασία.  
 
Στην παράγραφο αυτή θα δούµε πως τα σύµβολα αυτά, ‘‘ dy ’’ και ‘‘ dx ’’, µπορούν 
να χρησιµοποιηθούν έτσι ώστε το /dy dx  να ερµηνευτεί  ως το πηλίκο των δύο αυτών 
διαφορικών. 
 
Εάν ( )y f x=  και η f  είναι παραγωγίσιµη στο x, τότε  µπορούµε να ορίσουµε το dy  
ως   
    ( )dy f x dx′=       (1) 
 
Εάν 0dx ≠ , τότε µπορούµε να διαιρέσουµε και τα δυο µέλη της (1) µε dx  για να µας 
δώσει  

    ( )dy f x
dx

′=       (2) 

Η εξίσωση (2) µας λεει ότι µπορούµε να θεωρήσουµε το σύµβολο για την παράγωγο  
dy
dx

 ως πηλίκο των δύο διαφορικών. 

 
 
6.8.1 Ορισµός  
Για την συνάρτηση ( )y f x=  ορίζουµε  
(α)  ως διαφορικό του x το dx µε την σχέση dx x= ∆  
(β)  ως  διαφορικό του y το dy µε την σχέση ( )dy f x dx′=  
 
Εποµένως το διαφορικό της ανεξάρτητης µεταβλητής x είναι από τον ορισµό ίσο µε 
την µεταβολή της µεταβλητής.  Το διαφορικό όµως της εξαρτηµένης µεταβλητής y 
δεν ισούται µε την µεταβολή της. Αυτό µπορεί να γίνει πιο κατανοητό βλέποντας το 
παρακάτω σχεδιάγραµµα . 
 
 
                                     y 
                                                                      ( )y f x=  
 
 
                                                                                                    y∆    
                                                                                                      
                                                                                      dy  
 
 
                                                             x dx∆ =  
 
                                                                                                             x                                                          
                                                                                 x + ∆x  
                                                                                (x + dx)    



6.8  ∆ιαφορικά     Σελίδα 33 από 35 

 
Είναι εµφανές  ότι το dy y≠ ∆ . Όσο ποιο µικρό είναι το διάστηµα x∆  τόσο  καλύτερη 
είναι η προσέγγιση του διαφορικού dy στο y∆ . 
 
Οι τύποι παραγώγων που παραθέσαµε στον συνοπτικό πίνακα παραγώγισης στην 
παράγραφο 6.9 µπορούν να εκφραστούν και σε διαφορικά. Οι τύποι αυτοί δίνονται 
στον παρακάτω πίνακα. 
 
 

Συνοπτικός Πίνακας ∆ιαφορικών 
 

       
( ) 0d c =          (c = σταθερά) 

 
1( )n nd x nx dx−=    

   
  (sin ) cos( )d d=θ θ θ   
     
  (cos ) sin( )d d= −θ θ θ  
 

1( )n nd ax anx dx−=     2(tan ) sec ( )d d=θ θ θ  
 

( )x xd e e dx=      1

2 2
sin x dxd

a a x
−  = 

  −
   

   
( )ax axd e ae dx=       

    

 1

2 2
cos x dxd

a a x
−  = − 

  −
   

   
( ) ln( )x xd a a a dx=     

 

(ln ) dxd x
x

=  

    

 1
2 2tan x ad dx

a a x
−  =  + 

   

  
Κανόνας Γινοµένου :   
                                                 

( )d uv vdu udv= +  
   
 

 
 Κανόνας Πηλίκου : 
 

 2

u vdu udvd
v v

−  = 
 
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6.9 Λύσεις Ασκήσεων 
 
Ασκήσεις 6.1 

1) 8 9x − ,  2) 3 24 27x x− ,  3) 4 1x − ,   4) 2 8x − ,  5) 2

22x
x

− ,   6) 3 22x x− −− − , 

7) 3 1
2 2

x
x

− ,  8) 2 3 4

1 2 3
x x x

− − − ,   9)   2αx,  10) 3/ 2

1
2x

− . 

      
 
 
Ασκήσεις 6.2 

1) 45x , 320x  2) 43x−− , 512x− ,  3) 
2
31

3
x
−

,
5
32

9
x
−

− , 4) 2x−− , 32x− , 5) 
1
32

3
x
−

, 
4
32

9
x
−

− , 

6) 2 1x − , 2 ,  7) 2x , 2 , 8) 2

12
2x

+ , 3

1
x

− , 9)  2 6 7x x+ + , 2 6x +   10) 0,  11) 2 ,  

( ) 1/ 21 2
2

− , 12) 4 83 7x x− −− − , 5 912 56x x− −+ , 13) 2 318 12
2

x x− + , 336
2

x − , 

14) 9 124x
x

− + , 10
3/ 2

1216
2

x
x

−− − , 15) 2
5

x , 2
5

 16) 336 12x x+ , 2108 12x +  17) 0,  

18) 23 2ax bx c+ + ,  6 2ax b+ , 19) 2

1 1
3 3x
− , 3

1
x

, 20) 9 510 24 8x x x+ + , 8 490 120 8x x+ +  

21) 32
25

x−− , 46
25

x− ,  22) 4 25 9 4 28x x x− + − , 320 18 4x x− + ,  23) 3 4

8 38
x x

+ + , 

4 5

24 12
x x

− − ,  24) 
( )2

17
2 5x
−

−
, 
( )3

68
2 5x −

,  25) 
( )

2

22

2

2 1

x x

x x

+

+ +
, 
( )

3

42

3 2 2

2 1

x x

x x

− + +

+ +
, 

26) 
( )

2

2
6 8 3

3 2
x x

x
+ −

+
,

( )

5 4 3 2

4
108 144 144 36 48 104

3 2
x x x x x

x
− − − − +

+
,  27) 2 3 4 5

1 2 3 4
x x x x

− − − −  

3 4 5 6

2 6 12 20
x x x x

+ + + ,  28) 
( )3

6
3 1x
−

+
,  
( )4

54
3 1x +

 

 
 
Ασκήσεις 6.3 
1) 2 sinx x+ ,  2) 27cos secx x− ,  3) cos sinx x x+ ,  4) cos 2x   

5) 2 2sec tan 2 sec secx x x x x x+ + ,  6)
( )

2 2

2
4 tan 2 sec 2

1 2 tan
x x x x x

x
− +

+
, 7) 1

1 cos x+
, 

8) 2sin cosx x , 9) ( )21 cos sin 1 sinx x x x− − − , 10) 0 . 
 
 
Ασκήσεις 6.4 

1)1 ln x+ ,  2)
25 4

2 ( 1)
x x

x
−
−

,  3)
( )2

ln 1
ln

x
x
− ,  4) 2 23cos 3sinx x− , 
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5) 2

1
cos x

,  6) 2

( 2)
( 1)

xe x
x

−
−

,  7)1 ln( 1)x+ − ,  8) 1cos ln sinx x x
x

+ , 

9) 1 (1 tan )
cos

x x
x

+ ,  10) 2

1
sin x

− ,  11) 2

2
( 1)x +

, 12) ( )sin cosxe x x+ ,     

13) ( )
2

sin cos
sin

xe x x
x
−

,  14)1 ln
ln10

x+ , 15) 2

2
( )x xe e−

−
−

,  16)
2

2 2

1
( 1)

x
x
−
+

,  17)
2

2

1x
x
− , 

18)
2

2
2 ( 1)

x
x x

−
−

,  19) 2 cos sin
2

x x x
x x
− ,  20)  2

( 1) ln( 1) ln
( 1) ln ( 1)

x x x x
x x x
− − −

− −
. 

 
 
Ασκήσεις 6.5 
 
1) 33 xe ,  2) 45( 1)x + ,  3) 2 410 ( 1)x x + ,  4) 22 cos( )θ θ ,  5) 2sin cosθ θ , 6)  2( 1)x −− + ,  

7) 3/ 2

1
2( 1)x

−
−

,  8) 22x xe e− −− + ,  9) 2

cos
sin

θ
θ

− ,  10) 3 46 4x xe e−− + ,11) sin cosxe x , 

12) sin36 cos(3 )e θ θ ,  13)
1

2 2
2

2 cos( 4)
( 4)

θ θ
θ

+
+

,  14) cos(2 )2
sin(2 )

x
x

,  15) 1
sin x

− , 

16) 26cos (sin(2 )).sin(sin(2 )).cos(2 )x x x− ,  17)
2

4

33( 5)
(2 1)

x
x
−
+

, 

18) 3 2 210 sin(5 )cos(5 ) 3 sin (5 )x x x x x+ ,  19) sin sin(cos )x x , 

20) ( ) ( )44 7 6 3 7 2 75 sin(2 ) tan ( ) . 2 cos(2 ) sin(2 ) 28 tan ( )sec ( )x x x x x x x x x+ + + . 
 


