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1 Vzorec pro Fibonacciho zlatonosnou
posloupnost

1.1 Fibonacciho posloupnost

Vimet, ze posloupnost muze byt zadana rekurentné (RVP — rekurentni
vyjadreni posloupnosti) nebo také vzorcem pro n-ty clen (VPN — vzorec
pro n-ty ¢len). Resili jsme pifklady na prechod od VPN k RVP (to je
kterd ani nemusi mit feSeni). V pripadé rekurentnich vzorct jsme vlastné
vyhradné pracovali s pripady, kdy nasledujici clen je vyjadien pouze
pomoci ¢lenu bezprostredné predchazejictho (napft. a,.; = 2a, nebo
Ap+1 = 2a, + 3 atd.)

Nyni se podivame na pripad, kdy nésledujici ¢len bude vyjadien po-
moci dvou predchézejicich. Jaky nejjednodussi rekurentni vztah nas asi
napadne? No asi soucet:

[ Apy2 = Qp41 + ay ] (1)

Takovychto posloupnosti je samoziejmé nekoneéné mnoho, v zavislosti
na volbé prvnich dvou ¢lent. Napriklad a; = 2;  as = 10 bude genero-
vat posloupnost

2,10,12,22,34, 56, . ..

Nebo a1 = 1;  ay = /2 bude generovat posloupnost
1L,V2,14+v2,14+2V2,2+3V2,3+5V2, ...

Ze vsech téchto posloupnosti danych rekurentnim vztahem (1) je nej-
znaméjsi ta, kterd ma a; = 1; ay = 1. Je to fascinujici Fibonacciho
posloupnost (FP)

1;1;2;3;5;8;13;21;34;55;89; 144 . ... (2)


https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_number
https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci_number
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Jeji ¢leny se oznacuji £, Fs, . ..
[ Fooo=Fa+F; Fi=1 FK=1 ] (3)
Mame tedy
F1 == 1
h=1
;=2
Fy=3 (4)
F5 —
F6 - 8

1.2 Vyjadreni libovolné posloupnosti dané reku-
rentnim vztahem (1) pomoci FP

Vypiseme si PRPAC posloupnosti dané rekurentnim vztahem (1):

a; = ax

Qg = Qg
az=a1t+as=1-a1+1-ay=F -a1+ F5-as
ay =ay1+2a=1-a1+2-ay=1ry a1+ Is3-a
as =2a1+3a3=2-a1+3-ay=F3-a1+ Fj-as
ag =3a1+dbas=3-a1+5-a,=F;- a1+ F5 - ay
ar =5a1+8as =5-a1+8-as = F5-a1+ Fs - aq
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Vidime, ze se nam zde, pocinaje ¢lenem ag, objevuji ¢leny FB!
Hypotéza pro n-ty clen posloupnosti dané rekurentnim vztahem (1):

[ VneN;n>3:a,=F, o-a1+ F,_1-as ] (5)

Diikaz hypotézy (5) pomoci pricipu silné matematické indukce:
1) n=3:
CL3:F1'CL1+F2'(ZQ—>OK

2) Indukeni krok:

Vke N:k>3:
(ar, = Fy—o- a1+ Fy—1 - a2) A (ag—1 = Fj—3 - a1 + Fi_o - as)
N2

g1 = Fr—1 - a1 + Fy - ag

dikaz IK: L = agy1 = ax + a1
=F, o a1+ Fy_1-ay+ Fy3-a1+ Fp_o-as
= (Fr—g + Fr—2) -a1 + (Fr—a + Fi1) - a2
=F a1+ F,-aa=P U

1.3 FP se snazi byt geometrickou a s rostoucim n
ji to jde ¢im dal tim lépe, kvocik asi konverguje
ke zlatému rezu

Fibonacciho posloupnost (FP) ma mnoho zajimavych vlastnosti a my
si povsimneme jedné z nich. Polozime si otazku, zda F'P nepatii mezi
posloupnosti aritmetické (AP) nebo geometrické (GP), které jsme zkou-
mali podrobné a které jsou mezi posloupnostmi vele-vyznacné.


http://math.feld.cvut.cz/demlova/teaching/dml/pred05.pdf
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Na prvni pohled z (2) vidime, ze AP to nebude — rozdily mezi po
sobé jdoucimi ¢leny se stédle zvysuji. Neni to tedy GP? To by musel byt
podil dvou libovolnych po sobé jdoucich ¢lenti roven néjaké (nenulové)
Fn+1

konstanté. Tak si tyto podily vypiseme:

n

12358 13 21 34 55 89 144 ©)

¢iliz zaokrouhlené na tii desetinna mista:

1,000; 2,000; 1,500; 1, 667; 1, 600; 1, 625;
1,615;1,619;1,618;1,618; 1,618;... (7)

Takze vidime, zZe to sicejc neni GP, pac¢ kvocik neni konstantni, nicméné
to vypada, ze kvocik se postupné umoudiuje a zacind byt velice rychle
¢im dal tim , konstantnéjsi a tim padem to vypada, ze se F'P ¢im dale
tim vice stava posloupnosti geometrickou!

Déle mame jisté pocit, Zze hodnota (zaokrouhlend) 1,618, ke které
se kvocik FP rychle blizi, je ndm néjak povédoma. Ano, vypada to na
hodnotu zlatého rezu a této vlastnosti si v§iml jiz Honza Keplert, ktery
kdysi pobihal, spolu s Rudou Druhym, Tycho Brahem, Jostem Biirgi —
vynalezcem logaritmi, Rabi Lowem, Golémem, Magistrem Edou Kelly
a Johnem Dee, po nasi stovézaté maticce vSech mést, mysteridézni Praze.

1.4 Zlaty rez - pripomenuti vo co jde

Zlaty tez zname duvérné z geometrie. Tam se objevuje v podobé antické
ulohy rozdélit tisecku na dva nestejné velké dily tak, aby toto rozdéleni
bylo co nejkrasnéjsi — tedy aby byl pomér celku ku vétsi ¢asti roven
pomeéru vétsi casti ku mensi. Potom fikame, Ze je tsecka rozfiznuta
zlatym fezem. (VSimnémez si, ze potom trojice mensi ¢ast — vétsi ¢ast
— celek tvoii GP.)


https://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
https://cs.wikipedia.org/wiki/Jost_Bürgi
https://cs.wikipedia.org/wiki/Jehuda_ben_Becalel
https://cs.wikipedia.org/wiki/Edward_Kelley
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Ma-li dana usecka délku x a jeji vétsi cast délku jednotkovou, ma
Py, , . v “ivs ws s x
mensi ¢ast délku x — 1. Potom je pomér celku ku vétsi ¢asti roven — a

pomér vétsi casti ku menst je

T Ma tedy platit rovnost pomért

Z cehoz plyne po uprave

2—r=1
?=r+1
2 —r—-1=0

(8)
(9)

Regenim kvadrétické rovnice (9) jsou dvé hodnoty, jedna kladna — to je
zlaty rez

om 145
xlz(p:

= 1,618 (10)

a druhd zaporna

S

1_ J—

Ty B p = 5 = —0,618

- (11)

Pro hodnoty ¢ a v plati dilezité vztahy dané rovnici (8)

[ ﬁ=w+1] (12)
= (13)

A mezi ¢isly ¢ a 1) plati vztahy (to si prosim té odvod sama):

Yp=1-¢ (14)
1
P = 5 (15)
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1.5 Dtikaz domnénky, ze kvocik F'P konverguje ke
zlatému rezu

Well, konstatovali jsme, ze to vypada tak, ze pomér dvou po sobé jdou-
cich ¢lentt FP se s rostoucim n blizi k poméru zlatého fezu . Nyni se
pokusime toto smeélé tvrzeni dokézat.

Vezmémez tedy podil dvou po sobé jdoucich c¢lentt FP a oznacmez
jej xyn:

F, n+1
Fn
Nasim cilem je tedy dokazat, ze se tento podil x,, pro n jdouci do neko-

necna blizi k poméru zlatého rezu ¢:

(16)

Tpn —

E
Too = lim L = (17)

n—oo

Pro takto vzniklou posloupnost zlomku plati pro (n + 1)-ni clen

Fn+2

ntl = 18
Tnt1 Frot (18)
Za F, 5 dosadime do (18) z rekurentniho vztahu (3) a mamez:
Foi + F, F, 1
oy = T gy — 14— 19
i Fn+1 Fn+1 T ( )

Tim jsme dostali pro posloupnost pomeri dvou po sobé jdoucich cleni
FP interesantni rekurentni vztah

1
Tpr1=1+—3; x;=1; neN (20)
T,

Nyni si vypismeZ pro kontrolu PRPAC:

1'1:1
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1 1 3
1 _
+1
1 2 5
.%'4—1"‘ 1 :1+§:—
1 _
+1

Takze vidime, Ze vskutku dostavame hodnoty vypocitané v (6). Navic
dostavame posloupnost cervenych retézovych zlomkt, ktera se pro n
jdouci do nekonec¢na blizi k hodnoté nekonecéného tetézového zlomku

1
T =1 —— 21
1_|_1+11 ( )

1+L1

ktery je sobépodobny, to jest jmenovatel prvniho zlomku je roven celku
Too:

1
o =14+ — 22
Too =14 — (22)

Ale vztah (22) vede po upravé na kvadratickou rovnici
2 =2+ 1
22— 20— 1=0
coz je rovnice (9), jejimz kladnym kotrenem je zlaty ez ¢, coz jsme chtéli
dokéazat.


http://personal.maths.surrey.ac.uk/ext/R.Knott/Fibonacci/cfINTRO.html
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1.6 Jaké museji byt v rekurentnim vztahu a,,, =
an11 + a, hodnoty a; a as, aby vznikla dokonale
geometricka posloupnost?

V sekci 1.3 jsme zjistili, ze F'P neni geometrickd, ale s rostoucim n se
ke geometrické priblizuje a v limité je jeji kvocik roven zlatému tezu.

Nyni chceme zjistit, jaké pocateéni hodnoty a; a a; musime do reku-
rentniho vztahu (1) dosadit, aby vznikla dokonale geometrickd posloup-
nost a jaky bude mit tato posloupnost kvocik!

Geometricka posloupnost je kazda posloupnost dand vztahem
an =a1q"""; neN;a#0; ¢#0 (23)

Dle zadani ma platit vztah

[ Apt2 = Qpy1 + ap ] (24>

Dle vztahu (23) je
Unt1 = a1q"” (25>
Unyo = a1q"™! (26)

Vztahy (25) a (26) frkneme do (24) a upravime

a1 q" = a1q" +arg" | ay(#0)
qn+1 — qn_'_qnfl | . qn<% 0)

1
q=1+-
q

A dostavame:

[ ¢ =q+1 ] (27)




1 VZOREC PRO FIBONACCIHO ZLATONOSNOU POSLOUPNOST

N2
YN

To je nasSe stard znama kvadratickd rovnice (8). Pfipomene si, ze kofeny
jsou ¢ a . Kladny koren je zlaty tez

14++5
9

= 1,618

a zaporny kofren je ¢islo

1 -5
Y = 2\/_£—0,618

Plati pro né vztahy (12), (13), (14), (15)

No, takze existuji dvé sady takovych geometrickych posloupnosti
(oznacme je G, a H,), které spliuji rekurentni vztah (24) (Pfezna¢me
prvni ¢leny na a a b):

Gn = ap"™* (28)
H, = by ? (29)

kde a a b jsou libovolna nenulova realna ¢isla. Tedy:
a,ap, a0’ ap® ... bbb b
Napriklad:

a=4— 4,40,40% 40° 40" ...
b="T— 7,70, 7% T3, Tt ...

Nebo specielné:

a=¢p— 0,00, 0% (30)
b=1 — P, PP pt® . (31)

Zdver: Aby vznikla z rekurentniho vztahu a,, 12 = a,1+ a, dokonala
G P, muze byt prvni ¢len libovolné nenulové realné ¢islo a; a druhy clen
musi byt bud a; - ¢ nebo ay - 1.
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1.7 Odvozeni Binetova vzorce

Vsimnémez si nyni podrobnéji Specielniho pripadu posloupnosti G,, a
H,, asice (30) a (31), tedy

G,=¢"neN

Jiz jsme dokézali, ze pro n > 3 plati vztah (5), ktery se vztahuje na
kazdou posloupnost danou rekurentnim vztahem (23). Proto pro n > 3
muzeme pro G, a H, psat:

O =F, o o+ Fy -
wn:Fn—2'¢+Fn—l'¢2

Vime, Ze > = p+1ay? =9+ 1:

' =F oo+ (p+1)
Yt =Fy o+ Fq - (P +1)

Odecteme:
Pt =t =Fua- (0 =)+ Far - (0 — )
Déle vytkneme:

" =" = (o — V) (Faz + Fu1)

1 5 1—+5
Ale plati ¢ — ¢ = +2\/_ — 2\/_ =+v5ataké F, o+ F, 1 = F,:
9071 - ¢n = \/an
A odtud dostavame pro n-ty ¢len (pron >3 ) FB:
P
Vb V5
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Tento vztah vSak platii pron=1an=2:
Pro n = 1 mame:

e v et V5
F1—\/5 \/5— NG —\/5—1—>OK.
Pro n = 2 mame:
A R Rl G i Rk A

Zaver: Pro n-ty ¢len FP plati Binetuv vztah:

Fn:%—%;neN (32)
Dalsi tvary vztahu:

n 1 — n

R )
()

F, = % - % (34)

1+v5\  [1-+5)

2 - 2

n-%ji (36)

11
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1.8 Rozbor Binetaku

Tak hele, vztah (32) se sklddd z rozdilu dvou ¢lent, které predstavuji
geometrické posloupnosti. Kvociky jsou iracionalni ¢isla %5 a %5,
takze je prekvapivé, ze odec¢tenim téchto posloupnosti vznikaji prirozena
¢isla FP!

Prvni posloupnost mé kvocik ¢ = 1,618 > 1, takze s rostoucim n
roste nade vSechny meze. Druha posloupnost ma kvocik ¢y =1 — ¢ =
—0.618, ktery je v absolutni hodnoté mensi nez jedna, takze ¢leny této
posloupnosti jdou v limité s rostoucim n k nule.

Pro vyssi hodnoty n lze proto druhy ¢len Binetova vztahu oproti
prvnimu zanedbat a jako odhad hodnoty Fibonacciho ¢isla F,, pouzit
¢len prvni:

F, ~ (37)

Sl

Vypisme si PRPAC:
0,724; 1,171; 1,894; 3,065; 4.960; 8,025; 12,985; 21,010; 33,994. ..
(38)
Nyni vidime, Ze dokonce uz od prvniho ¢lenu dostavame pri zaokrouhleni
na nejblizsi prirozené c¢islo spravné hodnoty FP:

1;1;2; 3; 5; 8, 13; 21; 34... (39)

12
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= 5 —
"5 | s /5 Vs
1 0.724 —0.276 | 1
2 1.171 0.171 1
3 1.894 —0.106 | 2
4 3.065 0.065 3
5 |4.96 —-0.04 |5

6 |8.025 0.025 8

7 [12.985 | —0.015 |13
8 |21.01 0.01 21
9 [33.994 | —0.006 | 34
10 | 55.004 | 0.004 | 55
11 | 88.998 | —0.002 | 89
12 | 144.001 | 0.001 144
13 | 232.999 | —0.001 | 233
14 | 377.001 | 0.001 377

15 | 610 0 610
16 | 987 0 087
17 [ 1597 0 1597 g
18 | 2584 0 2584
19 | 4181 0 4181
20 | 6765 0 6765

1.9 Fibonacciho cisla jako geometricka rada

Podivejmez se podrobnéji na pékny tvar Binefdku

A i

F, =
p— (40)

Kurnik Sopa! Nepfipomina ndm to néco ze zakladky? Vzpomeinme? na
sérii peknych vztahi:

a® —b* = (a—b)(a+)
a® — b = (a —b)(a® + ab + b?)
at —b* = (a — b)(a® + a®b + b*a + b%)

Indukci se snadno dokéze obecny vztah pro kazdé prirozené n > 2

an_bn — (a_b)(anflbo_i_aanbl_|_an73b2_|_. ) .+a2bn73+albnf2+a0bnfl)

13
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Ciliz zapsano pomoci sumy
n
a™ —b" Rk
— E a® kbk 1 (41)
a—2b
k=1

Odtud dostavame pro n > 2 Binetdk ve tvaru:

PR e (12)

k=1

Ovsem snadno se presvédc¢ime, ze vztah plati i pro n = 1. Suma ma
potom jen jeden ¢len a vychdzi o=t~ = 0% = 1, coZ je vskutku
F. Dostavame tedy dalsi pékny tvar Binetaku:

F, = Z " FpFhne N (43)
k=1
neboli pro PRPAC:
F, = 800¢0 =1
Fy =" + ! F=p+v¢
Fy = @*" + o' 4 o*¢° Fs=¢’+op+¢°

Fy= @0 + 0" + "% + 0% Fy = @+ *t + o' + 47 (44)

a pac ¢ = —;, mame:

B 1\ *-1 o o
o (_E) = (DMl T = (<) (45)

14
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Procez dostavame
F, = Z (_1)k71@n+172k; neN (46)
k=1
neboli pro PRPAC:
F = 800
F=¢' —p
Fy=¢" ¢’ +p~"

Fi=o®—p +o ' —p?
Fs=¢'"—®+" —p 2+

(47)

| v,

Takze kazdé Fibonacciho ¢islo F), lze vyjadrit jako konecnou geometric-

kou fadu tvoienou n ¢leny, s prvnim ¢lenem " ! a s kvocikem ¢ = ——

@2

1 11 1 1—5
Ale paé —L =, dostavime g = —L. L — . L_ ¥ _1=V5
Y P @ ¢ ¢ 14++5

Vskutku, napt. ve vztahu (44) vidime krasné tuto skute¢nost. Prvni

¢len Fy je ¢* a vynasobime-li jej kvocikem %, dostéavame gpS% = %),

coz je druhy ¢len v souctu (44) .

A

e Da SlSt& Les e
0
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