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1 Stř́ıbrný v́ıtr, Stř́ıbrný obdélńık a

Stř́ıbrný Řez

Vezměmež paṕır formátu A4 a oddělmež od něj čtverec (viz obr. 1).
Vznikne tajuplný obdélńık, který má mnoho zaj́ımavých vlastnost́ı, jak
si také záhy vokážeme.

Tento obdélńık objevil náš milovaný básńık Fráňa Šrámek v Ṕısku u
splavu na břehu řeky Otavy, když ze svých nezdařených básńı skládal
lodičky a vlašt’ovky a pouštěl je po proudu nebo po větru a nazval jej
poeticky Stř́ıbrný V́ıtr. (Je známo, že Otava je stř́ıbronosná, stejně
tak jako ṕısecký v́ıtr.)

V pozděǰśıch dobách se tomuto obdélńıku začalo ř́ıkat též Stř́ıbrný
Obdélńık a poměru jeho stran Stř́ıbrný Řez.

Obr. 1: Stř́ıbrný v́ıtr

Př́ıklad 1

a) Urči poměr a
b

stran Stř́ıbrného Obdélńıku.
b) Odděl od SO dva čtverce (viz obr. 1 c)). Jaký poměr stran b

c

má zbylý obdélńık?

a) Paṕır A4 má poměr stran 1 :
√

2. Kratš́ı stranu označme a,
deľśı strana má tedy délku a

√
2. Odděĺıme-li čtverec, bude mı́t

vzniklý Stř́ıbrný obdélńık kratš́ı stranu b = a
√

2− a = a(
√

2− 1),
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pročež poměr stran SO bude

a

b
=

a

a(
√

2− 1)

=
1√

2− 1
(1)

=
1√

2− 1
·
√

2 + 1√
2 + 1

=

√
2 + 1

2− 1
=
√

2 + 1

Označ́ıme-li
a

b
jako σ, dostáváme pro poměr Stř́ıbrného Řezu

hodnotu

σ = 1 +
√

2 (2)

b) Nyńı odděĺıme od tohoto SO dva čtverce a máme obdélńık s
deľśı stranou b a s kratš́ı stranou c = a− 2b. Poměr jeho stran je
tedy

b

c
=

b

a− 2b

=
1

a

b
− 2

=
1

1 +
√

2− 2

=
1√

2− 1

(1)
= σ

b

c
= σ
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Vid́ıme tedy, že odděleńım dvou čtverc̊u od SO dostáváme opět
SO! To nás přivád́ı k myšlence definovat Stř́ıbrný Řez takto:

Definice 1: Stř́ıbrný řez

Stř́ıbrný Řez je poměr větš́ı strany a ku menš́ı straně b
obdélńıku, jenž má tu vlastnost, že po odděleńı dvou čtverc̊u o
straně b od tohoto obdélńıku zbyde obdélńık, který je p̊uvodńımu
obdélńıku podobný jako vejce vejci. (viz obr. 2 vlevo)

Obr. 2: Stř́ıbrný obdélńık a Zlatý obdélńık
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Podobnost se Zlatým obdélńıkem a zlatým řezem:

Zlatý Obdélńık o větš́ı straně a a menš́ı straně b je takový obdélńık,
že po odděleńı jednoho čtverce o straně b od tohoto obdélńıku zbyde
obdélńık, který je p̊uvodńımu obdélńıku podobný jako vejce vejci. (viz
obr. 2 vpravo). Poměr větš́ı strany ku menš́ı straně zlatého obdélńıku
se nyzývá Zlatý Řez (ZŘ).

Je nasnadě, že ZŘ a SŘ budou mı́t mnoho podobných vlastnost́ı,
což uvid́ıme dále.

2 Stř́ıbrná KVARO

Dle naš́ı definice tedy pro SŘ plat́ı:

a

b
=

b

a− 2b

Označ́ıme - li a
b

jako x, dostáváme po úpravě rovnice

x =
1

x− 2

x2 − 2x = 1

x2 − 2x− 1 = 0 (3)

Dostali jsme staroslavnou Stř́ıbrnou Kvaro, kterou lze též psát ve
tvaru

x2 = 2x+ 1 (4)

Je to obdoba Zlaté Kvaro

x2 = x+ 1 (5)
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kterou bychom obrželi z podobného vztahu a
b

= b
a−b

(viz obr. 2 vpravo).

Stř́ıbrná Kvaro má dva kořeny, a sicejc

x1,2 = 1±
√

2

Kladný kořen už známe, je to právě Stř́ıbrný Řez, jenž jsme
označili σ. Záporný kořen označme τ .

σ = 1 +
√

2
.
= 2, 414 (6)

τ = 1−
√

2
.
= −0.414 (7)

Z toho plynou vztahy

σ + τ = 2 (8)

σ − τ =
√

8 (9)

σ · τ = −1 (10)

Pro σ i τ plat́ı d̊uležitý vztah (4), tedy

σ2 = 2σ + 1 (11)

τ 2 = 2τ + 1 (12)

A vyděleńım:

σ = 2 +
1

σ
(13)

τ = 2 +
1

τ
(14)

Obdobné vztahy plat́ı pro Zlat’ák:

ϕ =
1 +
√

5

2
.
= 1, 618
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ψ =
1−
√

5

2
.
= −0, 618

ϕ+ ψ = 1

ϕ− ψ =
√

5

ϕ · ψ = −1

ϕ = 1 +
1

ϕ

ψ = 1 +
1

ψ

ϕ2 = ϕ+ 1

ψ2 = ψ + 1
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3 Interpretace vztah̊u (4) a (5) pomoćı

graf̊u funkćı

Obr. 3
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4 Osmiúhelńık - pětiúhelńık

Obr. 4

Obr. 5
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5 Řetězáky

Zlatý řez lze vyjádřit nekonečným řetězovým zlomkem

ϕ = 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 + · · ·

Odtud dostáváme posloupnost aproximaćı ϕ pomoćı zlomk̊u:

ϕ ≈ 1 =
1

1
= 1, 000 (15)

≈ 1 +
1

1
=

2

1
= 2, 000

≈ 1 +
1

1 +
1

1

=
3

2
.
= 1, 500

≈ 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

=
5

3
.
= 1, 667

≈ 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

=
8

5
.
= 1, 600
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≈ 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

=
13

8
.
= 1, 625

≈ 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

=
21

13
.
= 1, 615

≈ 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

=
34

21
.
= 1, 619

≈ 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

=
55

34
.
= 1, 618

...
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Př́ıklad 2

Najdi nekonečný řetězový zlomek pro Stř́ıbrný Řez a několik
prvńıch jeho aproximaćı pomoćı zlomk̊u.

No tak hele, asi takhle – vztah (11) vyděĺıme σ a dostaneme

σ = 2 +
1

σ

A odtud vid́ıme, že do jmenovatele zlomku na pravé straně

můžeme za σ dosadit 2 +
1

σ

σ = 2 +
1

2 +
1

σ

Opakovaným dosazováńım dostaneme

σ = 2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + · · ·

(16)

Odtud dostáváme posloupnost aproximaćı σ pomoćı zlomk̊u:

σ ≈ 2 =
2

1
= 2, 000 (17)

≈ 2 +
1

2
=

5

2
= 2, 500

11
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≈ 2 +
1

2 +
1

2

=
12

5
.
= 2, 400

≈ 2 +
1

2 +
1

2 +
1

2

=
29

12
.
= 2, 417

≈ 2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2

=
70

29
.
= 2, 414

...

Páč σ = 1 +
√

2, dostáváme také řetězák pro
√

2:

√
2 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 + · · ·

(18)

Odtud dostáváme posloupnost aproximaćı
√

2 pomoćı zlomk̊u:

√
2 ≈ 1 =

1

1
= 1, 000 (19)

≈ 1 +
1

2
=

3

2
= 1, 500
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≈ 1 +
1

2 +
1

2

=
7

5
.
= 1, 400

≈ 1 +
1

2 +
1

2 +
1

2

=
17

12
.
= 1, 417

≈ 1 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2

=
41

29
.
= 1, 414

...

6 Stř́ıbronosná posloupnost - rekurentně

U zlatého řezu jsme ve vztaźıch (15) dostali tyto aproximace:

1

1
;
2

1
;
3

2
;
5

3
;
8

5
;
13

8
;
21

13
;
34

21
;
55

34
; . . . (20)

Vı́me, že tyto zlomky jsou tvořeny pod́ılem dvou po sobě jdoućıch člen̊u
Fibonacciho posloupnosti :

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; . . . ,

která má rekurentńı vyjádřeńı

Fn+2 = Fn+1 + Fn; F1 = 1, F2 = 1 (21)

Pod́ıvejmež se na aproximace stř́ıbrňáku (17)

2

1
;
5

2
;
12

5
;
29

12
;
70

29
. . .
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;8<

Vid́ıme, že posloupnost těchto aproximaćı má velmi podobnou strukturu
jako posloupnost aproximaćı zlatého řezu (20). Je to také posloupnost
zlomk̊u tvořených pod́ılem dvou po sobě jdoućıch člen̊u jisté posloup-
nosti :

1; 2; 5; 12; 29; 70; . . .

Tuto posloupnost nazval Fráňa Stř́ıbronosná Posloupnost, v ma-
tematických kuloárech se j́ı také ř́ıká Fibonacciho Stř́ıbrná Po-
sloupnost či Pellova Posloupnost .

Úloha:

Označme členy Pellovy posloupnosti P1;P2;P3 . . . Najdi rekurentńı
vyjádřeńı Pellovy posloupnosti !

Řešba:

Well, boys, jdeme na to! Takže ze vztah̊u (17) vid́ıme, že samotná po-
sloupnost aproximaćı v podobě zlomk̊u má rekurentńı vyjádřeńı

Zn+1 = 2 +
1

Zn

(22)

Tedy následuj́ıćı zlomek aproximuj́ıćı stř́ıbrňák dostaneme tak, že k č́ıslu
2 přičteme převratnou hodnotu zlomku předchoźıho, right? Dále vid́ıme,
že zlomky jsou tvořeny pod́ılem

Zn+1 =
Pn+2

Pn+1

(23)

Protož dostáváme

Pn+2

Pn+1

= 2 +
1

Pn+1

Pn

14
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Pn+2

Pn+1

= 2 +
Pn

Pn+1

Pn+2 = 2Pn+1 + Pn

Pellova Posloupnost má tedy rekurentńı vyjádřeńı

Pn+2 = 2Pn+1 + Pn; P1 = 1, P2 = 2 (24)

1; 2; 5; 12; 29; 70; 169; 408; 985; 2378; 5741; 13860 . . . (25)

Poznámka: Pro Zn+1 můžeme také vzhledem k (22) a (23) psát:

Zn+1 = 2 +
Pn

Pn+1

(26)

Všimněmež si, že i posloupnost (19) aproximaćı č́ısla
√

2 souviśı s
Pellovými Č́ısly:

1

1
;
3

2
;
7

5
;
17

12
;
41

29
; . . .

Ve jmenovateĺıch jsou Pellova Č́ısla a v čitateĺıch je posloupnost
1; 3; 7; 17; 41, která má zřejmě rovněž rekurentńı vztah stejný jako
Pellova Posloupnost , pouze prvńı dva členy jsou 1 a 3. Také plat́ı,
že čitatel daného zlomku je součtem jmenovatele tohoto zlomku s jmeno-
vatelem zlomku předchoźıho. Proto tuto posloupnost aproximaćı druhé
odmocniny ze dvou můžeme vyjádřit jen pomoćı Pellovy posloupnosti
takto:

On+1 =
Pn + Pn+1

Pn+1

Tedy po úpravě

On+1 = 1 +
Pn

Pn+1

15
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což je v souladu s (26), páč zlomky aproximaćı
√

2 jsou o 1 menš́ı než
zlomky aproximaćı stř́ıbrňáku (σ = 1 +

√
2)

7 Vzorec pro n-tý člen Pellovy

posloupnosti

Rekurentńı vztah (24) pro Pellovu Stř́ıbronosnou posloupnost (25)
tedy známe. Nyńı vyvod́ıme vztah pro n-tý člen Pellovy posloupnosti.
(Obdoba Binetova vzorce pro Fibonacciho posloupnost.) Pro odvozeńı
použijeme posloupnosti

1, σ, σ2, σ3, σ4, . . . (27)

1, τ, τ 2, τ 3, τ 4, . . . (28)

kde σ je Stř́ıbrný Řez a τ je druhý kořen té naš́ı obĺıbené stř́ıbrné
KVARO (3). Páč plat́ı vztah (11), dostáváme pro prvńı posloupnost:

1

σ

σ2 = 2σ + 1 = P2σ + P1

σ3 = σ2 · σ = (2σ + 1) · σ = 2σ2 + σ = 2(2σ + 1) + σ = 5σ + 2 = P3σ + P2

σ4 = (5σ + 2) · σ = 5σ2 + 2σ = 5(2σ + 1) + 2σ = 12σ + 5 = P4σ + P3

...

Vid́ıme, že se nám zde objevuje Pellova stř́ıbronosná posloupnost Pn.
Naše hypotéza:

∀n ∈ N, n ≥ 2 : σn = Pnσ + Pn−1 (29)

Důkaz hypotézy matematickou indukćı:
1) n = 2 : Lestra = σ2 = 2σ+ 1; Prastra = P2σ+P1 = 2σ+ 1→ OK
2) Indukčńı kročej:

∀k ∈ N, k ≥ 2 : σk = Pkσ + Pk−1 ⇒ σk+1 = Pk+1σ + Pk

16
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d̊ukaz IK: Lestra = σk+1 = σk · σ
= (Pkσ + Pk−1)σ

= Pkσ
2 + Pk−1σ

= Pk(2σ + 1) + Pk−1σ

= 2Pkσ + Pk + Pk−1σ

= σ(2Pk + Pk−1) + Pk

= Pk+1σ + Pk = Prastra

Úplně stejně bychom dokázali (s využit́ım vztahu (12) pro τ), že ob-
dobné tvrzeńı plat́ı také pro druhou posloupnost (28):

∀n ∈ N, n ≥ 2 : τn = Pnτ + Pn−1 (30)

Dokázali jsme tedy (viz tvrzeńı (29) a (30)), že pro každé přirozené č́ıslo
větš́ı než jedna plat́ı vztahy

σn = Pnσ + Pn−1 (31)

τn = Pnτ + Pn−1 (32)

Tyto vztahy odečteme:

σn − τn = Pn(σ − τ) (33)

a dostáváme pro n ≥ 2 pro Pellova č́ısla vztah

Pn =
σn − τn

σ − τ

Snadno však zjist́ıme, že tento vztah plat́ı i pro n = 1, páč
σ1 − τ 1

σ − τ
= 1

a P1 je vskutku 1. Takže jsme vyvodili vztah obdobný Binet’áku pro
Fibonacciho č́ısla:

∀n ∈ N : Pn =
σn − τn

σ − τ
(34)

17
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Vzhledem k tomu, že plat́ı:

σ − τ = 2
√

2 =
√

8 (35)

σ + τ = 2→ τ = 2− σ (36)

στ = −1→ τ = − 1

σ
, (37)

můžeme psát vztah pro Pellova č́ısla v r̊uzných daľśıch tvarech:

Pn =
σn

√
8
− τn√

8
(38)

Pn =
σn

√
8
−

(
− 1

σ

)n

√
8

(39)

Pn =
σn

√
8
− (2− σ)n√

8
(40)

Pn =
(1 +

√
2)n − (1−

√
2)n

2
√

2
(41)

Pn =

(
2 +
√

8

2

)n

−

(
2−
√

8

2

)n

√
8

(42)
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