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1 Stribrny vitr, Stribrny obdélnik a
Stiibrny Rez

Vezmémez papir formétu A4 a oddélmez od néj ¢tverec (viz obr. 1).
Vznikne tajuplny obdélnik, ktery ma mnoho zajimavych vlastnosti, jak
si také zdhy vokazeme.

Tento obdélnik objevil nas milovany basnik Frana Sramek v Pisku u
splavu na biehu feky Otavy, kdyz ze svych nezdaifenych basni skladal
lodicky a vlastovky a poustél je po proudu nebo po vétru a nazval jej
poeticky STRIBRNY VITR. (Je zndmo, ze Otava je sti{bronosnd, stejné
tak jako pisecky vitr.)

V pozdéjsich dobach se tomuto obdélniku zacalo fikat téz STRIBRNY
OBDELNIK a poméru jeho stran STRIBRNY REZ.

a A4 = a = c

b

Obr. 1: St¥ibrny vitr

Priklad 1

a) Urc¢i pomeér ¢ stran STRIBRNEHO OBDELNIKU.

b) Oddél od SO dva étverce (viz obr. 1 ¢)). Jaky pomér stran 2
ma zbyly obdélnik?

a) Papir A4 ma pomér stran 1 : V2. Kratsi stranu oznaéme a,
delsf strana mé tedy délku av/2. Oddélime-li étverec, bude mit
vznikly Stifbrny obdélnik kratsf stranu b = av/2 —a = a(v/2 — 1),
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procez pomér stran SO bude

booa(v2-1)
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1 V24
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\/—+1 =V2+1

P . a . . g -, . <
Oznacime-li 3 jako o, dostavame pro pomér STRIBRNEHO REZU
hodnotu

[ o=1+2 ] (2)

b) Nyni oddélime od tohoto SO dva ¢tverce a méame obdélnik s
delsi stranou b a s kratsi stranou ¢ = a — 2b. Pomér jeho stran je
tedy
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Vidime tedy, ze oddélenim dvou ctverci od SO dostavame opét
SO! To nés piivadi k myslence definovat STRIBRNY REZ takto:

Definice 1: Stiibrny rez

STRIBRNY REz je pomér vétsi strany a ku mensi strané b
obdélniku, jenz ma tu vlastnost, ze po oddéleni dvou ¢tvercu o
strané b od tohoto obdélniku zbyde obdélnik, ktery je puvodnimu
obdélniku podobny jako vejce vejci. (viz obr. 2 vlevo)

\-
\

a // /a—2b

a
a—2b b a—b

Sl

Obr. 2: Stiibrny obdélnik a Zlaty obdélnik
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Podobnost se Zlatym obdélnikem a zlatym rezem:

ZLATY OBDELNIK o vétsf strané a a mens{ strané b je takovy obdélnik,
ze po oddéleni jednoho c¢tverce o strané b od tohoto obdélniku zbyde
obdélnik, ktery je puvodnimu obdélniku podobny jako vejce vejci. (viz
obr. 2 vpravo). Pomér vétsi strany ku mensi strané zlatého obdélniku
se nyzyva ZLATY REz (ZR).

Je nasnadé, ze ZR a SR budou mit mnoho podobnych vlastnosti,
coz uvidime déle.

2 Stribrna KVARO

Dle nasf definice tedy pro SR platf:

a b
b a—2b

Oznacime - li § jako z, dostavame po tipravé rovnice

1
xr—2
22 —2r=1

xr =

[ ?—2r—1=0 ] (3)

Dostali jsme staroslavnou STRIBRNOU KVARO, kterou lze téz psat ve
tvaru

[ ?=2r+1 ] (4)

Je to obdoba ZLATE KVARO

[ ?=x+1 ] (5)
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kterou bychom obrzeli z podobného vztahu ¢ = - (viz obr. 2 vpravo).
STRIBRNA KVARO mé dva kofeny, a sicejc

$1,2=1i\/§

Kladny kofen uz zndme, je to pravé STRIBRNY REZ, jenz jsme
oznacili o. Zaporny kofen oznacme 7.

o=1+V2=2414 (6)
T=1-v2=-0414 (7)
Z toho plynou vztahy
oc+T1=2 (8)
oc—T=18 9)
o-7T=-1 (10)
Pro o i 7 plati dulezity vztah (4), tedy
[ o’ =20+1 ] (11)
[ P =2r+1 ] (12)
A vydélenim:
2+ ! (13)
o= =
o
1
=24+ = 14
T + - (14)
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= \/5£—0,618
2
pty=1
p—1v=15
g =-1
14!
p=1+—
¥
1
p=1+-
(0
' =p+1

PP =y +1
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Interpretace vztaht (4) a (5) pomoci
grafa funkci

6{Y
L e e IC
: 7
5 :
h !
4 i _ ;
5 fry=a’
: g:y=uz+1
3 h:y=2x+1
O---—--f----- .A E
7 2 z4=p=1,618
Lo rp =1 =—0,618
1 i o =0 =2,414
B | | rp=T1=—0,414
i x
/1/ 0 1 2 3 4 5 6

Obr. 3
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4 Osmithelnik - pétitihelnik

Obr. 4
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Zlaty tez lze vyjadrit nekoneénym fetézovym zlomkem

( N\

p=1+

1+

1+

1+
1

1+

1+

& J

Odtud dostavame posloupnost aproximaci ¢ pomoci zlomku:

1
p 1= =100
14—1' 2 _ 5 000
D T
3
R 1+ — =2 =1500
1 _
T
1+ ! O =1 667
- L 1 3 7
1
1 _
1
1+ ! % = 1,600
- L 1 5 7
1+ !
1
1 _
T

(15)
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1 21
. — =1.615
—|— 1 ]_3 7

1 34
. = — =1.619
+ ] 21

) 55
. — = 1.618
+ 1 34 7
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Priklad 2

Najdi nekoneény fetézovy zlomek pro STRIBRNY REZ a nékolik
prvnich jeho aproximaci pomoci zlomka.

No tak hele, asi takhle — vztah (11) vydélime o a dostaneme

1
oc=2+—
o

A odtud vidime, Zze do jmenovatele zlomku na pravé strané

1
muzeme za o dosadit 2 + —
o

1
o=2+—7
2+ =

g

Opakovanym dosazovanim dostaneme

e N

o=2+ (16)
2+

% 4

2+
1

24 ...

\ J

2+

Odtud dostavame posloupnost aproximaci ¢ pomoci zlomk:
= 2,000 (17)

o~2=

~ 24+

DO — o

5
= —=2,500
2 Y

11
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1 12 .
2 —_
+2
1 29
N2 = T2 22 417
* 1 12 ’
2+ —7
2 _
+2
1 70
~ 2 =—=2414
+2+ 1 29 7
5 1
2

Pic 0 = 1 + /2, dostdvame také fetézdk pro v/2:

r

V2=1+ -
2+
2+ !
1
2+
2+

1

24 ...

J

\

Odtud dostdvame posloupnost aproximaci v/2 pomoci zlomki:

1
\/§m1:I=1,000

1 3
~l+-=2==1,500

t3Tg b

12

(18)

(19)
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Yo
17
~ 14— = =140
2 _
T3
1 17
Nl —— = =1 417
- 1 12 7
2+ —
2 —
T3
1 41
~lb—— = =1 414
* 1 29
2+ .
2+ —
2 —_
)

6 Stribronosna posloupnost - rekurentné

U zlatého fezu jsme ve vztazich (15) dostali tyto aproximace:

1235813 21 34 55
2,292,900, 29 20 9% 99 (20)

Vime, ze tyto zlomky jsou tvoreny podilem dvou po sobé jdoucich ¢lent
Fibonacciho posloupnosti:

1;1;2;3;5;8;13; 21; 34; 555 . . .,

kterda ma rekurentni vyjadreni

[ Fn+2 = Fn+1 + Fn; Fl = 1, F2 =1 ] (21)
Podivejmez se na aproximace stitbrndku (17)
2 5 12 29 70
1’27 5712729

13
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Vidime, ze posloupnost téchto aproximaci ma velmi podobnou strukturu
jako posloupnost aproximaci zlatého fezu (20). Je to také posloupnost
zlomku tvorenych podilem dvou po sobé jdoucich ¢lenu jisté posloup-
nostu:
1;2:5;12;29;70;. ..

Tuto posloupnost nazval Frana STRIBRONOSNA POSLOUPNOST, v ma-
tematickych kulodrech se ji také ifkd FIBONACCIHO STRIBRNA Po-
SLOUPNOST ¢i PELLOVA POSLOUPNOST .

Uloha:

Oznacéme c¢leny Pellovy posloupnosti Py; Py; P3... Najdi rekurentni
vyjadreni Pellovy posloupnosti!

Resba:

Well, boys, jdeme na to! Takze ze vztahu (17) vidime, Ze samotna po-
sloupnost aproximaci v podobé zlomku ma rekurentni vyjadreni
Zpy1 =2+ ! (22)
n+l — Zn
Tedy nasledujici zlomek aproximujici sttibrnak dostaneme tak, ze k ¢islu
2 pricteme prevratnou hodnotu zlomku predchoziho, right? Dale vidime,
ze zlomky jsou tvoreny podilem

Pn+2
— 23
H=p (23)
Protoz dostavame
Pn+2 1
=24+
Pn+1 PnJrl
P,

14
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P, P,
n+2 _ 2 + n
Pn+1 Pn+1

Pn+2:2Pn+1+Pn

PELLOVA POSLOUPNOST ma tedy rekurentni vyjadieni

[ Poo=2P, 1+ P Pi=1 PB=2 ] (24)

[ 1;2;5;12;29; 70; 169; 408; 985; 2378; 5741; 13860 . . . ] (25)

Pozndmka: Pro Z, 1 muzeme také vzhledem k (22) a (23) psét:

by

Ll = 2
i +Pn+1

(26)

Vsimnémez si, ze i posloupnost (19) aproximaci ¢isla v/2 souvisi s
PrLLOVYMI CISLY:
137 17 41

Ve jmenovatelich jsou PELLOvA CISLA a v éitatelich je posloupnost
1;3;7;17;41, kterd mé zfejmé rovnéz rekurentni vztah stejny jako
PELLOVA POSLOUPNOST , pouze prvni dva cleny jsou 1 a 3. Také plati,
ze citatel daného zlomku je souctem jmenovatele tohoto zlomku s jmeno-
vatelem zlomku predchoziho. Proto tuto posloupnost aproximaci druhé
odmocniny ze dvou muzeme vyjadrit jen pomoci Pellovy posloupnosti
takto:

Pn + Pn+1
Opi1 = ——m
i PnJrl
Tedy po tpraveé
P
Opi1 =1+ =L
+1 P

15
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coz je v souladu s (26), pac zlomky aproximaci v/2 jsou o 1 mensf nez
zlomky aproximaci stifbridku (o = 1+ /2)

7 Vzorec pro n-ty ¢len Pellovy
posloupnosti

Rekurentni vztah (24) pro Pellovu Stiibronosnou posloupnost (25)
tedy zname. Nyni vyvodime vztah pro n-ty clen Pellovy posloupnosti.
(Obdoba Binetova vzorce pro Fibonacciho posloupnost.) Pro odvozent
pouzijeme posloupnosti
1,0,0% 0% 0%, ... (27)
17,723, (28)
kde o je STRIBRNY REZ a 7 je druhy kofen té nadf oblibené stifbrné
KVARO (3). Pac plati vztah (11), dostavdme pro prvni posloupnost:
1
o
0’ =20+1=Po+ P
0’=0"0=020+1)-0=20"+0=220+1)+0=50+2=Po+ P,
ot=(50+2)-0=50"+20=5(20+1)+20 =120 +5= Po + P

Vidime, ze se nam zde objevuje Pellova stiibronosna posloupnost P,.
Nase hypotéza:

Vne NNn>2:0"=P,o+ P, (29)

Diukaz hypotézy matematickou indukci:
1)n=2:Lestra=0?=20+1; Prastra= Po+ P =20+1— OK
2) Indukéni krocej:

Vke Nk>2:0"=Po+ P ="' =P 0+ P

16
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dikaz IK: Lestra = o*!' =o* . &
= (Pyo + Py_1)o
= Pyo* + Py_10
= P(20+ 1)+ P10
=2P,0+ P, + Pi._i0
=0(2P; + Po1) + B,
= Py.10+ P, = Prastra [

Uplné stejné bychom dokazali (s vyuzitim vztahu (12) pro 7), Ze ob-
dobné tvrzeni plati také pro druhou posloupnost (28):

Vne Nn>2:7"=P,7+ P, (30)

Dokézali jsme tedy (viz tvrzeni (29) a (30)), ze pro kazdé ptirozené ¢islo
vetsi nez jedna plati vztahy

o"=P,o+ P, (31)
™ =P, 7+ P, (32)
Tyto vztahy odecteme:
o"—1"=P,(0 —7) (33)
a dostavame pro n > 2 pro Pellova ¢isla vztah
P - o — 1"
o—T

Snadno vsak zjistime, ze tento vztah plati i pron = 1, pac
o—T
a P, je vskutku 1. TakZe jsme vyvodili vztah obdobny Binetdku pro

Fibonacciho éisla:

ot —

Vne N:P,= (34)

o —T

17
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Vzhledem k tomu, Ze plati:
o—T=2V/2=1/38
o+T=2=T17=2—-0

orT=—1—>7=——,
o

muzeme psat vztah pro Pellova ¢isla v ruznych dalsich tvarech:

PR
17’L
)
NN
_0_”_(2—0)"
Bk
b (V2" (1 VO
248\ 2—1/8
2 B 2
= NG

18
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