Historische Aspekte der Analysis — dynamisch visualisiert

Hans-Jiirgen Elschenbroich

Es werden historische Zugénge zur Analysis als Infinitesimalrechnung, dem
Rechnen mit infinitesimalen Objekten, thematisiert und visualisiert. LEIBNIZ,
PAScAL und CAVALIERI dachten in und rechneten mit Differenzialen und
Indivisiblen. Ihre Arbeiten und auch die LEIBNIZ’schen Schreibweisen gaben damals
der Mathematik einen enormen Schub, sind aber heute weitgehend vergessen und
werden meist als unexakt angesehen. lhre Ansitze sollen hier mit Hilfe von
GeoGebra-Lernumgebungen dynamisch visualisiert und unterrichtlich nutzbar
gemacht werden.

Kann man unendlich Kleines darstellen?

Etwas unendlich Kleines auf Papier und Bildschirm darzustellen, erscheint
auf den ersten Blick als Widerspruch. Dabei haben wir uns léngst schon
daran gewohnt, mathematische Objekte wie Punkte, gerade Linien und
Funktionsgraphen zu ,sehen‘, obwohl niemand im Sinne Euklids einen
Punkt oder eine Gerade gesehen hat und je sehen wird:

., 1. Ein Punkt ist, was keine Teile hat.

2. Eine Linie breitenlose Ldnge.

3. Die Enden einer Linie sind Punkte.

4. Eine gerade Linie (Strecke) ist eine solche, die zu den Punkten aufihr gleich

mdpig liegt.

5. Eine Fliche ist, was nur Linge und Breite hat. “ (EUKLID)
Die Zeiten, wo die Mathematiklehrer noch verlangten, dass ein Punkt mit
einem sehr spitzen Bleistift durch ein kleines Kreuz markiert wird, sind
lange vorbei. Heute werden auf dem Bildschirm Punkte rot, griin oder blau
dargestellt, dicker oder diinner, kreisformig, viereckig oder kreuzformig.
Genau so konnen auch Geraden und Ebenen farbig und unterschiedlich dick
dargestellt werden (in GeoGebra unter Eigenschaften/Darstellung).

Die Untersuchung der Steigung von Geraden mit Steigungsdreiecken ist
einfach, weil diese unabhéngig der Grofle des Dreiecks immer den gleichen

Quotienten %-)X( haben. Zu Beginn der Differenzialrechnung beschiftigte
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man sich mit der Frage, wie man an gekriimmten Kurven eine Steigung
ermitteln kann, wie man ein beliebig kleines Steigungsdreieck darstellen/
veranschaulichen kann.

Differenziale, Differenzialquotient und charakteristisches Dreieck

Differenziale wurden zu LEIBNIZ Zeiten als beliebig kleine, aber von Null
verschiedene Objekte verstanden, aus denen dann das Verhiltnis, der
Differenzialquotient gebildet wurde. So wurde die Steigung der Tangente
als Quotient aus derartigen Differenzialen bestimmt, die Existenz der
Tangente (im heutigen Sinne: die Eigenschaft der Differenzierbarkeit)
wurde damals einfach unterstellt. Die Differenziale dx und dy als Katheten
und ds als Hypotenuse bildeten an einem Punkt P des Graphen von f ein
infinitesimales Dreieck, das die Steigung der Kurve bzw. der Tangente
festlegte wund charakteristisches Dreieck genannt wurde. Dieses
infinitesimale Dreieck versuchte schon LEIBNIZ in Verallgemeinerung einer
Idee von PASCAL sichtbar machen, indem er es lidngs der Tangente
vergroBert zeichnete und iiber die Normale ein dhnliches Dreieck bis zur x-
Achse konstruierte (Abb. 1, Abb. 2).

Abb. 1: Das charakteristische Dreieck Abb. 2: Das charakteristische Dreieck bei
bei LEIBNIZ (WALTER, 2004, S. 234) LEIBNIZ (SONAR, 2016, S. 113)
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Die Fallstricke dieser statischen Visualisierung offenbaren sich erst auf den
zweiten Blick. In beiden Abbildungen ist die Kurve so schwach gekriimmt,
dass der Unterschied zwischen dy und Ay, zwischen dem Differenzen-
quotienten-Dreieck Ax-Ay-As an der Sekante und dem Differenzial-
quotienten-Dreieck dx-dy-ds an der Tangente, nicht augenfallig ist.

Das ist auch in der Originalabbildung von LEIBNIZ so (Abb. 3), der Unters-
chied zwischen dy und Ay geht in der Strichdicke unter.

Und bei der Abb. 2 von SONAR sieht man noch, dass (entgegen der
Ausfiihrung in seinem Text) das Dreieck y-v-n offensichtlich nicht &hnlich
zum Dreieck dx-dy-ds ist (und auch nicht dhnlich zum Dreieck Ax-Ay-As).
Der Fehler liegt wohl darin, dass die Strecke » hier nicht orthogonal zur
Tangente ist, also keine Normale ist.

Abbildung 11: Das charakteristische
Dreieck im leibnizsehen Caleulus
(Originalabbildung)

ADb. 3: Das charakteristische Dreieck bei LEIBNIZ (WITZKE, 2009, S. 72)

Mit den Mdglichkeiten dynamischer Software (hier GeoGebra) kann man
diese statischen Visualisierungen dynamisieren und die wesentlichen
Aspekte und Unterschiede einblendbar machen. Hierbei wird als Black Box
genutzt, dass man mit dem Werkzeug GeoGebra an differenzierbare
Funktionen an passender Stelle eine Tangente zeichnen kann. Dies
entspricht in moderner Form der seinerzeitigen intuitiven (und aus heutiger
Sicht naiven) Annahme, dass Tangenten an Kurven immer existieren.
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In der dynamischen Visualisierung kann man die Funktion f; den Punkt P
und Ax verdndern. Damit kénnen wir

* entlang der Tangente eine VergroBerung des infinitesimalen cha-
rakteristischen Dreiecks dx-dy-ds zeichnen (orange gefiillt),

® im (vergroBerten) charakteristischen Dreieck ein Sekantendreieck
einzeichnen (magenta schraffiert),

e und die Vergroferung/ Verkleinerung iiber einen Schieberegler
Ax steuern (ELSCHENBROICH, 2018).

Dabei wird dann sowohl der Unterschied zwischen den Dreiecken Ax-Ay-
As und dx-dy-ds sichtbar (fiir grole Ax, Abb. 4) als auch die Anndherung
des Dreiecks Ax-Ay-As an dx-dy-ds (fiir kleine Ax, Abb. 5). Hierbei ist die
Funktionenlupe (ELSCHENBROICH 2015) sehr hilfreich zur Visualisierung.
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Abb. 4: Charakteristisches Dreieck und Sekantendreieck fir A X =2
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Abb. 5: Charakteristisches Dreieck und Sekantendreieck fiir Ax = 0.2

In der klassischen statischen Visualisierung kénnen wir wie in Abb. 1 das
charakteristische Dreieck entlang der Normalen bis zur x-Achse vergrofiern,
so dass es nun bei Verkleinerung von Ax unveréndert bleibt (Abb. 6).
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Abb. 6: Charakteristisches Dreieck y-v-n

Gleichgiiltig, ob das charakteristische Dreieck mit der Funktionenlupe
modern dynamisch nach Abb. 4 oder klassisch nach Abb. 6 visualisiert
worden ist, haben wir so die Mdoglichkeit, etwas infinitesimal Kleines zu
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veranschaulichen, uns vorzustellen. In Kombination mit dem Schieberegler
Ax bietet der Ansatz aus Abb. 5 mit der Funktionenlupe auch die
Maoglichkeit, den Grenzprozess Ax — 0 zu visualisieren. Natiirlich wird
mathematisch kein echter Grenzprozess Ax — 0 durchgefiihrt, denn der
Schieberegler endet bei einem kleinen Wert fiir Ax, hier Ax — 0 = 0.0001.
Dies ist aber vollig ausreichend, um bei Schiilern ein anschauliches
Grundverstéindnis aufzubauen. Und es ist nach meinem Dafiirhalten deutlich
anschaulicher als die ,Unendlichkeitsbrille* der Nonstandard-Analysis, wo
mit einem infiniten Faktor vergrofert werden muss (BAUMANN & KIRSKI,
2016, S. 10).

Indivisible und Flidcheninhalt

Die Vorstellung, dass Objekte aus ,Indivisiblen‘, aus unteilbar kleinsten
Groflen bestehen, stammt von den antiken Atomisten und wurde in der
Entwicklung der Integralrechnung insbesondere von CAVALIERI vertreten,
woran LEIBNIZ ankniipfte:

,, Die Indivisiblen sind unendlich diinne Gebilde, die eine um Eins kleinere Di-
mension besitzen als das von ihnen in ihrer Gesamtheit gebildete stetige Gan-
ze. “ (WUSSING, 1979, S. 159).

Dabei stehen wir nun vor dem Problem, nicht nur beliebig kleine Objekte
darzustellen, sondern auch noch beliebig viele davon. In der Visualisierung
arbeiten wir dann mit ,ziemlich vielen® und ,ziemlich kleinen® Objekten.

Wir stellen uns Flachen aus unendlich vielen, unendlich diinnen parallelen
,rechteckigen Streifen® zusammengesetzt vor. Bei Fldchen unter
Funktionsgraphen hat ein solcher ,rechteckiger Streifen® das Differenzial dx
als ,Breite® und f(x) als ,H6he‘ und infolgedessen dann den ,Flacheninhalt’
dy = f(x) + dx. Summiert man alle diese Streifen auf, erhélt man die gesamte
Flache (Abb. 7, Abb. 8). Die Indivisiblen haben ein Janus-Gesicht:

,Each of the indivisibles is simultaneously viewed as a one-dimensional line
segment and as an infinitesimally thin two-dimensional rectangle. The indivisi-
ble at point x has height f(x) and width dx (using what would be Leibniz' notati-
on from the late 1600s). Therefore it had area f(x)dx. " (OTERO 2000)
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a x b

Abb. 7: CAVALIERIS Indivisiblen- Abb. 8: CAVALIERISs Indivisiblenmethode

methode (WALTER, 2004, S. 193) (OTERO, 2000)

Die Dynamisierung von Abb. 7, Abb. 8 fithren wir hier am Beispiel eines
halben Einheitskreises und der Funktion f mit f(x|=v1—x2,-1 <x <1,
durch (natiirlich konnen auch andere Funktionen eingegeben werden). Um
das Prinzip zu verstehen, gibt es eine Anzahl n der Unterteilungen, die
automatisch den Wert Ax festlegt, und wir betrachten n Rechtecke
f(x)-Ax, zunichst fiir kleine » und zugehorige groBe Ax. Die
Dynamisierung erfolgt dadurch, dass dieser Wert von n verdndert,
insbesondere vergroBert werden kann. Man sieht flir zunédchst kleine n
deutlich, dass wir hier dquidistante Mittensummen haben (Abb. 9). Links
und rechts am Rande des Definitionsbereichs ist f(x/=0. Einen
besonderen Effekt konnen wir neben dem Erhéhen von n auch noch
dadurch erzielen, dass wir den Halbkreis dynamisch von links nach rechts
fiillen lassen (ELSCHENBROICH & SEEBACH, 2018, S. 91).

Eine andere Modglichkeit, sich einen Kreis aus indivisiblen Objekten
zusammengesetzt vorzustellen, besteht darin, konzentrische Kreislinien der
,Breite® dx zu wihlen (Abb. 10).
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- Ax=0.2

ADb. 9: Halbkreis und achsenparallele Streifen ADb. 10: Vollkreis und konzentrische
als Indivisible Kreislinien als Indivisible

Solche nichtparallelen Objekte konnen aber auch Probleme mit sich
bringen, wie aus klassischen Paradoxien bekannt ist (TOEPLITZ 1949, S. 57-
58). Dass man dies hier korrekt durchfiihren kann, erklart sich anschaulich
dadurch, dass man die Kreisringe ,aufschneiden‘ kann und nebeneinander
,aufgestellt® als senkrechte parallele Indivisible zu einer Funktion g mit
g (x]=27nx sehen kann. Allgemein kann sagen, dass man auf einigermaBen
sicherem Terrain ist, wenn die Indivisiblen parallel sind und man mit dem
gleichen Inkrement arbeitet.

CAVALIERI und LEIBNIZ navigierten in einer Mischung aus Erfahrung und
Intuition durch unsicheres Gelénde. So schrieb TOEPLITZ iiber CAVALIERI
und seinen Umgang mit Indivisiblen: ,,Er blieb auf seinen ,guten Instinkt*
angewiesen.” (TOEPLITZ, S. 58) und WUSSING formulierte: ,,LEIBNIZ war
sich der Unbestimmtheiten und logischen Widerspriichlichkeiten seines
Differentialbegriffs und des Umgangs mit ,unendlich kleinen Grofen sehr
wohl bewul3t.“ (WUSSING S. 174). Das war nicht jedem ihrer Zeitgenossen
gegeben. Dass aber LEIBNIZ sehr wohl wusste, was er tat, zeigt sein erst
2016 veroffentlichter Text von 1676, in dem er schon die Grundidee der
modernen Epsi-lontik vorwegnahm. Er formulierte dort, dass sich der Wert
der Rechtecksumme vom Wert des Integrals ,,um eine Quantitit
unterscheidet, die kleiner ist als eine beliebige gegebene.* (LEIBNIZ, zitiert
nach ULLRICH 2017, S. 24).
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Noch mehr Indivisible

So wie man bei den parallelen Strecken-Indivisiblen als Bildmetapher an
einen Boden mit Dielen denken kann, so kann man bei einer Linie und
Punkt-Indivisiblen an eine Kette aus Perlen denken und bei Korpern und
Flachen-Indivisiblen an einen Stapel Papier. Auch ist eine
Computertomographie ein modernes Beispiel, wo ein Kopf in 2 mm dicken
parallelen Schichten aufgenommen wird und diese dann zusammen ein
dreidimensionales Bild ergeben.

Wenn wir die Indivisiblen aus Abb. 9 um die x-Achse rotieren lassen,
entstehen aus den ,Streifen‘ f(x|-dx durch die Rotation um die x-Achse
zylindrische ,Scheiben® iif 2(x)-dx (die zwangslufig parallel sind) als neue
Indivisible fiir die Kugel (Abb. 11).

Abb. 11: Kugel und zur x-Achse orthogonale ,Scheiben® 7tf 2 (X ) -dx als Indivisible

So erhalten wir fiir das Volumen der Einheitskugel in der Summe all dieser

1
Indivisiblen Y, nf 2(x)-dx = f nl1-x%dx = %n . In der Schreibweise

omn. -1
lassen wir uns dabei von LEIBNIZ und CAVALIERI inspirieren und schreiben
in der Summation omnia (omn.). LEIBNIZ rechnete mit Differenzialen wie
mit reellen Zahlen, insbesondere Quotienten (SONAR, S. 406), Produkten
und Summen.
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Abb. 12: Halbkugel und konzentrische Sphdren dx als Indivisible

Ein anderer Ansatz, sich die Kugel aus nicht-parallelen Indivisiblen
bestehend vorzustellen, ist eine Verallgemeinerung von Abb. 10. Als
Indivisible nehmen wir hier konzentrische Spharen, Kugelschalen der Dicke
dx. Damit man aber etwas sehen kann, beschrinken wir uns auf die halbe
Einheitskugel und schauen von unten auf die Grundfliche (Abb. 12). Damit

1
erhalten wir fiir das Volumen: ) 27x2-dx = f 2mx2dx = %n .
0

Das Potential der LEIBNIZschen Schreibweise und Denkweise zeigt sich
besonders schon bei der Berechnung der Kurvenlidnge. Den Graphen von f

stellen wir uns dazu aus indivisiblen Kurvenstiickchen ds=vd x’+dy?
bestehend vor (COLERUS 1934, S. 267), die alle aufsummiert die Kurve
ergeben.

dy

dx

st = zvdx2+dy2 = Z 1+

omn. omn. omn.

2dx .

0 [y
z'dx — J. ]_+ a

Mit Differenzialen & Indivisiblen rechnen

LEIBNIZ schuf Schreibweisen und Bezeichnungen fiir den Differenzial-
quotienten und das Integral, die sich iiber Jahrhunderte erhalten und
bewihrt haben. Er strebte nach einer formalen Universalsprache und hat
durch geniale Wahl seiner Symbole ein Kalkiil geschaffen, ,,so dass das
Rechnen mit den Symbolen fast von selbst funktioniert™ (SONAR 2016, S.
4006).
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,,Bei den Bezeichnungen ist darauf zu achten, daf3 sie fiir das Erfinden bequem
sind. Dies ist am meisten der Fall, so oft sie die innerste Natur der Sache mit
Wenigem ausdriicken und gleichsam abbilden. So wird ndmlich auf wunderba-
re Weise die Denkarbeit vermindert. “ (LEIBNIZ, zitiert nach WUSSING, S. 173)

Der LEIBNIzsche Kalkiil bietet die Moglichkeit, einfach und intuitiv
Ableitungsregeln und Integrationsregeln zu formulieren. Beispielhaft seien
hier genannt:

Summenregel: d|utv|=dutdv,

. dy _ dy . du i oy = 1
Kettenregel: dx du dx , Ableitung der Umkehrfunktion: dx ax
dy
Substitutionsregel: ff(u}-%dx:f fluldu .

Differenziale & Indivisible heute und ihr didaktisches Potential

Differenziale und Indivisible als Objekte sind wegen des nebuldsen und
nicht unproblematischen Umgangs mit dem Unendlichen heute weitgehend
aus Analysis in Schule und Hochschule verschwunden.

Zwar ist in der englischsprachigen Literatur das Symbol % fir die

Ableitung/Steigung gingig, es findet sich auch im Menii des CAS-
Programms TI-Nspire (Abb. 13). Aber heute wird in der Regel dem
Differenzialquotienten die Quotienten-Eigenschaft abgesprochen, indem
man ihn als ein unteilbares Symbol, als bloe Schreibfigur sieht. Deswegen
soll er ,,auch nicht als Bruch von zwei reellen Zahlen verstanden werden,

sondern ist nur als Ganzes sinnvoll. % wird auch nicht ,dy durch dx‘

gelesen, sondern ,dy nach dx* “ (KRONFELLNER, S. 81).
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ADbb. 13: TI-Nspire: Menii Graph analysieren

Beim Integral ist es dhnlich. Den Ausdriicken f (x)-dx wird die Produkt-
Eigenschaft abgesprochen und das Symbol f flx|dx wird als Integral von

f nach dx gelesen. Hier wird eine Pseudoexaktheit exerziert, die ober-
flichlich mehr Korrektheit bringt, aber nicht mehr Klarheit und
Versténdnis.

Wie kann man Differenzialen und Indivisiblen auch heute mathematisch
und didaktisch Sinn geben?

Frither wurde von Differenzialen ausgehend der Differenzialquotient und
damit die Steigung der Tangente, der Wert f'(x) bestimmt. Wenn man
heute in der Ndherungsrechnung mit Differenzialen arbeitet, so erhilt man

von der Ableitung f'(x| = % ausgehend dy = f[x|-dx (Abb. 14).

DIFFERENTIALE.

Ist P (2| y) ein beliebiger Punkt der Kurve
y = (x) (Abb.74) und wichst z um 4z, so
wiichst y um 4 y = [ (x 4 @) — f (z). Ersetzt
man die Kurve durch die Tangente in P, so
erhillt man statt 4 y den Zuwachs dy. Der Ein-
heitlichkeit halber schreibt man in diesem Fall
dz statt dz.

Abb. 74

Abb. 14: Differenziale (LAMBACHER & SCHWEIZER 1950, S. 102)
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Weiter ist dann dx=Ax und wir konnen damit —g-)% tatsdchlich als

Quotienten von diesen Differenzialen handhaben (MANGOLDT & KNOPP
1968, S. 68f). Diese Differenziale sind dann aber nicht mehr ,unendlich
klein®. Fiir immer kleineres Ax ndhert sich dann Ay immer mehr dy an.

Fir die Indivisiblen kann man die RIEMANNsche Integral-Definition mit
,passenden‘ Zwischenpunkten & flir Zerlegungen Z des Intervalls [a, b]
aufgreifen. Hier hédtten wir die spezielle Situation, dass die Zerteilung
dquidistant ist und die & immer in der Mitte des Intervalls sitzen (Abb. 15).

‘;1 Ql Q; &4 Cs

Riemannsche Zwischensumme

Abb. 15: RIEMANNsche Zwischensummen (WALTER 2004, S. 203)
Die Denkweise von LEIBNIZ hat auch heute noch ein didaktisches Potential:

a) Sie ist geistesgeschichtlich und mathematikgeschichtlich interessant:

*  Woher haben Differenzialrechnung und Differenzialquotient ihren
Namen?

*  Woher kommt die Differenzial- und die Integral-Schreibweise?

b) Sie ermdglicht in der dynamischen Visualisierung einen genetischen
Zugang zu Grundvorstellungen und zentralen Ideen der Analysis.

¢) Man kann damit einfach Ableitungs- und Integrationsregeln finden.

Zu guter Letzt

Ich greife historische Ideen und Ansétze auf, insbesondere von LEIBNIZ und
CAVALIERL, und versuche sie mit digitalen Werkzeugen fiir den modernen
Unterricht nutzbar zu machen. Dies hat nicht den Exaktheits-Anspruch
eines mathematikhistorischen Aufsatzes, sondern ist mehr ein Crossover.
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Ich danke Frau Dr. CHARLOTTE WAHL von der Gottfried Wilhelm Leibniz
Bibliothek fiir wichtige und hilfreiche Hinweise, die ich hier nicht
vorenthalten mochte:

1. LEIBNIZ' Monaden sind zwar unteilbar kleinste Teilchen, aber sei-
ne Differenziale (und auch Produkte, die dann infinitesimal
schmale Fliachenelemente ergeben) sind es nicht, denn die sind
teilbar (man kann 0.5dx schreiben). Hier unterscheiden sich
CAVALIERI und LEIBNIZ.

II. Paradoxien im Umgang mit Indivisiblen entstehen, wenn man wie
CAVALIERI keine Breite annimmt. Wenn man aber wie LEIBNIZ
eine infinitesimale, aber wohlbestimmte Breite dx annimmt, dann
rechnet man mit Fldcheninhalten und hat das Problem nicht.

III. Meine Schreibweise z ist ein mathematikhistorisches Medley.

omn.

Das Summenzeichen geht auf EULER zuriick. Die Abkiirzung omn.
fiir omnia stammt von CAVALIERI. LEIBNIZ hat das grofle Sigma
nicht als Summenzeichen verwendet, sondern anfangs nur das
Wort omn. Er hat auch nicht "omn." in Zusammenhang mit "dx"
verwendet, sondern "omn. [" fiir "alle Linien 1" geschrieben. Spater
hat LEIBNIZ fiir die Summation dann das lange stilisierte S fiir
summa, das Integralzeichen [, entwickelt.

IV. Ich habe beim Ausdruck f(x)-dx sowohl die Sichtweise von
CAVALIERIs Indivisiblen als auch von LEIBNIZ® Differentialen ge-
sehen und dazwischen gewechselt. LEIBNIZ® Differentiale (oder
auch ihre Produkte) sind genau genommen keine Indivisiblen, weil
sie im Gegensatz zu CAVALIERIS Grofen teilbar sind. LEIBNIZ hat
sie auch selbst nicht so genannt und nur einmal nennt er sie eine
unendlich kleine Gro3e ,,minima seu indivisibilis*.

V. Man muss unterscheiden zwischen CAVALIERIS Definition, wo In-
divisible Linien in einer Flache sind, und spéteren Definitionen,
wo Indivisiblen (besser spricht man dann von Infinitesimalen) eine
unendlich kleine Breite zugestanden wird. CAVALIERI war mit den
Indivisiblen sehr bewusst umgegangen, nur ganz bestimmte Ope-
rationen waren erlaubt. Ist man weniger vorsichtig, wie seine



Historische Aspekte der Analysis — dynamisch visualisiert Seite 37

Nachfolger und Kritiker, dann st6Bt man schnell auf Paradoxien.
Deshalb ist man dann zu Infinitesimalen tibergegangen. Der Vor-
teil einer Breite - auch wenn sie unendlich klein ist - ist, dass man
sie z. B. halbieren kann.
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