JAK ANIMOVAT POHYB PLANETY V GEOGEBRE

6. Plosna, tiihlova a obvodova
rychlost planety
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1 TRI RYCHLOSTI

1 Tri rychlosti

Pti obéhu planety kolem Slunce muzeme uvazovat tii druhy rychlosti —
obvodovou, tuhlovou a plosnou.

Planeta za urcitou dobu At urazi drahu As a jeji pruvodi¢ opiSe
tihel Ay a plochu AS (viz obr. 1). Pramérné hodnoty pfislusnych
skalarnich rychlosti jsou definovany takto:

_As _By  _AS
AL T A T Ay

Okamzité hodnoty jsou potom jejich limity pro At — 0:

Up

Obr. 1: Definice prameérnych rychlosti planety

[ https://www.geogebra.org/m/kav2zkrm J
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2 PLOSNA RYCHLOST

Jsou to tedy derivace:

v=34 w=¢, w=>S

2 Plosna rychlost

Pro At velmi malé je |FH| = |FJ| = r, takze kola¢ JF' H je priblizné
kruhova vysec¢. Elipticky oblouk H.J ma proto délku As = Ap-ra AS
jakozto obsah kruhové vysece ma hodnotu %As -1, tedy

AS = %TQ “Ap (1)

Odtud . A )
'
wp = 57“2 . E = 57”2&}]) (2)

A v limité potom mame pro okamzitou plosnou rychlost:

w= -T'w (3)

Z druhého Keplerova zakona vsak také vime, Ze w je konstantni a pro
jeji hodnotu plati

(4)

To znamend, Ze ve vztahu (3) se sice r i ¢ s asem méni, ale soucin r’w

musi byt konstantni.
S pouzitim par GeoGebrackych triki a naseho minimalniho apletu
pro pohyb planety! miZeme vytvorfit animaci zdkona ploch — viz obr. 2.

lhttps://www.geogebra.org/m/tmwdeprz
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3 UHLOVA RYCHLOST

Obr. 2: Keplertiv zédkon ploch

[ https://www.geogebra.org/m/jnkpugtu ]

3 Uhlova rychlost

Ze vztahu (3) muzeme vyjadrit dhlovou rychlost w:

Ale pa¢ polarni rovnice elipsy veli, aby r = dostavame

__p
14ecose’

2w(1 4 ecos )
o= 2ot (6)

Dostali jsme zavislost thlové rychlosti planety na azimutu .


https://www.geogebra.org/m/jnkpugtu

3 UHLOVA RYCHLOST

Kontrola: Kdy bude w maximalni? Vidime, ze maximum nastane,
kdyz ¢ = 0, pa¢ potom cosp = +1 a v zavore v citateli pri¢itame
kladnou, nejvétsi moznou hodnotu. Ale to sedi (,,itis siting“), pa¢ ¢ = 0
znamena perihélium, kde ma planeta nejvétsi obvodovou rychlost, takze
tam zfejmé ma i nejvetsi tthlovou rychlost.
Kdy bude w minimalni? Vidime, Ze minimum nastane, kdyz ¢ = ,
pac¢ potom cosp = —1 a v zavore v Citateli pricitame zapornou, nej-
zapornéjsi moznou hodnotu. Ale to opét sedi (,,itis egejn siting"), pac¢
¢ = 7 znamend afélium, kde ma planeta nejmensi obvodovou rychlost,
takze tam zfejmé m4 i nejmensi thlovou rychlost.

A jesté tohle. Ve specialnim ptipadé by se planeta mohla pohybovat
i rovnomérné po kruznici’. V tom pifdadé by tihlova rychlost méla
vyjit w = 2% Vyjde to? Jasné! Pro rovnomérny pohyb po kruznici je
ziejmé a = bae = 0. Potom p=aaw = ”TLQ Nafrkame to do (6) a
dostavame:

27 (140) 27
w=——7 =7 - Vv

No a jesté se na vztah (6) pojdme juknout graficky (obr. 3). Krastné
vidime, Ze se jedna o prach-obyc¢ejnou kosinusoidu, jen trochu posunutou
nahoru, no. Maximum a minimum jsou tam, kde jsme je jiz nalezli
uvahou — v perihéliu a aféliu.

2Ve Wikipedii se pravi: ,, Pravdépodobnost, Ze by se né&jaké téleso (dlouhodobé)
pohybovalo okolo Slunce presné po kruznici, je nulova, protoze kruznice je idedlni
pripad, ke kterému se lze v praxi pouze priblizit, ale nelze ho dosdhnout.“ (https:
//cs.wikipedia.org/wiki/Keplerovy_z%C3%Alkony)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Keplerovy_z%C3%A1kony
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4 OBVODOVA RYCHLOST
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Obr. 3: Zavislost tihlové rychlosti planety na azimutu ¢.

[ https://www.geogebra.org/m/twzmvqdy ]

4 Obvodova rychlost

Uhlové a plosné rychlost jsou vektory kolmé na rovinu elipsy a jejich
smér se neméni, takze se o jejich vektorovy karakter nebudeme starat.

Naproti tomu obvodova rychlost jakozto vektor mé smér teény a ten
se neustale méni. Tak se na to podivejme (obr. 4).

Je rozumné si vektor obvodové rychlosti ¢ rozlozit do slozek ve sméru
pruvodice F'P (v, — radidlni slozka) a do sméru kolmého k privodici
(v, — azimutalni slozka). D& se odvodit, ze pro velikosti téchto slozek
plati®:

Up =T (7)

3Vztahy plati obecné pro jakykoli kiivodary pohyb ¢astice popsané poldrnimi
soufadnicemi [r; ¢]


https://www.geogebra.org/m/twzmvqdy

4 OBVODOVA RYCHLOST

Obr. 4: Slozky vektoru obvodové rychlosti.

[ we=gor=uer | ©

Intuitivné je to jasné:
» 1, vyjadruje, jak rychle se méni vzdalenost r planety od ohniska F'.
Proto je to derivace r.
* 1, vyjadiuje, jak rychle se méni azimut (prava anomalie) ¢. Je to
tedy thlova rychlost w krat r.

Dle (7) je v, casovou derivaci pruvodice r, ktery je ale ddn polarni rovnici

p

= =p-(1 -1 9
1+ecosp P ( +€COS¢) ()

No tak to zderivujem, né?

v, =7 = —p(l+ecosp) - (—esinp- @)
2, 2

_ _peesing 1 g sin - g sin
(1 + ecos p)? P i P v
—_——

9)—2



4 OBVODOVA RYCHLOST

Yoo

Ale z (3) mame r’w = 2w, takZe dostdvame

2
vT:—w-ssinap (10)
p

Dosadime-li (6) do (8), dostavame

2w 2w
USOZW’I":F'T:T (11)
Sem dosadime z (9) a dostavame:
2
vwz—w-(l—l—scosn,o) (12)
p

Ze slozek pomoci Pythagorovy véty snadno ziskame velikost vektoru
obvodové rychlosti:

2
v = Vil = —w\/1+25cosgo+€20052g0+5231n2g0
p ~ Vv -

2

Tedy

2
v:—w\/l+62+25(:oscp (13)
p

Jaké budou hodnoty v,,v,, v v perihéliv a v aféliu?

Perihélium A: ¢ =0 —sinp =0,cosp =1
« v, = 0 (planeta se nevzdaluje ani nepfiblizuje ke Slunci)
e v, iv zde maji zfejmé maximum a rovnaji se:

2w
VoA = Vg = ?<1—|—€) (14)




5 ANIMACE OBVODOVE RYCHLOSTI A JEJICH SLOZEK

Yoo

2w
Pritom dle (11) je také v, = — a diky geometrii elipsy plati, ze
r

v perihéliu je r = a — e = a — ac = a(l — ¢). Proto mizeme psat

také:
2w
VpA VA a<1__€) ( )
Afélium B: =7 —sinp =0,cosp = —1
o v, = 0 (planeta se nevzdaluje ani nepftiblizuje ke Slunci)
e v, iv zde maji zfejmé minimum a rovnaji se:
2w
VpoB = UB = ?(1 - 6) (16)

2w
Pritom dle (11) je také v, = — a diky geometrii elipsy plati, ze
r

v aféliu je r = a+e = a+aec = a(l+¢). Proto muzeme psat také:

2w

D) "

VyB = UB

To, ze tvahy o rychlostech v perihéliu a aféliu jsou spravné, se prevéd-
¢ime také v nésledujicim apletu.

5 Animace obvodové rychlosti a jejich
slozek
Vyrobime si aplet, ve kterém rozsitime jiz diive vytvoreny minimalni

aplet pro animaci pohybu planety* o vektory v, ¢, v,. Jejich velikosti
jsou dény vztahy (10), (12) a (13), ve kterych vystupuje azimut .

‘https://www.geogebra.org/m/m3q5cd4r#material /tmwdeprz
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5 ANIMACE OBVODOVE RYCHLOSTI A JEJICH SLOZEK

Yoo

Obr. 5:

[ https://www.geogebra.org/m/jbszmee8 ]

Pti tvorbé apletu mame nékolik moznosti:

Azimut ¢ odecist v GeoGebte graficky jakozto velikost ithlu BF'P.
Pouzit diive odvozeny® vztah, kde vystupuje excentrickd anomd-
lie E (tu uz mame v apletu vypocitanou diky reseni Keplerovy

rovnice):

cosFE —¢
CoOSp = ———
v 1—¢ccosFE

Odtud vypocitdme cos ¢ a rovnou dosadime do vztahii pro v a v,,
kde primo cos ¢ vystupuje.

Ve vztahu pro v, vsak vystupuje sin ¢. Nyni miizeme pouzit vztah
sin p = £4/1 — cos? p a znaménko urcit podle ¢asu t (+ prot < %,
jinak —). Nebo muzeme v, vypocitat jednoduse pomoci Pythago-

rovy véty: v, = \/v? — v2.

Shttps://www.geogebra.org/m/m3q5cd4r#material /tbpxdcgh
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6 PROC NELZE ANIMOVAT PLANETU PRIMO?

Yoo

o Zjistit hodnotu ¢ pomoci funkce arkus kosinus a znaménko ¢ vy-
brat podle casu, jak bylo uvedeno v predchozim bodé.

V apletu jsme pouzili treti moznost.

6 Proc nelze animovat planetu primo
nastavenim rychlosti animace pomoci
vzorce?

Mohlo by nas napadnout, Ze kdyz mame vzorec (13) pro obvodovou
rychlost planety, stacilo by pro animaci jejtho pohybu v GeoGebre umis-
tit na elipsu bod P a jako rychlost jeho animace nastavit obvodovou
rychlost, kterd se méni v zavislosti na jeho azimutu ¢ (ten bychom zis-
kali odec¢tenim tthlu BF P).

Ale takto jednoduse to udélat nejde. Kdyz si totiz porovname takto
vytvoreny pohyb s pohybem vytvorenym v nasem apletu z predchazejici
kapitolky, zjistime, Ze se neshoduji.

Jde o to, ze rychlost animace, kterou nastavime v GeoGebfe pro
pohyb bodu po néjaké kiivce neni obecné rovna obvodové (tedy tecné)
rychlosti.

Kdyz treba nastavime rychlost animace bodu P na elipse kon-
stantni (nastavime rychlost animace napr. 5), zjistime (pomoci stop
pohybujiciho se bodu), Ze jeho pohyb neni rovnomérny (stopy nejsou
v konstantnich vzdélenostech — viz obr.6a + odkaz na aplet v popisu
obrazku). Nerovnomérnost pohybu je tim vétsi, ¢im ma elipsa vétsi ex-
centricitu.

GeoGebra ve skutecnosti animuje primarné rovnomérny pohyb po-
mocného bodu P (viz obr. 6b) po hlavni kruznici elipsy (vidime, ze
modré stopy bodu P; jsou ve stejnych vzdalenostech) a bod P vznika
jako jeho prumét na elipsu.

Proto nemtizeme bod P animovat tak, ze prosté nastavime rychlost

10



7 FEYNMANUV RYCHLOSTNI TRIK
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(a) Cervené stopy nejsou stejné vzdalené. (b) Modré stopy jsou stejné vzdalené.

Obr. 6:

[ https://www.geogebra.org/m/ryre898p ]

jeho animace podle vzorce (13), protoze to nebude jeho obvodova
rychlost.

7 Feynmantv rychlostni trik

Na zaver jesté kratce zminime dalsi moznost (vedle vypoctu pomoci
vztahu (13)), jak si pro kazdou polohu planety P vyrobit v GeoGebre
vektor obvodové rychlosti.

Vzpomefime si na pojem Fidici kruznice elipsy®. Vezméme tecnu
t elipsy v bodé P (planeta) (obr. 7). Plati, ze mnozinou vSech obrazt
F" ohniska F' v osové soumérnosti podle te¢ny ¢ je kruznice se stredem

Shttps://www.geogebra.org/m/SmYDP3Ng

11
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7 FEYNMANUV RYCHLOSTNI TRIK
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v druhém ohnisku F' (Slunce) a polomérem 2a (a je hlavni poloosa
elipsy).

Obr. 7:

[ https://www.geogebra.org/m/c39b2hw8 ]

Jinymi slovy, pohybuje-li se planeta po elipse, v jejimz jednom oh-
nisku F' je Slunce, pohybuje se bod soumérné sdruzeny s druhym ohnis-
kem podle teény ¢ po kruznici k(F’;2a) (tato kruznice se nazyva ridici

12
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7 FEYNMANUV RYCHLOSTNI TRIK

Yoo

kruznice elipsy).

Spustme si aplet (odkaz v popisu obrazku 7) a vS§imnéme si, co pii
pohybu planety déld velikost tsecky F'F” = h. Jeji délka se méni. Kdy
je nejvetsi? V perihéliu B. Kdy je nejmensi? V aféliu A. Netikd nam to
néco? Podobné se prece chova i obvodova rychlost!

Ve své ,, Ztracené piednasce”™ Richard Feynman skuteéné odvodil, Ze

délka tisecky h je primo imeérna velikosti obvodové rychlosti planety v!

Tedy, ze plati
[ % = konst ] (18)

Pojdme si ovérit, ze vztah (18) skutecné plati. Ale udélejme to jinak
nez Feynman — s vyuzitim vztahu (13) pro obvodovou rychlost.

Vsimnéme si trojihelniku F'F'F”. Pti pohybu planety zustavaji jeho
dvé strany konstantni (FF” = 2a; FF' = 2e) a méni se jen jeho tfeti
strana F'F” = h. Pouzijeme kosinovou vétu:

h? = (2e)? + (2a)* — 2(2¢)(2a) cos a
Zde a = 1 — ¢ a proto cosa = — cos p. Tedy
h* = 4e* + 4a® + Sea cos ¢

Pac e = ea, dostavame

h? = 4e%a® + 4a® + 8za’ cos ¢
h? = 4a®(1 + &* + 2e cos )
h = 2a+/1+ €%+ 2 cos p (19)

V aféliu a perihéliu sice trojuhelnik F'F'F" zanikd, ale snadno ukazeme,
ze vztah (19) plati i zde:

"https://www.geogebra.org/m/hwskzt3u

13
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7 FEYNMANUV RYCHLOSTNI TRIK

Yoo

7 obrazku 7 vidime, ze v A je h = 2a — 2e a v B je h = 2a + 2e.

Soucasné v A je p = 7, takze z (19) dostavame

h=2av1+e?—2¢
h =2ay/(1—¢)?
h=2a(l—¢)=2a—2=2a—2e

Podobné v B je ¢ = 0, takze z (19) dostavame

h=2av1+¢e?+ 2
h =2a\/(1+¢)?
h=2a(l+¢)=2a+2c=2a+2e¢

Pro v plati vztah (13):

2
v = —w\/l +e2+2ecos
p
Takze vydélenim dostavame zirejmé
- = — (20)

Ale dle 2. Keplerova zakona je plosna rychlost w konstantni a p, a jsou
rovnéz konstanty popisujici velikost a tvar elipsy. Délka tsecky h je tedy
vskutku pfimo tmérna velikosti obvodové rychlosti v, jak jsme chtéli
dokazat.

Toho, ze rychlost planety je imérna velikosti h mizeme vyuzit pri
tvorbé apletu, ve kterém chceme jednoduse (bez pouziti vzorce (13)) —
jen geometricky — zkonstruovat vektor obvodové rychlosti ¢ (ktery pak
muzeme jesté graficky rozlozit na slozky v, a v,). Nebudeme mit sice
presnou velikost obvodové rychlosti, ale jen délku h, ktera je ji imérna.
Ale to nam pro ucely apletu nevadi.

14



7 FEYNMANUV RYCHLOSTNI TRIK
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Plati vsak stejné omezeni, které jsme rozebrali v predchazejici ka-
pitolce — ziskanou hodnotu h timérnou v nemuzeme pouzit pro ucely
primé animace nerovnomérného pohybu planety dosazenim za rychlost
animace bodu P.

A

e Da SlSta Les e
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