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1.1 Nocao intuitiva de limite e definicao
informal de limite

No estudo das funcdes, é comum determinarmos valores da varidvel dependen-
tey a partir dos valores atribuidos a varidvel independente x. As funcdes sdo
expressas matematicamente por uma equacio em que ha, pelo menos, duas
varidveis: y, que denominaremos varidvel dependente; e X, a varidvel indepen-

dente. Nesse caso, dizemos que y varia em funcéo de x.

EXEMPLO 1.1

Considere a fungéo y = 2.000 + 5x, em que y (em reais) é o custo total de producéo de
x unidades de uma certa utilidade. Podemos, entéo, determinar o custo y que sera gerado
pela quantidade produzida que desejarmos. Se essa quantidade for, por exemplo, x = 3.000

unidades, teremos

3 =2.000+5-3.000
= 2.000+15.000
3 =17.000

Da mesma forma, podemos determinar o valor do custo y para outras diversas (ou infi-
nitas) quantidades x. Isso porque, matematicamente, a expresséo que representa tal funcéo
permite o célculo de y para todos os valores reais de x. Trata-se de uma fungéo do primeiro
grau, cujo dominio, ou seja, conjunto de todos os valores que a varidvel independente pode
assumir, ndo tem nenhuma restrigdo. Qualquer que seja o valor que vocé atribua a x, € sempre
possivel multiplica-lo por 5 (a multiplicagéo é sempre possivel entre dois valores reais quais-
quer). E claro que, quando essa fungéo é aplicada a uma situagéo prética, os valores de x
considerados devem respeitar as restricdes impostas por tal aplicag&o. Isto &, se na situagéo
acima x representa a quantidade, em unidades, de uma certa utilidade ou produto, entéo ele
pode assumir somente valores naturais (0, 1, 2, 3,..)

No entanto, o que mais nos interessa dizer no momento, é que qualquer que seja o valor
que tenhamos que atribuir a x € sempre possivel determinar exatamente qual o valor que y
ird assumir.

Isso nem sempre € possivel para outros tipos de fun¢des. Vamos abordar um exemplo em

que a atribui¢do de valores a x possui restrigéo.
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EXEMPLO 1.2

Uma funcao de vasta aplicagdo na Fisica e na Quimica é aquela utilizada para retratar a Lei

de Boyle. Ela tem a forma

y-<
P

em que V é o volume de um gas, P € a pressao a que estd submetido e C € um valor cons-
tante. Esse é um caso em que as varidveis dependente e independente, respectivamente, V
e P sdo inversamente proporcionais.

Para uma maior facilidade, agilidade e compreenséo na representacéo das fungdes, de
modo geral, iremos representa-las como f(x), ou seja, y = f(x). Dessa forma, a Lei de Boyle

pode ser expressa por

F=<
X

em que f(x) é o volume do gés e x é a presséo a que estd submetido.

Utilizaremos esse tipo de notagédo para as fungdes abordadas nesse livro. Logicamente,
poderdo ser utilizadas outras letras, mas a indicagao da funcéo sera, geralmente, sucedida
pela indicagdo da varidvel independente entre parénteses. A funcéo f(x) acima pode também

ser escrita como

V(P)= %

Considerando, por exemplo, uma constante C = 1, e utilizando a notacdo de funcéo,

podemos reescrever a expressdo acima da seguinte forma:

f)=
X

Note que tal funcdo ndo pode ser calculada para x = 0, pois a forma 1 gindeterminada
0
(n&o0 € possivel realizar a divisdo por zero). No entanto, é possivel observar o comportamento
da fungéo a medida que x se aproxima de zero.
Nos dois exemplos apresentados, as varidveis independentes ficam restritas a valores
determinados pelo contexto das situagdes em que estdo sendo aplicadas. No primeiro caso,

por exemplo, a varidvel independente x assume somente, como vimos, valores naturais. No
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segundo caso, x assume qualquer valor real positivo. Mas tais fungdes podem ser aplicadas
em outras diversas situacdes. Vamos, portanto, considerar, a partir de agora, as fungdes de
forma tedrica. Isto é, utilizaremos as fungdes ja apresentadas, mas com seus dominios nédo
restritos as aplicagoes reais, para discutir alguns aspectos tedricos no que diz respeito a seus

comportamentos.

8% EXEMPLO1.3

A funcéo f(x) = 2.000 + 5x pode assumir infinitos valores a partir de outros infinitos que
atribuimos a variavel x. Nao ha, nesse caso, nenhum valor real que, atribuido a x, impossibilite
o célculo de y. Vamos analisar o comportamento dessa fungao para x, por exemplo, se apro-
ximando do valor 3.000. Costumamos dizer: para x tendendo a 3.000.

Note que, primeiro, essa aproximagéo ocorrera pela direita (no eixo x), ou por valores
maiores que 3.000 (ver tabela 1.1) e, depois, pela esquerda, ou seja, por valores menores
que 3.000 (ver tabela 1.2).

0

2.800 £(2.800) =2.000+5-2.800 =16.000
2.900 £(2.900) =2.000+5-2.900 =16.500
2.950 £(2.950)=2.000+5-2.950=16.750
2.980 £(2.980) =2.000+5-2.980 =16.900
2.990 £(2.990) =2.000+5-2.990 =16.950
2.999 £(2.999) =2.000+5-2.999 =16.995

Tabela 1.1

N&o é dificil perceber que, & medida que x tende a 3.000, pela esquerda, o valor de f(x)
tende a 17.000. Vamos ver, pela tabela 1.2, o que acontece quando x se aproximada de
3.000 pela direita.

3.200 £(3.200) =2.000+5-3.200 =18.000
3.100 £(3.100) =2.000+5-3.100=17.500
3.050 £(3.050)=2.000+5-3.050 =17.250
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3.020 £(3.020)=2.000+5-3.020=17.100

3.010 £(3.010)=2.000+5-3.010=17.050

3.001 £(3.001)=2.000+5-3.001=17.005
Tabela 1.2

Como esperado, & medida que x tende a 3.000 pela esquerda, o valor da funcéo f(x)
tende a 17.000 também. Podemos, entao, dizer que o limite da fungéo f(x), quando x tende a

3.000, é igual a 17.000. A notacéo utilizada para isso é:

lim f(x)=17.000

x—3.000

5 EXEMPLO 1.4

1
Com relagéo a funcdo f(x)=—, para x R * (note que x pode assumir qualquer valor
X

real ndo nulo), vamos ver o que acontece com seus valores & medida que x se aproxima de O
(zero), tanto pela direita como pela esquerda. A tabela 1.3 a seguir mostra o comportamento

da funcéo para valores de x tendendo a O (zero) pela direita (por valores maiores que zero).

3 £3) =§=0,3333...
9 f=1-0s
=5=0
1
1 f(l)—I—l
0,5 £(0,5) = L—
Y _0 -
0,1 f(Ol)—L—
) _0 -
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1
001 0,01)=—— =100
S(0,01) 0.01
1
001 0,001) =——=1.000
000 I ) 0,001
1
0,0001) = =10.000
0,0001 f( ) 0,0001
Tabela 1.3

N&o é preciso muito esforgo para perceber que, se continuarmos tomando valores para

x cada vez mais préximos de zero, a fungdo assumird valores cada vez maiores. Nesse caso,
. . - 1 o
podemos dizer que o limite da fungdo f(x) =—, para x tendendo a zero pela direita, é igual
X

a +<° (ou, simplesmente, =). Notaremos por:

lim f(x) =40
x—0"

Agora, vejamos o que acontece quando x tende a zero pela esquerda (tabela 1.4).

W

3 f(-3)=i3=-0,3333...
|
P = ="05
)
!
- FED=t=
3
05 F(=0,5)=—— =
1 9 _0’5
o 0.1y =—— =10
, reon=—
001 £(=0,01)=——— 100
’ ’ -0,01
0,001 £(=0,001) = 101 — _1.000

£l
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1

- —-0,0001) = ———=-10.000
00001 A ) —0,0001

Tabela 1.4

Aqui, também ndo é necessério muito esforgo para notar que, a medida que x se aproxi-
ma de zero pela esquerda, a funcéo f (x) decresce indefinidamente, ou seja, tende a — . A

notacao matematica utilizada para representar esse limite é:
lim f(x) =40
x—=0"

1
O grafico da funcao Jf(x) = é apresentado a seguir. Note, como vimos através dos

célculos acima, que os seus limites laterais, para x tendendo a zero, séo diferentes, isto &,
ndo convergem para o mesmo valor. Quando isso acontece, dizemos simplesmente que o

lim f(x) néo existe. Na secéo 1.4 trataremos com mais detalhes dos limites laterais.
x>0

(X)
4

3

Figura 1.1

A partir do desenvolvimento exposto no exemplo 1.4, podemos definir, de
maneira informal, o limite de uma funcéo.
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O limite de uma funcéo f (x) quando x tende a a é igual a L, se for possivel tor-
nar os valores dessa funcéo tdo proximos de L quanto quisermos, para valores
arbitrdrios de x, suficientemente préximos de a, mas diferentes de a. Simboli-
camente, representamos:

li =L
lim £) )

1.1.1 Aplicacdes dos limites: introdugao

Os limites, como vimos, sdo tuteis no conhecimento da tendéncia do compor-
tamento das funcdes matemadticas e isso os torna essenciais na resolucéo de
inimeros problemas que sdo temas do Cdlculo Diferencial Integral. E tais pro-
blemas sdo relacionados com diversas dreas do conhecimento. Dois problemas
classicos em que aplicamos o conceito de limites sdo: o problema da reta tan-
gente a uma curva e o problema de cdlculo de dreas (sob gréficos de uma fun-
cdo). Eles serdo, neste capitulo, apenas apresentados, mas nio discutidos, pois,
para podermos resolvé-los € preciso uma maior familiarizacdo com o assunto.
Por esse motivo, tais problemas serdo retomados nos proximos capitulos, a me-
dida que forem apresentados os conteudos necessdrios a uma melhor compre-
ensdo do processo de resolucio dos mesmos.

Além desses dois problemas, hd outros que serdo abordados ao longo deste
livro, como, por exemplo, o problema da determinacéo da velocidade instanta-
nea de um mavel.

Muitos problemas, nas mais diversas dreas do conhecimento, podem ser re-
solvidos através de uma analise mais detalhada do comportamento de funcdes
matemadticas. E esse detalhamento, muitas vezes, passa pela andlise de taxas
instantaneas de variacdo de funcdes que modelam os fendmenos estudados.
Na Fisica, por exemplo, no estudo do movimento, hd funcdes que relacio-
nam a posicdo de um mével com o tempo. A medida que o tempo passa, a posi-
ciovaria. E possivel, entdo, determinar, a partir desse tipo de funcéo, a variacdo
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da posicdo em um intervalo de tempo. Se dividirmos a variacdo ocorrida na
posicdo do mdvel pelo intervalo de tempo, teremos a velocidade média do mo-
vel nesse intervalo. Mas, e se desejarmos determinar a velocidade desse moével
em um instante especifico (e ndo num intervalo)? Como devemos proceder?
Veremos, mais adiante, como resolver esse problema utilizando a noc¢éo de li-
mite e, mais tarde, através do cdlculo de derivadas de uma funcio (tema que
comecard a ser abordado no préximo capitulo).

Uma funcéo de ampla aplicacdo na Economia é a que se refere a relacdo
entre o custo total de producéo e a quantidade produzida de determinado bem
ouutilidade.Ea funcdo Custo Total (C,). Quando se aumenta a quantidade pro-
duzida desse bem, ha um aumento no seu custo total. Se dividirmos a variac¢éo
ocorrida no custo pela variacdo ocorrida na quantidade, teremos o custo médio
(por unidade) de producéo. Se desejamos determinar o custo de producéo para
uma unidade adicional, podemos utilizar a Funcdo Custo Marginal (C,p) que
pode ser obtida a partir do calculo do Custo Médio para um intervalo de produ-
cdo que tende a zero. Também , nesse caso, vemos a necessidade da utilizacao
da nocéo de limite de uma funcéo.

Nesses dois casos (e tem tantos outros), podemos representar (e resolver)
graficamente os problemas através da determinacio da reta tangente a uma
curva.

Considere, por exemplo, uma funcéo f(x) cujo grafico esta representado a

seguir .
y=f(x)

reta secante (s)
y? = f(x,)

y? = f(x,)

A4
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De forma geral, dada uma funcdoy = f(x) e dois pontos x, e x, distintos do seu
dominio. A reta s que passa pelos pontos (x,, f(x,)) e (x,, f(x,)) é denominada reta
secante a curva y = f(x).

O coeficiente angular m dessa reta é dado por

&
Ax

m

em que

Ay =f(x,)=f(x)

é avariacdo ocorridaemye

Ax=x,—x=h
Também Ax = h

é avariacdo ocorrida na varidvel x.

No gréfico a seguir , veja representadas as variacdes de y e de x, além do an-
gulo de medida 0 formado entre a reta secante e uma linha horizontal. O coefi-
ciente angular m da reta secante pode também ser dado pela tangente do angu-
lo 0 e indica a taxa de variacdo média da funcio f(x) no intervalo considerado
[x,, x,], isto &, seu valor nos informa qual foi 0 aumento (ou decréscimo) médio
dey para cada unidade de x.

A

y=1(x)

y? = f(x,)

y? = f(x,)
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A medida que diminufmos o intervalo Ax, aproximando x, de x, (mantendo
fixo o valor x,), podemos perceber que a nova reta secante terd coeficiente an-
gular diferente da reta anterior (a medida do dngulo 0 sofrerd alteracéo). Dessa
forma, vamos obtendo taxas médias de variacdo para intervalos cada vez me-
nores. Se quisermos determinar o coeficiente angular da reta tangente a curva
y =f(x) no ponto (x, ,y,), devemos considerar o valor de Ay para x, — x, (lé-se: x,
tendendo a x,) ou, equivalentemente, para Ax — 0. Em outras palavras, para se
determinar o coeficiente angular da reta tangente, devemos diminuir indefini-
damente o intervalo considerado. Veja, no grafico a seguir, uma representacio
semelhante a do grafico anterior , mas considerando um intervalo menor.

I y="f(x)

y? = f(x,)

y? = f(x,)

Podemos, entdo, concluir que a taxa de variacfo (instantanea ou pontual)
de uma funcio y = f(x), quando x = x, € dada pela taxa de variacdo média dessa
funcdo quando x, — x . Isso significa dizer que a taxa de varia¢do instantanea
de uma funcio y = f(x), para um valor (ponto) especifico de x, € dada pelo co-
eficiente angular da reta tangente a essa curva y = f(x) nesse ponto. Podemos,

portanto, escrever:

m=lim — (1.2)

CAPITULO 1 m ]5



Como Ax = x, - x,, entdo podemos considerar que x, = X, + Ax. Além disso, o
valor da fungio para x, pode ser denotado por f(x, + Ax). Sendo assim, podemos
substituir, na expressdo (1.2), Ay por f(x, + Ax) - f(x,) . Portanto, a expressdo pode
ser reescrita na forma:

m= lim f(xl +Ax)—f(x])
Ax—0 Ax

(1.3)
O gréfico a seguir mostra a reta tangente a curvay = f(x) no ponto de abscissa

x,. Note que tal reta pode ser obtida a partir da determinagdo das retas secantes

para intervalos cada vez menores de Ax.

1Y y="1(x)

y? = f(x,)

V= (x) reta tangente (t)
- 2

A4

Veja, no exemplo a seguir, como obter o coeficiente angular da reta tangen-
te & uma parabola (grafico que representa uma funcdo quadrdtica), num pon-
to especifico. Nos capitulos 2 e 3, veremos como determinar tal coeficiente de
uma forma muito mais prdtica. Mas para que isso aconteca, € importante que

vocé se familiarize com o assunto deste capitulo.
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L EXEMPLO15

Considere a fungéo f(x) = x* -2x + 3. O coeficiente angular da reta tangente & f(x) no ponto
de abscissa x = 2 pode ser dado através do célculo da expresséo (1.3) considerando x1 = 2:

- fQ+A)-f(2)
m = lim —————— (1.4)

A expressao

S@+A)-f(2)
Ax

n&o é continua para Ax = 0, ou seja, ela ndo estd definida para tal valor. Entéo, é preciso
encontrar uma outra forma de se calcular o limite apresentado em (1.4). Através de manipu-
lagdes algébricas sera possivel chegar ao resultado desejado. Vejamos a seguir.

Como,

fQ2+Ax)=(2+Ax) —2(2+Ax)+3
=4+ 4Ax+(Ax)’ —4—2Ax+3
=(Ax)* +2Ax+3

f(2)=2>-2-2+3
=4-4+3
=3

podemos reescrever a expresséo como:

SC+A)-7(2)

m = lim
Ax—0 Ax
i (Ax)* +2Ax+3-3
ety Ax
o (Ax) +2Ax
T A
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Fatorando a expresséo (coloque Ax em evidéncia e, em seguida, efetue o seu cancela-

mento com o denominador), obtemos:

. Ax(Ax+2)
m=lim —————
Ax—0 Ax

= lim(ax+2)

Agora, podemos realizar a substituicdo de Ax por O, para calcular o limite, pois, a expres-

sdo Ax + 2 é continua para Ax = 0. Portanto:
m = lim(Ax+2)
Ax—0

=0+2
=2

Quando h& pequenas alteragdes de valores da varidvel independente x, as alteracdes
consequentes na variavel dependente f(x) podem ocorrer de forma moderada também ou
de forma mais brusca. Falaremos mais adiante sobre esses tipos de comportamentos das
funcdes. No entanto, entre as aplicagdes que podemos fazer desse conceito matemético, em
particular, da determinagéo da reta tangente (e da sua inclinacéo) a uma curva, uma das prin-
cipais diz respeito ao cdlculo de taxas de variagdes. Isto €, qual é o efeito que uma pequena
(mas, muito pequena mesmo!) variagéo da varidvel x provoca na variavel y. Um exemplo clés-
sico (e bem didético) desse tipo de uso dos limites é aquele em que a varidvel x representa
o tempo (instante) de percurso de um mével e y € a sua posicdo em cada instante. Imagine-
se viajando de Ribeirdo Preto para Franca. Podemos considerar um percurso, portanto, de
aproximadamente 85 km. O tempo total de viagem foi de 1h. Facilmente concluimos que a
velocidade média nesse percurso foi de 85 km/h. Até ai tudo bem. Mas sera que em todos
os instantes, durante esse percurso, sua velocidade manteve-se em 85 km/h? Certamente
que ndo. Em alguns momentos sua velocidade foi maior, em outro, menor. Vocé pode até ter
parado em dado instante. Vocé pode, a cada instante, conhecer sua velocidade observando
o velocimetro de seu automdével.

A velocidade média é considerada uma taxa de variagdo média da funcéo posicdo em
relagdo ao tempo (como a taxa média de variacéo que vimos agora hé pouco). A velocidade
a cada instante, ou velocidade instantanea, € uma taxa de variacdo instantanea e a sua de-

terminacdo ocorre através do célculo de limites.

]8 m CAPTULO 1



£ EXEMPLO 16

Considere uma particula em movimento cuja posigdo em relagéo ao tempo seja dada pela
funcéo s(t)= —t? + 6t, com t dado em segundos (s) e s em metros (m). A seguir, sua repre-

sentacao gréfica.

Posicéo (s)

- NWhrsOIO J0 O

tempo (1)

Figura 1.6

Note, pelo gréfico, que no instante t =1 s, a particula esta na posigdo s = 5 m. Isso pode
ser representado matematicamente por s(1) = 5. No gréfico a seguir, este ponto serd repre-
sentado por A. Consideraremos, também , o ponto B, de coordenadas (3,9), isto &, o ponto
que mostra que no instante t = 3 s a particula estd na posi¢do s = 9 m. Neste intervalo de

tempo, a velocidade média da particula pode ser dada por:

_As_s()=s() _9-5

"N 3-1 2

=2m/s

= NDWHOIOIOO

\ tempo (1)
1 2 3 4 5 6

Figura 1.7
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Tomando um ponto B, mais préximo de A, seréd possivel perceber uma alteragio na
inclinacéo do segmento de reta que une tais pontos. Isso indica que ocorreu alteragéo da
velocidade média. Vamos considerar o ponto B, de coordenadas (2,8). Isso significa que no

instante t = 2 s a particula estd na posicdo s = 8 m.

Posicao (s) B

R

AX

“NWhrOoOTO 0O

tempo (t)
6

N0 I M
w
N
&)

De forma semelhante a anterior, podemos determinar a velocidade média da particula

para esse novo intervalo. Veja:

A _s@=sO) _8-5

"At 2-1 1

3m/s

Observe bem as figuras 1.7 e 1.8 e note que a inclinagéo da reta secante na figuras 1.8
é maior (mais acentuada) do que a da reta secante da figura 1.7. E ndo por coincidéncia, a
velocidade média no intervalo representado na segunda figura € maior do que a da primeira.
Podemos diminuir ainda mais o intervalo considerado (sempre iniciando pelo ponto A). A
medida que consideramos esses intervalos cada vez menores, vamos nos aproximando da
determinacao da velocidade da particula no ponto A, isto &, no instante t = 1 s. Para isso,

devemos calcular a velocidade média v,, = ™ para intervalos cada vez menores ou calcular
t

o limite de @ para At tendendo a zero. Para efetuar o célculo desse limite, vamos conside-
%)

rar que abscissa t aproxima-se cada vez mais do valort = 1 s. Sendo assim, podemos indicar:

t=1+At
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Precisamos, agora, encontrar uma forma de expressar As, que € a variagéo da posicao
(ou a distancia percorrida) da particula no intervalo de tempo At. No instante t =1 s, a posi¢do
ocupada pela particula é dada, em metros, por s(1) = =12+ 6 - 1 = 5. J4 no instante genérico

t =1+ At, a posi¢ao ocupada pela particula é

s(1+Af) = —(1+Az)’ +6(1+Ar)
=—[1+2A¢+(At)? |+ 6+ 6A1
=—1-2At—(At)’ + 6+ 6At
=5+4At— (A1)’

Portanto,

As=s(t)—s(1)
=s(1+Af)—s(1)
=5+4At— (A1)’ -5
=4At—(At)?

Entdo, a velocidade da particula no instante t = 1 s pode ser dada por:

. As
0= lim
2
i 20— (AD)
Ar—0 At
.UCE)
Ar—0 At
= lim (4 — Ar)

At—0

=4-0
=4 m/seg

Observe, na figura 1.9, que, 2 medida que diminui o intervalo At considerado, as retas se-

cantes obtidas aproximam-se, cada vez mais, da reta tangente a curva no ponto em que t = 1.
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Posicéo (s) B,

“NDNWrOIOJ0O©

tempo (t)
2 3 4 5) 6

R

Figura 1.9

E provavel que vocé esteja se perguntando se nZo é muito trabalho apenas para de-
terminar a velocidade em Unico instante. Realmente, € um processo um tanto exaustivo,
principalmente, considerando que se desejarmos determinar a velocidade dessa particula em
outro instante qualquer, teremos que realizar todo o processo de célculo novamente. Imagine,
entdo, se a fungéo que determina a posigéo da particula for mais complexa. Mas, nao se pre-
ocupe. No préximo capitulo veremos um processo bem mais &gil e rapido para se determinar
taxas de variagdo instantaneas (como a velocidade instantanea). Mas para isso é de funda-

mental importancia que vocé compreenda o significado e o célculo de limites de fungdes.

U2V EXERCICIO RESOLVIDO

Uma torneira despeja dgua em um tanque, cujo volume V (em m3) em funcdo do tempo
t (em min) é dado por V(t) = 2t? + 3t. A taxa de variacdo do volume V em fungéo do tempo t,
que pode ser expressa por V/t, é denominada vazao da torneira. Vamos representa-la por q.
Podemos determinar tanto a vazao média da torneira em um intervalo de tempo como a vazéo
em um instante especifico ou vazéo instantanea.

a) Determine a vazdo média da torneira entre os instantes t = 1 min e t = 3 min.

b) Determine também a vazdo média dessa torneira entre os instantest = 1 mine t = 2 min.
c) A partir dos resultados dos itens (a) e (b), é possivel determinar, mesmo que de forma
aproximada, a vazao da torneira no exato instante t = 1 min? Como podemos chegar a tal

resultado?
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Resolucgao:
a) Para determinar a vazdo média gm entre os instantes t = 1 min e t = 3 min é preciso,
primeiramente, determinar o volume V do tanque em cada um desses instantes. Temos, por-

tanto:

* noinstantet=1min= V) =2-"+3-1=5m’

* noinstantet=3min= V(1)=2-3*+3-3=27m’

Logo, concluimos que a vazdo média, nesse intervalo foi de:

AV _V(R)-V(1) _27-5
AL 3-1 2

=11m*/min

b) A vazdo média entre os instantes t = 1 min e t = 2 min é calculado de forma anéloga.

Veja:

* noinstantet=1min= V() =2-"+3-1=5m’

* noinstante t =2min= p(2)=2.2*+3.2=14 w’

Logo, concluimos que a vazdo média, nesse intervalo foi de:

_AV _V(@-V() _14-5

q, =9 m’ /min.
At 2-1 1

c) A partir dos resultados obtidos em (a) e (b), pode-se perceber que, ao diminuir o inter-
valo (partindo do mesmo instante), houve redugéo na vaz&o. Isso nos d4 um indicio de que,
com o passar do tempo, a vazao torneira torna-se maior. Mas , ainda assim fica dificil estimar
a vazao que ocorre no instante exato 1 min. Calcular a vazio média para mais alguns interva-
los, tais como de 1 min a 1,5 min, ou de 1 min a 1,25 min, poderia ajudar a determinar o valor
esperado. Mas, se calcularmos o limite da vazdo média (taxa média de variacdo do volume
em relagdo tempo) para um intervalo At se aproximando de zero, poderemos determinar
exatamente a vazdo instantanea em t = 1 min. Pois, entdo, vamos aos calculos. Note que
serd necessario um trabalho algébrico semelhante ao utilizado no exemplo 1.6 para tornar
possivel o célculo do limite proposto. Consideraremos um intervalo de tempo que vai de 1 min
até t min e faremos t tender a 1. Isso equivale a fazer At (que é igual at — 1) tender a zero.

Como At =t - 1, podemos escrever:

t=1+ At
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Além disso, a fungéo V(t) = 2t2 + 3t. pode ser escrita, de forma equivalente, como:
V)=V (1+Ar)
=2(1+ A1) +3(1+ Ar)
=2[1+2(A0) + (A1) |+3+3(A1)
=2+ 4(A1)+2(A1)” +3+3(A1)
=5+7(A1)+2(A1)?

Também ja vimos que V(1) = 5 m®. Portanto, a vazdo da torneira no instante t = 1 min

sera dada por:

. AV
q(1) = lim ===

i VOV ()
At—0 At

i VA+D =V (D)
A0 At

V(1+£) ()

—— ~
2
i 3 T(AD+2(A0)’ - 5
A0 At
2
YY)
Ar—0 At
At(7-At
i 210249
Ar—0 At
= lim (7 - Ar)

At—0

=7-0

=7 m’ / min

Calcular a drea de figuras geométricas conhecidas, tais como quadrados, retan-
gulos, pentdgonos, hexdgonos, e tantas outras conhecidas, ndo € tarefa muito
dificil, pois, € possivel aplicar férmulas ou decompor as figuras para se chegar
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ao resultado esperado. Mesmo de figuras como o circulo ou setores circulares,
temos como obter as dreas através da aplicacdo de férmulas conhecidas. Mas
como podemos calcular areas de figuras em que, pelo menos, um dos lados é
uma curva gerada por uma funcdo qualquer?

Vamos considerar o exemplo seguinte para ilustrar como poderemos che-
gar a drea desejada nesses casos.

EXEMPLO 1.7

Como podemos calcular adrea sob o gréfico da fungéo f(x) = x? compreendida entre os valores
= =139
x, =0ex,= 3"

Na figura 1.10, € possivel observar a fungéo f(x) e a regido cuja drea devera ser deter-

minada.
0
8
7
6 .
5 |
4 |
3]
2 |
1
&O h h J_)
1 2 3

Podemos aproximar o valor dessa area, dividindo a regido sob o grafico em retangulos.
Com o intuito de facilitar nossos célculos e representacdes, vamos considerar retangulos
com bases de mesma medida. A soma das areas desses retangulos serd uma primeira apro-

ximag&o que utilizaremos para o célculo da drea sob o gréfico. Vejamos.
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9 Ro/
8 4
7 -
Ry,
6 -
5 -
4 R
3 1 /
R,
Q 4
RQ

10- R

0 2 3

Figura 1.11

Como a variagéo total em x € igual a x, — x, = 3 — 0 = 3 e a medida da base de cada
retangulo é igual a 0,5, entdo, a quantidade de retangulos é igual a 3/0,6 = 6. A altura de
cada retangulo seré dada pelo valor que a fungéo f(x) assume para o valor de x determinado
pelo lado direito desse retangulo, isto &, a altura de cada retangulo sera determinada pelo
segmento de reta vertical com extremos determinados pela intersecgéo do seu lado direito
com o eixo x e com o grafico da fungdo. Com base na figura 1.11, definimos as seguintes al-
turas e areas para os retangulos R, R,, ..., R, apresentados. Vale lembrar que todos eles tém
bases de medidas iguais a 0,5. O retangulo R, tem seu lado direito sobre o valor de abscissa
x = 0,5; o retangulo R,, sobre o valor x = 1,0; e assim por diante, sempre variando de 0,5
em 0,5. Sendo assim, para determinar a altura do retangulo R1, devemos calcular o valor da
fungao f (x) = x? para x = 0,5; para o retangulo R, tomamos x = 1,0; e da mesma forma para
os demais retangulos, sempre calculando o valor da fung@o f (x) para respectivos valores de
x sobre os quais situam-se seus lados direitos. A tabela 1.5 apresenta as alturas e as dreas

de cada um dos retangulos da figura 1.11, bem como a soma de tais areas.

RETANGULO ALTURA AREA

R, h = £(0,5)=0,5=0,25 4,=0,5-0,25=0,125
R, h, = £(1,0)=1,0* =1,00 4,=0,5-1,00=0,500
R, h = (1,5 =15 =2,25 4,=0,5-2,25=1,125
R, h, = £(2,0)=2,0" = 4,00 A4,=0,5-4,00=2,000
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RETANGULO ALTURA AREA

R hy=f(2,5)=2,5"=6,25 A4,=0,5-6,25=3,125

5

R hy = £(3,0)=3,0> =9,00 A4, =0,5-9,00 =4,500

6

Soma das areas: 11,375

Tabela 1.5 — Alturas e areas dos retangulos da figura 1.11 e soma de suas dreas

O valor 11,375 é uma primeira aproximagao que obtemos para a drea sob o gréfico de f
(x) e, pela andlise do gréfico da figura 1.11, é possivel concluir que esse valor é maior que o
valor da drea sob o grafico. Mas podemos diminuir a diferenca existente entre esses valores,
aumentando a quantidade de retangulos, o que, consequentemente, nos fara diminuir as
medidas de suas bases. Vamos considerar, por exemplo, retangulos com bases de medidas

iguais a 0,25 para obter uma aproximagao melhor que a anterior.

9 Raf
. .
7 ] /
6 - R/
5 .
RS
4 - Ny
3 Ra/
2 1 "/
R4
1 A Ra//
0 R‘R?/
0 2 3

Figura 1.12

Note, agora, que a drea ocupada pelos retangulos estd mais préxima da érea total sob
o gréfico. Mas, ainda ha diferenca entre elas. No entanto, é possivel diminuir cada vez mais
essa diferenca, tomando, para isso, retangulos com bases cada vez menores (o que aumenta-
rd, indefinidamente, a quantidade de retangulos). Na figura 1.12, h4 uma grande quantidade
de retangulos e é possivel perceber que a diferenga entre as dreas € menor que nos casos
apresentados na figura 1.11. Na tabela 1.6 s&o apresentados os calculos utilizados para se
chegar a essa nova aproximacao para a drea desejada, bem como seu valor, que é a soma

das dreas dos retangulos R1,R2, ..., R12 apresentados na figura 1.12.

CAPITULO 1 m 27



RETANGULO ALTURA AREA

R, h = £(0,25)=0,25" =0,0625 4, =0,25-0,0625=0,015625
R, hy, = £(0,50) =0,50> = 0,2500 A4, =0,25-0,2500 = 0,062500
R, hy = £(0,75)=0,75" = 0,5625 A4, =0,25-0,5625 = 0,140625
R, h, = £(1,00) = 1,00% =1,0000 A4, =0,25-1,0000 = 0,250000
R, h = £(1,25)=1,25" =1,5625 A4, =0,25-1,5625 = 0,390625
R, h = £(1,50) =1,50% = 2,2500 A4, =0,25-2,2500 = 0,562500
R, h = £(1,75) =1,75" =3,0625 A4, =0,25-3,0625 =0,765625
R, hy = £(2,00) =2,00% =4,0000 A4, =0,25-4,00 =1,000000

R, hy = £(2,25)=2,25" =5,0625 A4, =0,25-5,0625 =1,265625
R,, hy = £(2,50)=2,50° =6,2500 4, =0,25-6,2500 =1,562500
R, = £(2,75)=2,75" = 17,5625 4, =0,25-7,5625 =1,890625
R, h, = £(3,00)=3,00°=9,0000 A, =0,25-9,0000 = 2,250000

Soma das areas: 10,156250

Perceba que a soma obtida na tabela 1.6 é, como se esperava, menor que a apresentada
na tabela 1.5. Se continuarmos diminuindo as medidas das bases dos retangulos utilizados
para aproximar o valor da drea desejada (e, consequentemente, aumentando a quantidade de
retangulos), conseguiremos valores cada vez mais préximos do real valor dessa érea. A ideia,
aqui, é fazer com que as medidas das bases se aproximem de zero. Assim, a soma das éreas
tendera ao valor que desejamos encontrar.

Vamos, entdo, considerar a divisdo da area A em n retangulos cujas medidas das bases
sdo todas iguais a Ax e as medidas de suas alturas séo dadas por h1, h2, .., hn (que séo
obtidas atribuindo-se o valor de x, respectivamente, sobre o qual apoia-se o lado direito de
cada retangulo). Sendo assim, podemos escrever a drea A do gréfico sob o gréfico da fungéo

f(x) = x% entre os valores x, = 0 e x, = 3 da seguinte forma

A:E%[Ax-(hl+h2+...+hn)]
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ou, de forma resumida, como
A=lim [Ap;h,}

No capftulo 4, veremos como calcular esse tipo de drea através do uso de integragéo,

que é um processo matematico que possui ligagdo com os limites de fungdes.

Nesse processo de célculo da drea sob o gréafico de uma funcéo, podemos, também,
obter aproximagdes utilizando retangulos cujas alturas séo determinadas pelo encontro
de seus lados esquerdos com a fungdo em questao. Isso significa que a soma das éreas
dos retangulos seria menor que o valor da area requerida. Da mesma forma, poderia-
mos definir a altura de cada retangulo através da linha vertical que passa pelo centro
de sua base até o encontro com a fungéo. Poderfamos, ainda, definir essa altura a partir
de qualquer segmento vertical tragado a partir de qualquer ponto da base inferior do re-
tangulo até a intersecgdo com o grafico da fungdo. Seja qual for a escolha, o resultado

final, isto €, o célculo da area sob o grafico através de limites, serd o mesmo.

1.2 Propriedades basicas dos limites

Ja calculamos os limites de algumas funcdes através da substituicdo de valores
simplesmente ou utilizando manipulacdes algébricas. As funcdes apresenta-
das, na verdade, ndo nos causaram grandes dificuldades. Mas hd uma diversi-
dade de fun¢des que certamente surgirdo nas aplicacées que podem ser feitas
dos limites que nio sdo tdo elementares. E isso podera gerar dificuldades além
das vistas até o momento. Para facilitar o cdlculo dos limites de tais funcdes, ha
algumas propriedades que podem ser utilizadas nesses cédlculos. Elas sdo apre-
sentadas a seguir e vocé vera que, algumas delas, nds ja utilizamos de forma

intuitiva nas secoes anteriores.
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Propriedade 1: limite de uma funcéo constante

limk =k

X—>a

Uma funcio f (x) = k, sendo k constante, assume valor igual a k para qual-
quer que seja o valor da varidvel x. Sendo assim, o limite dessa funcdo é sempre

igual a k, independentemente do valor ao qual x estd tendendo.

2% EXEMPLO18

a) lim (7) =7
b)  lim(~0,25)=~0,25

9 limR/4) =4

Propriedade 2: limite da soma ou da diferenca entre funcdes

liin[f(x) + g(x)] =lim f(x) £lim g(x)

O limite de uma soma de duas ou mais funcdes é igual a soma dos limites
dessas funcdes. Da mesma forma, o limite da diferenca entre funcdes € igual a

diferenca dos limites das mesmas.

8% EXEMPLO19

a)
fim (x° =+ 5) = lim () fim (x)+ im (5
=(2)’ = (-3)+5
=-8+3+5
=0
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b)

x—=0

lim(2+ 12)—%(0,5;8)

! —O,szjzlim(2)+lim(
2 =0 x+

X+ x—=0
1 2
=2+——-0,5-0

0+2

:2+l—0
2

Bl
2

Propriedade 3: limite do produto entre constante e fungao

lim[k- £ (x)]=k-lim /(x)

O limite do produto entre uma constante k e uma funcéo f(x) é dado pelo

produto entre a constante k e o limite da funcéo f(x).

L% EXEMPLO 1.10

a)  lim(3-cos x)=3-lim(cos x)=3-cos 7 =3-(~1)=-3

X X

b) lim[—S -(x2 + logx)J =-5. lim(x2 + logx) = —5~(a2 +log a) =-54"-5loga

x—a x—a

Propriedade 4: limite do produto entre funcoes

lim[[/(x)- (0] =lim £ (x)-1im g (x)

O limite do produto entre duas func¢ées f(x) e g(x) é dado pelo produto entre

seus limites.

CAPITULO 1 m 8]



2 EXEMPLO1.11

a) lim(senx-cosx)=lim(senx)-lim(cosx)=senx-cosw=0-(-1)=0

X X1 X

BY tim[ x-(5¢" +7x=9) | = limx’lim (53> + 7x~9) =0

x—0 x—0 x

Propriedade b: limite do quociente entre fungoes

lim[f (x)} )
el g(x) ] limg(x)

desde que g(a) = 0.
O limite do quociente entre duas funcdes f(x) e g(x) é¢ dado pelo quociente
entre seus limites desde que g(x) seja ndo nula para o valor ao qual x tende.

8% EXEMPLO 1.12

2o
lim(cosx) cosm I

X

. (senx lim(senx) sent 0
a) lim =27 = =

X

COoS x

2_ 2_ .
b) limx 23x+1=im0 30+1:i:_1

P | =0 0*—=1 -1

Propriedade 6: limite da poténcia de uma fungao

lim[ /(0] =lim[ /(0]

para qualquer n inteiro positivo.
O limite de uma poténcia com base f(x) e de expoente n inteiro e positivo é
igual ao limite da funcéo f(x) elevado a n.
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£ EXEMPLO1.13

a) lxiir]l(Z—log)f)z :[1j§(2—10gx3)J2 :[2—logl3J2 :[2—0]2 =4

B (1+senxY [ (l+senx\] [ 140 ] [ 1T 1
lim =|lim = | =] =] ===
w1\ 2c08 X w7\ 2c08 X 2-(-1) 2 8

Propriedade 7: limite da raiz de uma funcéo

lim/7(x) = gflim /(x)

para qualquer n inteiro positivo quando f(x) > 0 ou para qualquer n inteiro
positivo impar quando f(x) < 0.

O limite da raiz n-ésima de uma funcéo f(x) € igual a raiz n-ésima do limi-
te dessa funcdo, desde que n seja um inteiro positivo quando f(x) for nula ou
positiva (para qualquer x) ou que n seja um inteiro positivo impar quando f(x)
negativa.

L% EXEMPLO1.14

4
8 limy-16x'-7 Zi/linll(—l6x4 -7) =} —16[%] —7=-1-7=¥Y8==2

x>~
2
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1.3 Continuidade

Nas secdes anteriores, falamos sobre certas funcdes ndo serem continuas para
determinado valor ou intervalos de valores. Vimos, por exemplo, que a funcio

f(x) =— néo ¢ continua para x = 0. Portanto, seu dominio € composto por
X

todoxe R *.

Vimos, também, que seu grafico (figura 1.1) ndo apresenta nenhum pon-
to de abscissa igual a zero. O grafico dessa funcdo nunca intercepta o eixo y.
Portanto, ele sofre uma interrupcéo.

De forma intuitiva, podemos estudar a continuidade de uma funcéo atra-
vés da andlise de seu grafico. Se ele ndo apresenta nenhuma interrupcio, entio
concluimos que a func¢éo é continua. Se ocorre uma ou mais interrupcdes, en-
tdo dizemos que hd um ou mais pontos de descontinuidade da funcdo. Vamos
ver agora, mais algumas analises de funcdes com relacdo a sua continuidade.

EXEMPLO 1.15

1
A funcéo f(x):—z, cuja representacao gréfica estd na figura 1.13, também néo esté
X

definida para x = O. Portanto, ela é descontinua para a abscissa x = O.
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£ EXEMPLO1.16

Considere a funcéo f(x) = x* + 1. Este é um exemplo de uma fungéo quadrética cuja repre-

sentagdo gréfica € uma pardbola, como mostra a figura 1.14

Figura 1.14

Vocé deve lembrar-se que fungdes desse tipo tem dominio real (D = R), isto &, ela esta
definida para todo e qualquer x real. Portanto, é considerada uma fungéo continua para todo
XER.

L EXEMPLO1.17

Seja f(x) a funcéo dada por

A condicéo de existéncia dessa funcéo é tal que x pode assumir qualquer valor real
exceto 3. Isto equivale a dizer que x — 3 # 0. Ndo € preciso preocupar-se com a expressao
que esta no numerador da fracéo, pois, qualquer que seja o valor de x, ela sempre podera ser
obtida e ndo ha nenhuma restricéo sobre seu valor (ela pode, inclusive, ser igual a zero). No
entanto, com relacéo ao denominador, é preciso considerar que ele ndo pode assumir o valor

zero. Mesmo que a expressdo “x — 3" possa ser calculada para qualquer que seja o valor de
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X, néo é permitido que ela seja igual a zero, pois, estd posicionada no denominador de uma
fracdo. Portanto, ndo podemos admitir que x seja igual a 3, isto &, a fungéo f(x) é descontinua

para x = 3. Isto, ainda, equivale a dizer que o dominio da funcdo é D ={xE R ./ x - 3.

1.3.1 Propriedades das fungoes continuas

Podemos identificar alguns tipos de fun¢oes continuas pela sua forma algébri-
ca. Uma funcéo polinomial f(x), por exemplo, é continua para qualquer x real.
Funcdes racionais sdo continuas para todo x do seu dominio, ou seja, para todo
x real tal que seu denominador seja diferente de zero. As fun¢des trigonométri-
cas e as trigonométricas inversas também sdo continuas para qualquer valor da
variavel independente x. Basta lembrarmos do comportamento de seus grafi-
cos: eles ndo tém nenhum tipo de interrupcéo.

A partir de func¢des continuas, podemos realizar combinacdes algébricas
que geram outras funcdes também continuas. Isto €, se as funcdes f(x) e g(x)

para x = ¢, entdo também sdo continuas as seguintes combinacdes algébricas:

+ f(x) + g(x);

* f(x) - g(x);

+ f(x) - g(x);

+ f(x)/ g(x), contanto que g(c) = 0;

+ k- f(x), para cada k real.

Além disso, a composta das func¢des continuas f(x) e g(x) também é continua.
Dadas as fungdes continuas f(x) = x2 + 1 e g(x) = sen(x), também s&o continuas as fungdes:

a) ) +gkx) =x2+1+ sen(x);

b) f(x) - g(x) = x? +1 - sen(x);
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c)  f(x)-gk)=x+1)-sen(x);

2

d  f(x)/g(x)= il , para todo x real tal que sen(x) # 0;

sen(x)

e) -5-g)=—5x+1);
) f.-g=1(gX)=-sen(x) + 1;

9  g-f=g(f () =sen(x*+ 1).

1.4 Limites laterais

Na se¢do 1.1, vimos que o limite L =lim f(x) s existe se a funcéo f(x) se aproxi-
ma de L quando x tende ao valor a tanto apela direita como pela esquerda, isto é, se
aproximarmos x de a por valores menores que a, a funcio f(x) se aproximade L e, se
aproximarmos x de a por valores maiores que a, a funcao f(x) também se aproxima
de L. Nesse caso, dizemos que a funcio f(x) possui limites bilaterais em x = a.

Simbolicamente, podemos escrever que

3L =lim /(x) & lim f(x)= lim £(x)

Podemos ler a expressdo acima da seguinte forma: “existe o limite L de f(x)
com x tendendo a a se, e somente se, o limite de f(x) com x tendendo a a pela
direita € igual ao seu limite tendendo a a pela esquerda”.

EXEMPLO 1.19

A funcéo f(x) =+9—-x* , cujo gréfico € um semicirculo de raio 3 com centro em (0,0), tem

dominio dado por ]-3, 3]. Veja sua representacéo grafica na figura 1.15.
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Note que a funcéo f(x) assume valores cada vez mais préximos de zero quando x — 37,
mas ndo esté definida para valores maiores que 3. Portanto, ndo existe o limite dessa funcao
para x — 3, ou seja, a funcao néo possui limite bilateral em x = 3.

Da mesma forma, a funcéo f(x) assume valores cada vez mais préximos de zero quando
x — 3* mas ndo esta definida para valores menores que -3 . Portanto, também nZo existe
o limite dessa fungéo para x — -3, ou seja, a fungdo ndo possui limite bilateral em x =-3.

Os limites laterais gozam de todas as propriedades apresentadas na secéo 1.2 (Proprie-
dades 1-7).

1.5 Limites envolvendo infinito

Em alguns momentos, podemos estar interessados em conhecer o comporta-
mento de uma funcéo f(x) quando x — + < (ou, simplesmente, x — =, que sig-
nifica que x cresce indefinidamente) ou quando x — - % (x decresce indefini-
damente). Dizemos que sdo casos de limites envolvendo o infinito. Vamos ver
alguns exemplos em que isso acontece.

EXEMPLO 1.20

1
Considere a fungéo f(x) = — do exemplo 1.4. J4 vimos como ela comporta-se a medida
que x tende a zero. Agora, no entanto, estaremos interessados no seu comportamento a

medida que x cresce ou decresce indefinidamente (x — + ).
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N&o ¢ dificil perceber que se tomarmos valores cada vez maiores para x (x — + @) a
expressao l assumird valores cada vez mais préximos de zero (mas, nunca zero). Entéo
X
podemos escrever

liml:O

X4 x

No caso de x decrescer de forma indefinida, o valor da expressao l tenderd também a

X
zero. Escrevemos, nesse caso,

liml:O

x—>—0 X

Y EXEMPLO1.21

3
+x-=7
A funcdo racional f(x)— LY

=————— tem expressbes polinomiais de mesmo grau,
3% —x* +1

tanto no numerador como no denominador. Se quisermos determinar seu limite quando x
tende ao infinito, por exemplo, podemos, inicialmente, dividir tanto o numerador como o de-
nominador por x3, que € a varidvel independente da fungéo elevada ao maior grau dos poliné-
mios que compdem tal funcéo. Isso nos permitira avaliar de forma mais clara para qual valor
a fungéo tende. Veja a seguir o processo de célculo desse tipo de limite.

X Hx—7 ] (x3+x—7)/x3

lim = lim
x»+oo3x3_xz+l X—>+0 (3x3_x2+1)/x3

Se desejarmos calcular o limite da fungéo f(x) para x — —e, chegaremos ao mesmo

resultado, pois as expressbes —, — e — também tendem a zero quando x decresce
X x x
indefinidamente.
. ' ~ (e ~ X rx-7
Veja, na figura 1.16, a representagéo grafica da fungéo f(x) = ﬁ
X —x"+
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Figura 1.16

8% EXEMPLO1.22

2
Na fungéo racional g(x):%, o grau do numerador € maior que o do denomi-
X —

nador. Nesse caso, para calcular seu limite com x tendendo a +», divida ambos por x elevado

ao menor grau. Para ilustrar, vamos calcular lim g(x). Veja.
X—>—0

5x P —x+2 i (5x2 —x+2)/x

lim m
vo-o Dx—] e (2x-1)/x
5x—l+E
= lim X
X—>—0 2_1
X

Na expresséo acima, o numerador tende a —e e o denominador, a 2. Entao,

. 5xT—x+2
1]m _—=
xoe 2x—1
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L% EXEMPLO1.23

Considere o limite

. 4-3x7
lim 3
oo T4 x

Nesse caso, a expressao do denominador tem grau maior que o do numerador. Para

resolvé-lo, comece dividindo ambas expressdes por x elevado ao maior grau. Vejamos.

4-30 (4-3x°) /%

lim =lim
X—®© 7+x3 X—®© (7+x3)/x3
4 3
-
=lim X%
X—0 l+1
x3
_0—0
0+1
=0

As propriedades 1 a 7 apresentadas na secéo 1.2 também sdo aplicaveis quando x ten-
de a e ou a —. Vamos ver, no exemplo 1.24, como calcular alguns limites utilizando totais

propriedades.

8% EXEMPLO 1.24

xX—0 x—>00 x—00 x2

a) 1im[3—i2j:nm3—1imi:3—0=3
X

b) lim(S l+4]:lim5~lim /l+4:5-\/0+4=5-2=10
X—>—00 X X—>—0 X—>—0 X
142 lim 1+i2 lim1+ lim iz
. x2 X0 X X—»0 x—o\ x 1+0 1
c) lim 5= 3 = 3 :2 0:5
a2 lim(Z—] lim2—lim() -
X x>0 X X—>0 x>0\ x
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1.6 Assintotas verticais e horizontais

Ha diversas situacdes em que, ao determinarmos o limite de uma funcéo f(x)
paraxtendendo a um certo valor a, concluiremos que a funcéo tende ao infinito
(+00 ou —<°). Isso quer dizer que & medida que x se aproxima de a, a funcéo f(x)
cresce indefinidamente (tende a +) ou decresce indefinidamente (tende a —«).

Novamente, tomaremos a funcdo f ( x) = 1 do exemplo 1.4 para ilustrar
X

alguns conceitos e procedimentos. Jd vimos que

o1 o1
Iim—=0 ¢ lim—=0
X—>0 x X—>—00 x
Entdo, podemos afirmar que a retay = 0 é uma assintota hi)rizontal do grd-
fico de f(x). Na figura 1.17, temos o grafico da funcéo f (x =— com sua assin-
X
tota horizontal.

Pela andlise da figura 1.17 é possivel notar que a distdncia entre o grafico
da funcéo f(x) e uma reta fixa (que, nesse caso, € o eixo x) aproxima-se de zero
a medida que a curva (grafico da funcio) afasta-se da origem. Podemos, entdo,
dizer que essa curva se aproxima assintoticamente da reta e esta ¢ denominada
assintota do grafico.
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1
Agora, vamos analisar o comportamenti) da funcio f (x)=— quando
X

x aproxima-se de zero. Lembre-se que lin(}— nido existe, pois, seus limites
=0 x

Lo 1 1 .
laterais lim — e lim — sdo diferentes. Vimos que
x=>0" x x=0" X

.1 .1
lim—=0 e lim—=-w
x>0 x =07 x
e, analisando o grafico dessa funcio, pode-se perceber que a reta x = 0 (eixo

y) é sua assintota vertical. A sua representacio estd na figura 1.18.

y
4

+ aretay=a ¢ uma assintota horizontal do gréfico da funcio f(x) se ocorrer

lim f(x)=a ou lim f(x)=a

+ aretax=b é uma assintota vertical do grafico da funcio f(x) se ocorrer

lim f(x)=40 ou lim f(x)==w
x—ob* x—b"

Vamos ver alguns exemplos de como determinar (se elas existirem), as as-
sintotas de uma funcéo.

CAPITULO 1 m 4.3



8 EXEMPLO1.25

~ 2x+6 . . . -
A funcao h(x): possui duas assintotas. Vamos calcular os limites necessérios

x+1

para determind-las, ou seja, determinar o comportamento da fun¢éo quando x — + % e quan-
do x — -1, que é o valor que torna o seu denominador igual a zero. Como néo podemos
efetuar a substituicdo de x por —1 na fungéo como ela estd escrita, vamos reescrevé-la de
outra forma. Nesse caso, se dividirmos o numerador pelo denominador, conseguimos obter

uma expresséo algébrica equivalente. Vejamos.
2x+6 | x+ 1
—2x -2 2
4
Como adivisdo de 2x + 6 por x + 1 resultou em 2 com resto igual a 4, podemos escrever:

X+6=2x+1)+4

Sendo assim, a fungéo h(x) pode ser reescrita na forma:

h(x)=2(x+1)+4
x+1
h(x)zw+i
x+1 x+1
h(x)=2+—1
- x+1

Agora podemos calcular os limites que desejamos.

o lim 20 fim (2+ij= lim 2+ lim (ij:oo

x> x4+ x—>—1* x+1 x—>—1* -1\ x+1
e tim 20 pim (24— )= fim 2+ tim [ )= o
x—>—1 x+1 x—>—1 x+l x—>—1 x—>—1 x+1

Até aqui, podemos concluir que y = —1 é uma assintota horizontal de h(x).

Agora, vamos determinar sua assintota vertical.
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im 258~ gim (24 =2 )= tim 2+ tim [—2- =24 0=2
X——0 X+l X—>—0 x+1 X—>—o0 X—>—00 x+1

¢ lim =1lim
xo0 x4 ] X—0

2x+6 (2+ijzlim2+lim(ij:2+0:2
x+1) oo oo x+1

Areta x = 2 é uma assintota vertical da funcéo h(x).

Veja, na figura 1.19 a representaco da funcéo h(x) e de suas assintotas.

y

Figura 1.19

L% EXEMPLO1.26

Uma fung&o pode ter mais do que uma assintota vertical (ou, também, mais que uma horizon-

tal). Vamos determinar as assintotas da funcéo r(x) =— 9"
X+

Como o seu denominador & igual a x? — 9, entéo, a funcéo r(x) ndo estd definida para

-3 e 3. Note que as retas x = -3 e x =3 sfo0 ambas assintotas verticais da funcéo r(x), pois:

6
« lim =0 = = = lim = = lim =—0
>3 x2 =9 xil}zl X2 =9 * -3 x2—9 =3 x> =9
A assintota horizontal é dada pory = O, pois:
- lim =0 * lim ——=0
xo®0 xy© —0Q x—>-o ¥ _9
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Veja a representacio gréfica da fungéo r(x) e de suas assintotas na figura 1.20.

y

Figura 1.20

% EXEMPLO 1.27

Uma funcéo pode possuir infinitas assintotas. E o caso da fungéo tangente f(x) = tg x. Veja

sua representagéo gréfica na figura 1.21.

Figura 1.21
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1.7 Definicao formal de limite

Apds abordarmos vérios aspectos referentes ao limite de fungdes e sua nocédo
intuitiva, vamos, agora, apresentar a definicdo formal de limite.

Mostrar que o limite da funcéo f(x) € igual ao valor I quando x tende a um
valor especifico X, (x — x ) exige a demonstracdo de que o intervalo entre f(x) e L
pode ser tdo pequeno quanto quisermos se x for tdo suficientemente préximo
de x,. Para uma melhor compreenséo, considere o exemplo a seguir:

EXEMPLO 1.28

Dada a fungéo f(x) = 3x — 2 e considerando que x, = 2, vamos determinar qual deve ser a
distancia entre x e x, = 2 para que y =f(x) fique a uma distancia menor do que 3 em relagéo
a um valor especifico y, = 4.

Para solucionar esse problema, devemos determinar para quais valores de x o médulo

ly—4/<3

Comoy = 3x — 2, entdo a inequacao |y —4| <3 pode ser resolvida da seguinte forma:
ly—4/<3
|(3x—2)-4|<3
[3x—6] <3
-3<3x-6<3

-3+6<3x<3+6
3<3x<9

Se 1 < x < 3, entdo podemos concluir (subtraindo 2 de todos os termos dessa inequa-
¢8o) que
1-2<x-2<3-2
-l<x-2<1
|x—2|<1
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Concluimos, portanto, que com x variando uma unidade em torno de x, = 2, conseguimos

manter y variando 3 unidades em torno de y, = 4.

AY

Figura 1.22

L EXEMPLO1.29

Considerando a funcdo do exemplo 1.28 , vamos, agora, determinar qual dever ser a distancia
entre x e x, =1 para que y = f(x) fique a uma distancia menor do que 2 em relagéo a um valor
especifico y, = 4. Perceba que estamos diminuindo a distancia entre y e y,. Dessa forma,

devemos determinar para quais valores de x o médulo

ly—4/<2

De forma semelhante ao que ocorre no exemplo 1.28, como y = 3x — 2, entdo a inequa-

G&0 |y —4| <2 pode ser resolvida da seguinte forma:

ly—4/<2=|(3xr-2)-4|<2
Px—6]<2=-2<3x-6<2
—2+6<3x<2+6 =>4<3x<8

4 3x 8 4 8
—<—<-=> -<x<—
3 3 3 3 3
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Se %<x<§, entdo podemos concluir (subtraindo 2 de todos os termos dessa
inequagdo) que
i—2<x—2<§—2
3 3
—E<x—2<%
3
2
h—ﬂ<—
3

. . 2 .
Concluimos, portanto, que com x variando = em torno de x, = 2, conseguimos manter
3

y variando 2 unidades em torno de y, = 4. Veja a representacéo na figura 1.23 e compare-a
com a figura 1.22.

De forma geral, considere uma funcio y = f(x) definida no intervalo aberto (a, b)
que contém x . Dizemos que a funcdo f(x) tem limite igual a L com x tendendo
ax,istoé,
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lim f(x)=L

X—>X)

se para todo numero ¢ > 0, existe um d > 0 tal que, para todo x,

0<lx—x,|<8=0<|f(x)-L|<e

Isso equivale a dizer que por menor que seja a distancia 0 entre x e X, (que é
o mesmo que dizer que x tende ax ), sempre existird um valor &, por menor que

seja, que é a distancia entre f(x) e L.

57 CONEXAO

Um software voltado a aplicagdes mateméticos, de grande utilidade e facil utilizagdo pode
ser encontrado no enderego www.geogebra.org . Ele chama-se Geogebra e € extremamente
atil na elaboragéao de graficos e cdlculos matematicos, além de tantos outros recursos. Além
disso, ha diversos sites que contém explicacdes sobre como utilizé-lo. Vale a pena investir um

tempo para descobrir suas funcionalidades.

E2V  EXERCICIO

01. Verifique se as fungdes, cujos graficos s@o apresentados a seguir, séo continuas no

intervalo [1, 4]:

a) b)

Ay=f® 4y =10

b4
1 2 3 4 1 2 3 4
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o)

02.

a)

b)

c)

d)

03.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

Ay:f(x)

yXx

d)

hy =f(x)

A 2o

Verifique se existe o limite L =1im f(x) para cada um dos seguintes casos:

f(x)=3x-1le a=0;

S5+x

f)=2%
X

f=222
X

F09= {cos (x),sex<m

sen(x), se xX>T1m

Calcule os limites:

2x-5
x—2 \/m

x+2

lim

—lea=

-le (120;

ea=rw;
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h) limxﬁo
X
x*=2x
lim
i) e 35
S lim ' =x+3
) X2
3 —
k) lim, 2x2 -
’ x° =9

04. Dada a funcéo f(x) = —x2 + x + 6,

a) esboce seu grafico;

b) calcule sua taxa média de variagdo para x variando de 1 a 3;

c) desenhe a reta secante ao seu gréfico, passando pelos pontos de abscissas 1 e 3;
d) calcule sua taxa média de variagdo para x variando de 1 a 2;

e) desenhe a reta secante ao seu gréfico, passando pelos pontos de abscissas 1 e 2;

f)  determine o coeficiente da reta tangente ao seu gréfico no ponto (1,6).

05. Um objeto é largado do topo de um prédio de 50 metros de altura. A altura h (em metros)
do objeto t segundos apés o inicio da queda é dada por h = 50 — 2t2
a) Qual é a velocidade média do objeto considerando os 2 primeiros segundos de queda?

b) Qual sua velocidade em t =2 segundos?

06. Calcule o coeficiente angular da reta tangente a curva y = f(x) no ponto (a, b) para os
seguintes casos:

a) fx)=3x+1,a=-2eb=-b;

b) f(x) =2sen(x),a=n/6eb=0,5;

c) fx)=x3-x2,a=1eb=0;

d  f(x)=vx+3,a=1eb=2

2

k)

07. Aequacéo de queda livre na superficie terrestre é d = ,em que d é a distancia (em
metros) percorrida pelo corpo em queda e t é o tempo (em segundos) de queda. Considere
um objeto largado do alto de um penhasco de 100 m de altura. Determine sua velocidade

no instante t = bs.
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08. A drea do circulo de raio r é dada por A = w r% Qual € a taxa de variagdo da drea A em

relagdo ao raio r quando este é igual a 2 m?

09. Determine, quando existirem, as assintotas dos gréficos das fungdes seguintes:

a) f(x): 2

b) g(x)=secx

1+x

c) s(t):l+

d) V(P)=%

e) f(x) =logx

10. Verifique se f(x) é continua em x = ¢

a) f(x):\/x3—2x+3 cc=-1

b) f(x)= al c=0

x+2’

c) ) =log (2 +x); c=-2
d f)=Inhx%c=2

e) f(x) =sen?(nx);c =0

11. Determine para quais valores cada uma das fungdes seguintes sédo continuas:

a) f(x) =log x
2x+4
b) f(x): x+2
2x+4
9 J0=5
2
9 f(x)_x2—5x+6
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Derivadas



2.1 Conceituacao de Derivadas

No Capitulo 1, foram apresentados alguns exemplos de aplicacdes envolven-
do funcdes em que pudemos determinar suas taxas de variacdo, tanto médias
como instantaneas. Conhecer a taxa de variacdo instantanea de uma funcio,
para os pontos que desejarmos, ¢ algo extremamente importante na determi-
nacéo de seu comportamento. Considere, por exemplo, uma funcéo f(x) que re-
laciona a demanda f de um produto com seu preco x. Geralmente, aumentando
0 seu preco, observamos a queda da demanda. Mas, e se necessitarmos de mais
detalhes de seu comportamento? Qual serd sua taxa de variacdo (nesse caso,
de decréscimo) para cada real ou centavo aumentado no preco, por exemplo?
Serd que essa taxa € constante, isto €, a variacdo da demanda é proporcional a
variacdo do preco? Em muitos casos, ndo. Um aumento de 1 real no preco, por
exemplo, quando o produto passa de 10 para 11 reais, pode afetar a demanda
de forma diferente do que quando ha um aumento de 20 para 21 reais.

Uma outra situacdo em que aplicamos o cdlculo de taxas de variacdo é quando
queremos determinar a velocidade de um movel. Velocidade é a taxa de variacdo
da posicdo do movel em relacdo ao tempo, isto é, é a razdo entre o deslocamento
desse mdvel e o intervalo de tempo que ele levou para realizar tal deslocamen-
to. Se dispomos de uma func¢éo que relaciona a posicdo desse movel em relacdo
ao tempo, entdo, podemos, com relativa facilidade, determinar a sua velocida-
de média para o intervalo de tempo que desejarmos. E mais que isso, podemos
também, determinar avelocidade desse mdvel em qualquer instante, ou seja, sua
velocidade instantanea em qualquer ponto de sua trajetdria. Para isso, ja utiliza-
mos o conceito de limite e, neste capitulo, utilizaremos o de derivada, que é um
tipo especifico de limite. A vantagem, agora, € que serdo apresentados novos pro-
cedimentos que tornardo os calculos muito mais diretos e simples.

O conceito de derivada foi introduzido nos séculos XVII e XVIII através de
problemas relacionados justamente ao estudo do movimento. Aos poucos,
tais ideias foram sendo incorporadas por outras dreas do conhecimento. Para
compreender melhor tal conceito é necessdrio o estudo dos limites de funcdes
(como ja fizemos no Capitulo 1). A derivada de uma funcio €, na verdade, o li-
mite da taxa de variacdo média dessa funcdo em relacdo a sua variavel indepen-
dente x. Mas o que isso significa? Para uma melhor compreensdo do assunto,
vamos iniciar esse estudo a partir de um exemplo que envolve exatamento o
estudo do movimento de um objeto.
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No capitulo anterior, no exemplo 1.6, estudamos alguns aspectos do mo-
vimento de uma particula a partir da funcdo que relaciona sua posicdo com o
tempo de percurso. Vocé deve se lembrar do esforco para se determinar a velo-
cidade dessa particula no instante especifico t =1s. Vamos retomar esse exem-
plo, mas, agora, objetivando a aplicacdo do conceito de derivada.

EXEMPLO 2.1

A particula do exemplo 1.6 tem movimento que segue a fungéo horéria s(t) = —t? + 6t, com
s em metros e t em segundos. Ja calculamos a velocidade média dessa particula para dois
intervalos de tempo: de 1 a 3 e de 1 a 2 segundos. Em seguida, calculamos o limite da ve-
locidade média com fazendo com que o intervalo de tempo At tendesse a zero, a partir do
instante t =1s.

Vamos relembrar, através do grafico da figura 2.1, como pudemos concluir que a veloci-
dade no instante t =1s é igual a velocidade média num intervalo de tempo cada vez menor,
ou seja, que diminui indefinidamente. Consideremos, inicialmente, o célculo da velocidade
média entre os instantes 1 e 3s. O resultado obtido foi igual ao coeficiente angular da reta
que corta o grafico nos pontos A e B1. Depois, diminuimos o intervalo: consideramos a va-
riagdo de tempo de 1 a 2s. E o resultado obtido foi igual ao coeficiente angular da reta que
intercepta o gréfico da fungéo s(t) nos pontos A e B,. Se continuarmos diminuindo dessa
forma os intervalos considerados, cada vez mais nos aproximaremos do valor da velocidade

da particula no instante t =1s..

Posicao (s) B,

“NWrOoOIO J0 O

\ tempo (1)
2 3 4 5 6

i
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A velocidade no instante t =1s,, foi obtida através do célculo do limite

. As
lim —
A—0 At

em que At é a variacdo do tempo (a partir de t =1s.) e As é o deslocamento (variagéo da
posi¢do) nesse intervalo. O resultado obtido foiv (1) = 4 m/s.

Esse processo exigiu um procedimento algébrico ndo tao elementar. Isso sé para deter-
minar a velocidade da particula nesse instante especifico. Caso desejdssemos determinar
sua velocidade em outros instantes, terfamos que (a cada instante considerado) realizar todo
o0 processo algébrico novamente.

No entanto, é possivel determinar uma nova fungéo, a partir da funcéo original s(t), que
fornece a variagdo instantanea da particula em qualquer instante do percurso. Por enquanto,
a obtencéo dessa nova funcao sera feita através do célculo de limite, mas, na préxima secgao,
veremos algumas regras que facilitardo (e muito!) esse processo.

Vamos considerar um instante especifico a em que queremos determinar a velocidade
da particula. A velocidade instantanea em a serd obtida através do célculo da velocidade
média em um intervalo de tempo h = t — a, fazendo h tender a zero (h — 0). A notacéo que
estamos utilizando a partir de agora visa simplificar as expressdes algébricas com as quais
trabalharemos.

Daigualdade h = t — a, podemos obter
t=a+h 2.1)
A posicao do moével no instante a € dada por
s(@) = —a? + 6a (2.9)

Num instante genérico t, a posicdo do mével serd expressa considerando as férmulas
(2.1) e (2.2), da seguinte forma:

si) =s(a+h)
s) =s@+ h)? + 6@+ h)
s(t) = s(a2 + 2ah + h?) + 6a + 6h
s(t) = —a® —2ah — h? +6a + 6h (2.3)
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A velocidade no instante a, expressa por v (), serd obtida através do limite da taxa de
variagdo da posigéo no intervalo de duracéo h, com h — 0, como apresentado a seguir:
.S (l) -5 (a)
v(a)=lim == 2.4)
Substituindo as expressdes (2.2) e (2.3) em (2.4), chegamos & expresséo que fornece a

velocidade no instante a (ou velocidade instantanea em a). Veja:

—a*=2ah—h* +6a+6h —[—az + 6a:|

v(a):}glg p

. —a*=2ah—-W +6a+6h+a’ —6a
v(a) =lim

h—0 h

2

v (a) lim —2ah—h”+6h

h—>0 h
v(a):limh(_z_h+6)

h—0 h
v(a):£i£13(—2—h+6) (25)
v(a)=-2a+6

Os cdlculos realizados no exemplo 1.6 sdo semelhantes ao que acabamos
de ver. A diferenca é que agora estamos considerando um instante a qualquer e
néo um valor conhecido, como fizemos no capitulo anterior. Na expressdo em
2.5 podemos atribuir a a, o valor que desejarmos. Desse forma, podemos rees-

crever tal expressdo colocando t no lugar de @, como a seguir:
v(t)=-2t+6 (2.6)

Essa expressdo ¢ denominada derivada da funcdo s(t).

Agora, podemos determinar a velocidade da particula no instante que qui-
sermos. Basta, para isso, substituir t na expressio (2.6) pelo valor desejado.
Vamos, como exemplo, determinar a velocidade dessa particula nos instantes
t=1,t=2,t=2,5t=3 e t=4s.

e v(1)=2-1+6=4m/s;

e v(2)=-2:-2+6=2m/s
e v(2,5)=-2-2,5+6=1m/s
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« v(3)=-2-3+6=0;
e v(4)=-2:4+6=-2m/s

Cada um dos valores obtidos acima ¢ igual ao coeficiente angular da reta
tangente a curva s(t) nos seus respectivos pontos. Compare os resultados ob-
tidos com o comportamento do gréfico da funcéo s(t) apresentado na figura
2.1. Dentre os valores considerados nos cdlculos acima, as velocidades nos ins-
tantes t =1, t = 2 e t = 2,55 sdo todas positivas, o que significa que o desloca-
mento da particula esta ocorrendo no sentido positivo da trajetdria. E perceba
que avelocidade estd diminuindo a medida que vai se aproximando do instante
t = 3s. Neste instante, especificamente, a velocidade é nula (a particula para). Ja
no instante t = 4s, a velocidade € negativa, o que indica que a particula, agora,
estd no sentido contrario do inicio de sua trajetdria. Quer dizer que no instante
t = 3s ha uma mudanca de sentido. Repare, também, que nos instantes t =2 e
t =4s, a particula desenvolve a mesma velocidade, mas o deslocamento ocorre
em sentidos contrarios.

A definicdo formal de derivada pode ser feita de maneira semelhante ao
processo que utilizamos no exemplo 2.1. Porém, vamos considerar uma funcdo

genérica f(x) e um ponto qualquer x de seu dominio.

Definicao de Derivada

A derivada f'(x) da funcéo f(x) é definida por

f(x+h)-f(x) (2.7)
h

sempre que esse limite existe.

f'(x): lim, ,,

Existem outras formas de simbolizar a derivada de uma funcio f(x), além de
f'(x) (I&-se: “f linha”), tais como D f ou Df/Dx. Essas nota¢des sdo mais utiliza-
das quando trabalhamos com funcdes que sdo expressas a partir de mais que
uma varidvel independente. Utilizaremos com mais frequéncia a notacéo f '(x)
para designar a derivada de uma funcao f(x), ou, simplesmente, f .

Diversas sdo as aplicacdes das derivadas. Ela pode ser utilizada, como
no exemplo 2.1, para determinar taxas de variacdes instantineas (como a
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velocidade instantdnea), para obter mdximos e minimos de funcdes, para de-
talhar o comportamento de funcdes, e muito mais. No capitulo 3, veremos al-
gumas das principais aplicacdes da derivada. Mas, antes, veremos algumas re-
gras, denominadas regras de derivacdo, que facilitardo a obtencéo da derivada
de uma funcéo. A utilizacfo dessas regras nos permitird obter a derivada sem

ter que calcular nenhum tipo de funcio. E o que veremos na préxima secio.

2.2 Regras bésicas de derivacao

A derivada de uma funcio f(x) é definida como o limite da taxa de variacdo de
f em relacdo a x para intervalos infinitesimalmente pequenos de x. Obter a de-
rivada através do calculo de limites nem sempre é tarefa facil. Dependendo da
expressdo que define tal funcdo, o cdlculo desse tipo de limite pode se trans-
formar em uma tarefa ardua e penosa. No entanto, nesta se¢fo, veremos como
obter derivadas de funcoes de diversos tipos sem ter que calcular limites. O pro-
cesso de obtencdo das derivadas sera realizado através da aplicacdes de algu-
mas regras (férmulas).

N&o nos preocuparemos em demonstrar como tais regras foram obtidas,
pois, isso demandaria muito tempo e desviaria nosso foco que € o de fazer com
que vocé compreenda o que € uma derivada, para que serve, como e quando
utilizd-la. Apenas um exemplo inicial com uma funcéo polinomial sera apre-

sentado para dar uma ideia de como tais regras sdo validas.

EXEMPLO 2.2

Considere a funcéo f(x) =x2 +bx + 3. Vamos obter sua derivada, utilizando a defincéo (2.7):

f(x+h)—f(x)

' =1
f(x) m, _,, h

Como f(x) =x? +5x + 3, podemos escrever:

f(x +h)=(x + h)2=5(x+ h) + 3=x2+2xh + h2-bBx - bh + 3
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Dal, substituindo a expresséo obtida para f(x + h) no limite que define a derivada f '(x),

temos:

£(x)=1tim, ,, S(x+h)-f(x)

h
\ . x*+2xh+ b =5x+5h+3—(x" =5x+3)
1(x)=lim, .
£'(x)=lim,_, XX +2xh+ kW’ —5x25h+3—x2 +5x-3
/(%) =lim, _, W
f'(x)=lim, h(2x;h—5)

S'(x)=lim,_,(2x+h=5)
f'(x) =2x-5

Comparando a funcéo original f(x) com a sua derivada f '(x), note que no lugar do termo
“x?" de f(x), aparece o termo “2x " em sua derivada. No processo de derivagéo, o nimero que
aparecia como expoente da varidvel “x", agora multiplica esse termo. E em seu lugar, no expo-
ente, o valor agora é igual a 1 (uma unidade a menos que antes). Isso sempre vai acontecer
com expressdes da forma “x™: suas derivadas serdo dadas por “nx"~"".

Além disso, a derivacéo do termo “~5x” resultou em “~5”". Sempre que a varidvel “x” (ele-
vada a 1) estiver sendo multiplicada por uma constante qualquer, sua derivada serd igual a
essa constante (nfo aparece mais a varidvel x). De forma geral, a derivada de “cx”, em que ¢
€ uma constante, € igual a “c”.

E o que aconteceu com a constante “3” da fungéo f(x)? Ela simplesmente ndo aparece
na derivada f '(x). E que a derivada de uma constante é sempre igual a zero. Se a derivada
indica a taxa de variag&o, entdo quando nédo hé variacdo (pois estamos nos referindo a um
valor constante), a taxa de variagio é nula, isto €, a derivada & igual a zero.

Vamos, entéo, conhecer as regras que nos permitirdo derivar diversos tipos de funcdes.

Regra 1: Derivada da Fungé@o y = k
Seja uma funcao do tipo y = k, em que k € uma constante, entdo a sua derivada é:
y =0
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Como a derivada de uma funcao representa a sua taxa de variagao, entéo, se a fungéo

ndo varia (& constante), sua derivada deve ser igual a zero.

Y EXEMPLO 2.3

As derivadas das fungdes seguintes sao todas iguais a zero, pois todas elas séo constantes:

d fx)=56=f'(x)=o0;
e) y=-002=y'=0;
f)  st)=1/100 = s'(t) = O;
g9 f=t=fKx-=o0

Note que no item (d), a funcéo findica que a varidvel independente € x e ndo t. Portanto,

o termo % é considerado constante. Por esse motivo a derivada de f(x) & igual a zero.

Regra 2: Derivada da Fungao y = x"
Seja uma fungao do tipo y = x", entdo a sua derivada é:
y=n-x""'n€R

A fungéo derivada y' acima ndo pode ser calculada quando se temx =0en = 0.

Outras formas de representar a regra 2 sdo:

xN)'=n-x"-1

D' =n-x"!

8 EXEMPLO 2.4

Vamos determinar a derivada de cada uma das fungdes seguintes:

a) f(x)=x*

Tomando n = 4, naregra 1, temos:

f)=4-x"=1(x) =4
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b) f(x) = x'

Nesse caso, consideramos n = 1. Dal, temos:

F)=1-x"T=2fX=x"=f(Kx =1
9 gl

1
A expressdo — nao tem, aparentemente, a forma x", mas podemos escrevé-la como x™.
X

Dal, portanto, sua derivada sera dada por:

g)=-4-x*"1=1f(x)=-4x°
Esse resultado também pode ser escrito na forma:

L 4
g'(x)=—=

d) h(x): Ux®

Antes de realizarmos a derivacao, vamos utilizar uma das propriedades das poténcias e
reescrever a fungdo na forma:

h(x) =x6
Assim, a sua derivada seré dada por:
_1
5. 5.6 6
h(x) =220 = h(x)=2x0 0 = h(x)= 2

Y CONEXAO

No link: http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/handle/mec/11411, vocé encontrara um inte-

ressante aplicativo (disponivel gratuitamente para download), denominado “funcién derivada’ que
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mostra o conceito de taxa de variagdo média e sua interpretaco geométrica, de taxa de variagéo
instantanea, a funcéo derivada e a derivada de fungéo composta. Também apresenta exemplos e

exercicios que poderdo auxiliar sua aprendizagem. O texto é apresentado em espanhol.

Regra 3: Derivada da Funcéo y = f(x) £ g(x)
Seja uma funcéo do tipo y = f(x) + g(x), entdo a sua derivada é:

y' =f(+g X

Aregra 3 nos indica que a derivada de uma soma ou subtracéo de fungdes é igual a soma
ou subtrago, respectivamente, de suas derivadas. Isso nos permite, numa fungdo em que os

termos aparecem na forma de adicao e/ou subtragéo, derivar cada termo separadamente.

EXEMPLO 2.5

Vamos derlivar as fungdes seguintes:
a) y=—+x
X
A . 1 .
A funcéo y é obtida a partir da soma dos termos — e x2 Portanto, pela regra 3, sua deri-

X
vada y' € indica pela soma das derivadas desses dois termos:

b) fX)=x3+x2-x+7

Como a fungéo f(x) é expressa por uma soma algébrica, entdo, para determinar sua
derivada, podemos derivar separadamente cada um dos termos que a constituem. Nesse
exemplo, utilizaremos também as regras 1 e 2 para derivar o termo constante 7 e o termo da

forma x", respectivamente. Veja:

00 = ()" + () = (0" + (7)
() =3x3""+2x2-"=1x'"""+ 0
fi(x) = 3x2+ 2x — 1
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Regra 4: Derivada da Funcéo y = k - f(x)
Seja uma fungao do tipo y = k - f(x, em que k é uma constante, entéo a sua derivada é:
y' =k f(x)

EXEMPLO 2.6

Vamos determinar as derivadas das fungdes seguintes aplicando as regras adequadas.

a) f'(x)=bx3
Aplicando as regras 1 e 4, temos:

e f(x)=5-3x3"T=f(x) = 16x2
X —x"+5

b)  f(x)

Essa funcéo pode ser também escrita na forma:
f(x) = l(Zx3 —x’ +5)
7
Dessa forma, é possivel aplicar a regra 4 (além de outras) para derivé-la.
f'(x) = l(2x3 —x’ +5)'
7
1
(x)==(2-3x" -2x"" +0
(x)==( )

f'(x) = %(6}3 - 2x)

Esse resultado também pode ser escrito na forma:

, 6x* —2x
f(x) ===
7
E possivel deduzir que, quando a fungéo & constituida por uma fracéo cujo denominador
é uma constante, podemos deriva-la apenas determinando a derivada do numerador e man-

tendo o denominador.
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Quando uma fungao é representada por uma constante k multiplicada por outra fungéo
ou por outra fungéo dividada pela constante, entdo, para derivé-la, precisamos apenas
trabalhar com a parte funcional (parte que apresenta a varidvel independente x), man-
tendo a constante da forma como se apresenta na fungéo original, antes de comecar

0 processo de derivag&o.

Regra 5: Derivada da Funcéo y = f(x) - g(x)
Seja uma funcéo do tipo y = f(x) - g(x). Entéo a sua derivada é:
y' =) g + g'(x) - f'(x)

EXEMPLO 2.7

Vamos calcular a derivadas das funcdes seguintes que tém a forma de produto de funcdes.
Utilizaremos, num primeiro passo, a regra 5. Em seguida, utilizaremos as regras que forem

necessdrias para finalizar o processo de derivagéo.

a) y=0(x-5x)(3Bx+1)

Note que a fungéo y pode ser escrita na forma y = f(x) - g(x), em que f(x) =x? - 5x e g(x)
= 3x + 1. Dessa forma, para determinarmos a derivada y', precisamos obter f'(x) e g'(x) e, dai,
utilizar a regra b.

Considere as derivadas:

f(x) =2x -5
g(x) =3

Utilizando a regra b, temos:

y' =) - g + g'(x) - ()
y'=(2x-5)-(Bx+ 1)+ 3-(2x-5)
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A expressdo acima ja apresenta a derivada da fungéo y, mas podemos simplificar a ex-
pressdo que a define aplicando a propriedade distributiva nos dois produtos e agrupando os
termos semelhantes. Veja:

y'=(2x-5)-(B8x+ 1)+ 3:(2x-5)
y' =6x? + 2x = 16x =5 +6x — 15
y' = 6x2—7x—20

Diversas fungdes, que sédo escritas na forma de produto de duas outras fungdes, podem
ser derivadas, como vimos, utilizando a regra 5, mas ha como derivé-las de outra forma (sem
utilizar essa regra). Basta, para isso, desenvolver algebricamente a expresséo que define a
fungéo e escrevé-la na forma apenas de uma soma algébrica. Veja, no item (b) do exemplo

2.7, as duas formas de derivagéo (utilizando ou néo a regra b).

b) h(x) =03+ 1)(2-x)
Primeiro, vamos derivar a funcéo h(x) utilizando a regra 5. Para isso, tomemos f(x) = x® + 1
e g(x) = x? - x. Suas derivadas sdo, respectivamente, f'(x) = 3x? e g'(x) = 2x — 2. Portanto,

derivando e simplificando a expresséo resultante, temos:

h'() = f(x) - g + g'(x) - F(x)
h'()=3x2-(x2=x)+ 2x=1)- 3+ 1)
h'(x) = 3x* = 3x3+ 2x* + 2x — x3 - 1

h'(x) = bx* — 4x3 + 2x — 1

Se, antes de aplicarmos as regras de derivagdo, nés desenvolvermos algebricamente
a expresséo que define h(x), serd possivel a obtencdo da sua derivada sem a aplicagéo da
regra b.

Aplicando a propriedade distributiva, podemos escrever h(x) da seguinte forma:
h(x) = x> = x* + x2 = x
Dessa forma, através da aplicacéo das regras 2, 3 e 4, podemos determinar sua derivada,

que é:
h'(x) = bx* — 4x3 + 2x — 1
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CONEXAQ

No enderego http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/handle/mec/6091, vocé ird encontrar
um interessante aplicativo que apresenta a aplicagéo da “regra do produto” (the product rule)
para a obtengdo de derivadas de alguns exemplos especificos de fungdes. Vocé mesmo
insere a fungdo produto que deseja derivar (a partir de algumas funcdes ja predefinidas)
e o programa fornece o resultado da derivada, bem como apresenta uma representagéo
grafica da fungéo produto e de sua derivada. Para poder utiliza-lo serd necessario o plug in

Mathematica Player que estd disponivel para download na mesma pagina.

. At
Regra 6: Derivada da Funcao 7 =
g(x)
. ) _ o
Seja uma funcéo do tipo ¥ = 2 x) ,em que g(x) # 0, entdo a sua derivada é:

_L(x)g(x)-g'(x)-f(x)
[2(x)]

y

EXEMPLO 2.8

Neste exemplo, veremos como aplicar a regra 6 (além das demais que serdo também neces-

sérias) para derivar fungdes que sdo escritas na forma de quociente.

, x*—3x
D =5

A express@o "x? — 3x", que estd no numerador da fracéo, serd denotada por f(x), enquan-
to a expressdo"2x + 1" do denominador denotaremos por g(x). Sendo assim, suas derivadas

s&o, respectivamente:

f(x) =2x-3
g(x =2
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Dessa forma, a derivada t'(x) podera ser obtida como mostrado a seguir.

()~ L )£ ()-8 () =/ (2
[s()]

(2x—3)~(2x+1)—2(x2 —3x)

t’(x) =

(2x+ 1)2
Simplificando a expressao, temos:
2 — —
()=
(2x+1)
7
DA A v

Neste item, queremos derivar a funcéo indicada por f(x), que é a mesma representacéo da
expressdo que compde o numerador da funcdo cuja derivada é dada pela regra 6. Isso ndo é pro-
blema, pois podemos representar essa regra utilizando outras letras (simbolos). Aqui, para evitar

algum tipo de confusdo com a notagéo, vamos considerar a regra 6 escrita da seguinte forma:

,_u'v=v'u
y 2
em que a funcao y é dada por
u
y==
v

Vamos, entdo, considerar para a fungo f(x),
u="1
v=-x3+2x-4

As derivadas de u e v sao, respectivamente:
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A derivada f'(x) poderd, portanto, ser calculada da seguinte forma, a partir da aplicacéo

da regra 6:
oy u'v=v'u
f(x)— V2
£(0) 0-(=x" +2x—4)=(-3x*+2)-7
X)=
(—x3+2x—4)

()= ~7(-3%" +2)

' (—x +2x—4)

CONEXAO

No enderego http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/handle/mec/6090, vocé ird encontrar
um interessante aplicativo que apresenta a aplicagdo da “regra do quociente” (“the quotiente
rule”) para a obtencéo de derivadas de alguns exemplos especificos de fungdes. Vocé mes-
mo insere a fun¢do quociente que deseja derivar (a partir de algumas funcdes j& predefini-
das) e o programa fornece o resultado da derivada, bem como apresenta uma representacédo
grafica da fungéo quociente e de sua derivada. Para poder utiliza-lo sera necessario o plug in

“Mathematica Player” que esté disponivel para download na mesma pdgina.

2.3 Derivadas de Funcdes Trigonométricas

As funcdes trigonométricas seno (sen), cosseno (cos), tangente (tg), cossecante
(csc), secante (sec) e cotangente (cotg) terdo suas derivadas apresentadas nesta
secdo. As ultimas quatro fun¢ées podem ser todas escritas a partir das duas pri-

meiras, como mostrado a seguir:

sen x
- tgx= s csCx =
COS X sen x
1
¢« SECX = . cotgx:—
COS X tgx
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Sendo assim, podemos também determinar as derivadas das func¢des tan-
gente, cossecante, secante e cotangente a partir das derivadas do seno e do cos-
seno, aplicando a regra 6 de derivacdo (regra do quociente).

No entanto, vamos, primeiro, apresentar (e demonstrar) as regras das deri-
vadas do seno e do cosseno.

A derivada da funcdo y = sen x ¢ dada por

d
—(sen x) = cos
— (senx) X

Podemos demonstrar a regra da derivada do seno aplicando, inicialmente
a definicéo através de limite. Para a funcdo y = sen x, temos a derivada dada
por:

dy i S0 (x+h)—senx
dx o0 h

Como sen (x+ /) =sen x-cos A+ cosx-sen /, entdo podemos continuar o
cdlculo da derivada acima como se segue:

dy lim (sen x-cos h+cosx-sen i) —sen x
dx 0 h
. senx-(—1+cos h)+cosx-sen A
=lim
h—0 h
. senx-(—l+cosh) .. cosx-senh
=lim +lim
h—0 h h—>0

Como nos limites acima o incremento (valor que tende a zero) € a varidvel h,
entdo podemos reescrevé-los da forma como apresentada a seguir:
dy (=1+cos h) N sen h

— =senx-lim cos x-lim
dx h—0 h -0 h

=senx-0+cosx-1

=COSXx

72 m CAPITULO 2



A derivada da funcdo y = cos x é dada por

d
—(cos x) =—sen
2 (005%) X

Vamos, também, demonstrar a regra da derivada do cosseno aplicando a de-
finicdo através de limite. Para a funcdo y = €0S x, temos a derivada dada por:

Q:hmcos (x+h)—cos x

dx o0 h

Como cos (x+h)=cosx-cos h—senx-sen h, entdo podemos continuar o

calculo da derivada acima como se segue:

ﬂ im (cos x-cos h—sen x-sen ) —cos x
dx -0 h
. cosx-(—1+cos h)—senx-senh
=lim
h—0 h
. _cosx-(—l4+cosh) .. senx-senh
=lim —lim
h—0 h h—0

Aqui, da mesma forma que na demonstracéo da regra da derivada do seno,
o incremento é a varidvel h, entdo podemos reescrevé-los da forma como apre-

sentada a seguir:

@:COSx.limw_senx.limw
dx h—0 h -0 )
=cosx-0—senx-1

=—senx
As derivadas das demais func¢des trigonométricas podem ser obtidas a par-
tir de uma dessas duas regras, ou das duas, e da regra da derivada de um quo-

ciente. Vamos apresentar apenas a deducfo da regra da derivada da funcio tan-
gente e as demais deverdo ficar como exercicio.
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Como a tangente de um angulo € a razdo entre o seno e o cosseno desse
angulo, entdo sua derivada pode ser obtida aplicando-se a regra da derivada do

quociente (regra 6 de derivacdo) em tal razdo. Veja a seguir:

:;C(sen X)-COSX— ;;C(cos X)-sen x

cos’ x
COSX-COs X —(— sen x)-sen x

cos’ x
2 2
cos® x+sen’ x
cos’ x
3 1
cos® x

=sec’ x
Podemos, entdo, escrever a regra da derivada da funcéo tangente como a

seguir:

A derivada da funcdo y = tgx é dada por
d 2
—(tgx)=sec™ x
dx( gx)

As derivadas das demais func¢oes trigonométricas sdo apresentadas a seguir:

A derivada da funcdo y = cscx é dada por

d
—(csc x) =—cscx- cotg x
dx
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Derivada da secante

A derivada da funcdo y = sec x é dada por

d
—(secx)=secx- tgx
dx

Derivada da secante

A derivada da funcdo y = cotgx é dada por

K (cotg x) =—csc’ x
dx

Vamos, agora, ver um exemplo de aplicacdo de algumas dessas regras.

5 EXEMPLO 29

Veremos, neste exemplo, como derivar fungdes cujas expressdes contém fungdes trigono-
métricas. No seu desenvolvimento, utilizaremos diferentes notagdes para indicar as deriva-
das, no intuito de familiarizar vocé, leitor, com todas elas. As fungées que serdo derivadas sao:
a) y=senx-cosx

sen x

b) f(0)=

X

c)  f(x)=x"-secx
d) g(x)=tcosx— 3senx+ tgt
A seguir séo apresentados os célculos de suas derivadas.

a) Afuncdo y =senx-cosx estd escrita na forma de um produto. Entdo podemos deriva-
-la utilizando a regra 5 (derivada do produto).
»'=(senx)"cosx+(cosx)" senx
=cosx-cosx+(—senx)- senx

=cos’x— sen’ x
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sen x

b) No caso da funcéo f(x)=

Df:D(mJ

, utilizaremos a regra 6 (derivada do quociente).

x
=D, (senx)-x—D x-senx
=(cosx)-x—1-senx

=XCOSXx—senx

c) Afungio f(x)=x"-secx também tem a forma de produto. Por isso, para deriva-la,

utilizaremos a regra 5 (regra do produto) como apresentado a seguir.

3
iz d(x )~secx+ d(secx) P
dx dx dx
=3x"-secx+secx-tgx-x’

=x"secx(3+x tg x)

d) Paraderivar a fungdo g(x)=tcosx— 3senx+ tg¢, que é formada por uma soma al-
gébrica de termos que contém fungdes trigonométricas, podemos realizar a derivagéo termo
a termo. Note que a funcéo g é expressa em funcéo da variavel x. Portanto, o termo t é con-
siderado uma constante. Isso nos leva a concluir que a derivada da expresséo “tg x" € igual a
zero. Sendo assim, utilizaremos algumas das regras elementares de derivacdo e as derivadas
das fungdes trigonométricas que compdem a funcéo g(x). O desenvolvimento do processo
de derivacao é mostrado a seguir.
g'(x)=(tcosx)'— (3senx)'+ (tg1)'
=t(—senx)—3cosx+0

=—tsenx—3cosx

2.4 Derivadas de Funcdes Trigonométricas
Inversas

Quando dizemos que y =sen x, estamos relacionando os valores de y que
variam no intervalo [-1,1] a valores de x que correspondem as medidas dos ar-
cos de uma circunferéncia. Por exemplo, se considerarmos os valores de x que

variam no intervalo [- 7t/2, /2], que é o dominio desta func¢do, entdo a imagem
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serd o intervalo [-1, 1]. Na verdade, o dominio desta funcido admite qualquer
valor real para x. Apenas estamos restringindo o intervalo para podermos defi-
nir a inversa dessa funcéo. Se considerarmos o dominio como todo o conjunto
real, sua inversa ndo podera ser definida como funcdo. Mas isso nfo € o mais
importante nesse momento.

Entdo, vamos considerar a funcdo y =senx,para-m/2<x<m/2e-1<y<1.
Para determinarmos o valor de y para um certo valor de x, devemos calcular o
seno do arco de medida x. Por exemplo, o seno do arco de medida x = /4 é igual
a Q . Na figura 2.2, vemos a representacdo grafica dessa funcio, com o ponto

2

4 Q em destaque.
4’ 2

/2 /4

Para determinarmos a inversa desta funcdo, devemos relacionar os valores
y que representam medidas dos arcos de circunferéncia do intervalo [~ /2, 7t/2]
comvalores dexno intervalo[-1,1]. Os valores de x sdo os senos dos valores de y.
Quer dizer, entdo, que, agora, os valores de y desta ultima funcéo sdo os valores
de x da funcdo anterior, e vice-versa. Podemos escrever:
X=seny

Se quisermos isolar y, podemos escrever:

y=arc senx=sen>x
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A sua representacio grafica é apresentada na figura 2.3. H4 um destaque
para o ponto de coordenadas ﬁ T |.Este ponto indica que um angulo cujo
274

seno éiguala —— é aquele de medida % radiano.
2

/21

/47

—7m/20 T 7m/20

—1/47

—1t/21

Da mesma forma, as funcoes cosseno, tangente, cossecante, secante e co-
tangente tém suas funcdes inversas que sdo, respectivamente, as funcdes arco
cosseno (arc cos), arco tangente (arc tg), arco cossecante (arc csc), arco secante

(arc sec) e arco cotangente (arc cotg).

EXEMPLO 2.10

Vamos demonstrar a identidade

T
arc sen x +arc cos x = 5

Para x > 0.

Podemos denotar por y o arc sen x e por z 0 arc cos x. Sendo assim, temos:

y=arcsenx = x=seny

Z=arccosx > x=C0Ss z
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Portanto, podemos concluir que:

seny =Cosz

Para x > 0, a igualdade acima é vélida quando a soma das medidas dos arcos y e z é
. #* . A —
igual a 3 (propriedade de angulos complementares). Dessa forma, como y =arc senx e

z =arc cos x, entéo, concluimos que:

T
arc sén x +arc cos x = E

E possivel determinar as derivadas das funcdes trigonométricas inversas a partir das
derivadas das fungdes trigonométricas, mas, para isso, necessitamos da aplicagdo de uma
regra, denominada Regra da Cadeia, que seré apresentada na segéo 2.7. Portanto, deixare-
mos algumas dessas demonstracdes como exercicio (veja o exercicio 1 deste capitulo) na
secdo 2.7. A demonstragdo da férmula da derivada da fungéo arco seno seré apresentada

como exemplo. A seguir elas serdo apenas apresentadas e aplicadas em alguns exemplos.

Nas regras de derivacdo a seguir, considere -1 <x< 1.

i(arc senx)—; i(arc csc x)—_—1
dx 1-x dx |x| Vx? -1
d (arc cos x) ! d ( ) !

s — = + —(arcsec x) = ———
dx 1-x° dx |x| VX' -1
d 1 d -

. —(arctgx)= « —(cot =
dx( gx) 1+x° dx(cogx) 1+x°

Note que os pares de funcdes arco seno/arco cosseno
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2 EXEMPLO 2.11

1
Obtenha a taxa de variagdo da funcdo y =arc cos(x) quando x = >

Para determinar a taxa de variagéo de uma fungéo em um ponto, devemos calcular a sua

derivada nesse ponto. A derivada da fungéio y = arc cos(x) é:

-1

d
- (arc cos x) =

ﬂ
|
=
0~

1
Considerando x = 2 , 0 valor dessa derivada é:
3 3
1 - :—_:_\/;__4 4
2 1 3 3 3
IR
2 4 4

Portanto a taxa de variagdo dessa funcdo no ponto em que x=

4

W

é —

v ‘

1
2

(aproximadamente — 0,1547). Essa fungéo é decrescente nesse ponto e em todos os pontos

no intervalo em que definimos a fungéo arco cosseno ([-1,1]).

8% EXEMPLO 2.12

Determine a derivada da fungdo y = x” -arc sec x.

Nesse caso, a fungdo y é uma funcdo produto. Portanto, para deriva-la, vamos utilizar,
inicialmente, a regra 5 (derivada do produto). Em seguida derivaremos os termos simples
utilizando as regras elementares.

dy _d(x*) d(arc sec x) -1 )

-arc sec x+ ———— - x~ = 2x-arc sec x +
dx  dx dx 1—x*

 2x-are sec x- - -2 x(2arc sec x-v1-x’ —x)

\/l—x2 \/l—x2
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2.5 Derivadas de fungdes exponenciais e
logaritmicas

As funcdes exponenciais tém larga aplicacio em modelos de crescimento. Vocé
certamente j4 ouviu falar em crescimento exponencial em aplicacdes que en-
volvem, por exemplo, cdlculos de juros compostos, de crescimento populacio-
nal, de desvalorizacdo de certas utilidades, entre tantas outras.

Elas geralmente tém o formato

f(x)=a* ou f(x)=e*
em que a pode ser qualquer constante real tal quea>0ea=1eonumeroe
também é uma constante real definida como

X—>0 X

lim£1+lj ~2,71828

O numero e tem diversas aplicacdes nas ciéncias naturais além de uma
particularidade interessante: a derivada da expressdo e* é ela mesma. Isso traz
algumas consequéncias interessantes nos cdlculos das integrais (que comeca-
remos a ver no capitulo 4).

Outras formas de funcdo exponencial que, também, ocorre com frequéncia
nas aplicacdes sdo aquelas em que o expoente aparece multiplicado por uma
constante ou uma constante € somada a poténcia. Mas os comportamentos sdo
semelhantes aos dos formatos apresentados acima.

Se a base a for um valor entre 0 e 1, entdo a funcdo € decrescente em todo
o intervalo real. Caso contrdrio, se a base for um valor maior que 1, a funcéo é
sempre crescente. As figuras 2.4 e 2.5 apresentam dois exemplos de funcoes

exponenciais. Elas sdo, respectivamente,

f0=2" ¢ f@) =@
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y
4,,
3+
2,,
/ X
5 5 o 3

As funcdes inversas das funcdes f(x) = a* e f(x) = e* sdo, respectivamente, as
funcoes

fx)=logx e f(x)=Inx
em que a é qualquer constante real positiva e diferente de 1 (um) e o domi-
nio de ambas € o conjunto dos numeros reais positivos (x > 0).
A segunda funcéo, f(x) = Inx, é denominada definida pelo logaritmo natural

(In) que é um logaritmo cuja base € o numero e, isto ¢,

Inx = log x

82 m CAPITULO 2



Além de diversas aplicacdes diretas, as funcdes logaritmicas também sédo
muito uteis na resolucdo de equagdes em que a incognita € expoente de uma
poténcia. Para escrever uma funcio exponencial na forma linear, utilizamos os
logaritmos.

A seguir, vocé verd as regras de derivacdo para essas quatro funcdes.

Nas regras de derivacfo a seguir, considerea>0ea = 1,x >0 para as funcoes

exponenciais.
d
. —(a')=a" Ina
dx

d . .
dx(e)—e
1

x-Ina

d
* —(o =
dx( g, X)
d 1
. _1 - _
a’x(nx) X

EXEMPLO 2.13

Calcule as derivadas das fun¢des seguintes:

a) f(x)=10"-(1+3-logx)

b gln=
x
o) h(x)=xe"

A determinagdo dessas derivadas dessas fungdes passa pela aplicacao das regras b e/
ou 6 (derivada do produto e derivada do quociente), além de outras como as regras desta

secao.
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a) A derivada da fungdo f(x)=10"-(1+3-logx) pode ser obtida pela aplicago, inicial-
mente da regra 5 (regra do produto) e, depois, das regras elementares além das regras das

fungdes exponenciais e logaritmicas, como apresentado a seguir:

£1(x)=(10%)"(1+3-logx)+ (1+3-logx)"10°

:10*-1n10-(1+3-1ogx)+(0+3- loj-lox

x-Inl

=10"-1n10+3-10"-In10-log x + 10°-3

x-In10

:10"-(ln10+3-ln10-logx+ 3 )
x-In10

In x
b)  No caso dafuncéo g(x)=——,é necessdrio, para comegar o processo de derivacio, apli-
X

car aregra 6 (regra do quociente). Em seguida, aplicaremos a regra da derivada do “In" e a regra 2.

e0=(22]
X

_ (Inx)"x—(x)"Inx

2
X

l-x—l~lnx
X

2
X

_1-Inx

2
X

8 EXEMPLO 2.14

Um pesquisador, realizando estudo sobre o crescimento de uma populagéo de insetos, ob-
servou que a sua quantidade inicial de insetos era de, aproximadamente, 10.000. Anotando,
dia apés dia, a quantidade de insetos dessa populagéo, observou que ela crescia sempre 5%
em relacdo ao dia anterior.

a) Denotando por f(x) a quantidade de insetos x dias apés o inicio do estudo, qual é a
expressdo que relaciona corretamente x e f(x)?

b)  Quais sdo as taxas de crescimento dessa populagéo apds 3, 10 e 20 dias apds o inicio

da pesquisa?
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Para determinarmos a expressdo que relaciona y e x, vamos, primeiro, considerar que,
para se calcular a populagdo em um determinado dia, podemos multiplicar a quantidade do
dia anterior por 1,05 (que significa 105%). Para o primeiro dia apds o inicio do estudo, a
quantidade pode ser expressa por 10.000 - 1,05. No segundo dia, a quantidade seré expres-
sa por 10.000 - 1,05 - 1,05, que pode ser escrita na forma exponencial 10.000 - 1,052 Ja ndo
¢ dificil perceber que para o terceiro dia, a expresséo tera a forma 10.000 - 1,05° e, de forma

geral, para x dias apds o inicio da pesquisa, a quantidade total de insetos sera
y = 10.000 - 1,05

Como ja temos a fungdo que relaciona y com x, para calcularmos as taxas de cresci-
mento dessa populagdo apds 3, 10 e 20 dias (como também para qualquer outro valor de x),
vamos determinar o valor da derivada da funcéo y para esses valores de x. A seguir, sdo

apresentados tais célculos e as conclusoes.
y' = (10.000 - 1,059
y' = 10.000 - (1,059
y' = 10.000 - 1,05* - In(1,05)
Como o valor aproximado do In (1,05) é 0,04879, entdo podemos escrever a derivada
da fungéo y como:
y' = 4879 - 1,05
Sendo assim, os valores de y' para x igual a 3, 5 e 20 s&o, respectiva e aproximadamente,
» y'(8) = 4879 - 1,05° = 564,8 insetos/dia;
= y'(10) = 487,9 - 1,05'° = 794,7 insetos/dig;
= y'(20) = 487,9 - 1,05%° = 1,2945 insetos/dig;
Note que, a medida que o valor de x aumenta, a taxa de variagdo (nesse caso, a taxa de

crescimento) de y aumenta cada vez mais. Isso é uma caracteristica das varidveis que apre-

sentam comportamento exponencial.
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A figura 2.6 apresenta o grafico da funcéo y com destaque aos pontos de abscissas 3,
10 e 20. Nela, também, sdo representadas as retas tangentes & curva nos pontos em desta-
que para ajudar a ilustrar a taxa de variagdo da fungéo y.

A

y

40000
35000
30000
25000
20000
15000
1000047
5000} |

'
Ly } | 4

5 10 15 20 25 30

Y X

2.6 Derivadas de ordem superior

Ja abordamos situagdes em que a funcéo v(t) que fornece a velocidade de um
movel, no instante t, foi obtida a partir da sua funcio posicéo s(t), através da
derivacdo desta ultima funcéo, isto €, a funcao velocidade v(t) de um mavel é a
derivada s’(t) da sua funcéo posicdo s(t). Isso justifica-se pelo fato da velocidade
do movel indicar a taxa de variacdo da sua posicdo, em relacdo ao tempo t. E a
derivada de uma funcéo indica exatamente a taxa de variacéo de tal funcéo.

De forma semelhante, a aceleracdo de um mdvel indica a variacdo de sua
velocidade. Entdo, podemos deduzir que a funcéo a(t) que fornece a velocidade
de um mdvel, no instante t, é a derivada v’(t) de sua velocidade.
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Denotando por s(t) a funcéo posicdo, v(t) a funcio velocidade e por a(t) a funcéo
aceleracdo de um movel, todas em relacdo ao tempo t, entdo podemos escrever:

v(t)=s'(t)

a(t)=v'(t)
Sendo assim, é correto concluir que

a(t)=s'(t)

isto é, a funcdo aceleracdo corresponde a derivada segunda ou derivada de
segunda ordem da funcio posicao s(t).

Além de aplicacdes semelhantes a essa, as derivadas de ordem superior sdo
utilizadas em alguns processos algébricos muito uteis, como, por exemplo, na
determinacdo de maximos e minimos de func¢des, que veremos no capitulo 4.

De forma geral, dada uma funcéo y = f(x), as suas derivadas de ordens supe-
riores podem ser representadas como a seguir:

dzy
2
x

3

derivada de terceira ordem:y"', f"'(x) ou ﬂ
de

derivada de segunda ordem: y", f'(x) ou

4
derivada de quarta ordem: y*, f*(x) ou %
lx
. - d"y
derivada de n-ésima ordem: y™, f")(x) ou F
x

EXEMPLO 2.15

Uma particula desloca-se segundo a fungéo horéria s(¢) = 3x —2x +x7, s em metros e t

em segundos, com O <t < 3. O gréfico da funcéo s(t) é apresentado na figura 2.7. Se desta-
carmos o ponto em que t = 2, vemos que a reta tangente & curva nesse ponto tem inclinacao
positiva, o que indica que, nesse ponto, a velocidade da particula é positiva (ela desloca-se no
sentido positivo de sua trajetéria). Observando a vizinhanca desse ponto é possivel perceber

que a velocidade da particula estd aumentando.
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>
>

Posicao (s)

Tempo (1)

t

1 2 3

Podemos verificar se realmente estd ocorrendo aumento da velocidade através do cél-
culo da derivada da fungéo velocidade da particula. Se o valor dessa derivada for positivo
nesse ponto, podemos concluir que af sua velocidade é positiva. Se a derivada for negativa,
a velocidade esta diminuindo. E se for igual a zero, a particula encontra-se parada. A deriva-
da da fungéo velocidade, que é a derivada segunda da fung&o posicéo, consiste na funcao
aceleragéo, que nos fornece informacdes sobre a variagéo da velocidade. Na figura 2.8, vocé
pode observar o grafico da funcédo v(t) ou s'(t) .

4 Posicgao (s)

Tempo (1)

1 2 3
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Note que a reta tangente (cujo coeficiente angular é a derivada da funcéo velocidade
v(t) no ponto em que t = 2) & crescente. Isso indica que, nesse ponto, a velocidade esta
aumentando.

Na figura 2.9, temos a representacao gréfica da fungéo a(t) que é igual a v'(t) ou a s'(t) .

AAceleracio (a)
4+
3 +
21
14
Tempo (1)
1 2 3
-1 4
o1
_3 4+

Na figura 2.10 é possivel comparar o comportamento da fung&o posigéo s(t), no intervalo
considerado, bem como de sua derivada primeira, que é a funco velocidade v(t) e de sua de-
rivada segunda, que é a fungéo acelerago a(t). E possivel perceber que a fungéo aceleracao
assume valores negativos para x < — e positivos para x >—. Comparando com o compor-
tamento da funcéo velocidade nesse ponto, podemos perceber que é o exato momento em
que ela deixa de ser crescente para ser crescente. E ainda, é possivel perceber que nesse
instante, a fungdo posicao tem mudanga de concavidade, o que indica que até esse momento
a particula vinha diminuindo sua taxa de deslocamento e, a partir dai, ela comega a aumentar

sua velocidade.
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Velocidade (v)

Tempo ()

Figura 2.10

2.7 A Regra da Cadeia

Considere yuma funcdo de te t, por suavez, uma funcio de x. Podemos escrever

y = f(t) e t = g(x). Se quisermos expressar y em funcio de x, podemos escrever

y =f(g(x))

Dizemos, nesse caso, quey é a funcdo composta (f - g)(x) (Lé-se: “funcio f da

g de x”. Vamos ilustrar através de um exemplo.

8% EXEMPLO 2.16

A fungdo y = (8x + 2)? pode ser escrita na forma de fungéo composta como mostrado a

y=t
y=3x+2

seguir:

9[] m CAP{TULO 2



Portanto, podemos estabelecer que

y =1 e t=g®
Portanto,

y=fgx) ou y=(f 2K

Para determinar a derivada de y em relacéo a x, podemos, primeiro, desenvolver a ex-
pressdo (3x + 2)? e, depois, aplicar as regras elementares de derivacdo adequadas, como

mostrado a seguir.

y=0Bx+22 = y=0x2+12x+ 4
V=921 4+12-1x'""+0 = y' =18x+ 12

Nesse caso, foi possivel desenvolver a expressado que define y até chegar a uma forma
polinomial para, depois, aplicar as regras elementares de derivacdo. Mas nem sempre esse
desenvolvimento é possivel ou vidvel. Sendo assim, é preciso determinar a derivada através

de outro caminho. Vamos fazer isso considerando a funcéo y escrita na forma composta:
y=0
y=3x+2

Se derivarmos y em relacdo a t e t em relagdo a x, teremos:

@ =2t e dr =3
dt dx
dy dt . . <o
Note que o produto o entre essas duas derivadas é igual a derivada de y em re-
t
lagdo a x. Veja: *
Y b
dx dt dx
=2t-3
=6t
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Como t = 3x + 2, entéo:

@:6~(3x+2)
dx

=18x+12

Isso vale para toda fungéo composta e esse processo de derivagéo é denominado Regra
da Cadeia.

Definigao:
Sey = f(t) e t = g(x) s@o funcdes derivaveis em t e x, respectivamente, entdo a derivada

de y em relagéo a x, z—y, é dada por
[x

Y _& d
d di dx

Também podemos escrever essa regra nas formas:
Dy=Dy-Dt
= (f-9)'(90 =f(g()) - g'®)
= f0) =1 g'(x

Vamos considerar, agora, um exemplo em que a regra da cadeia se faz necessaria.

% EXEMPLO 2.17

A fungéo y =(2x + sen x)® pode ser escrita na forma:
y=r
t=2x+senx

Observemos que o desenvolvimento da expresséo (2x + sen x)° é algo extremamento traba-

lhoso. Portanto, para derivé-la recomenda-se o uso da regra da cadeia, como ilustrado a seguir:

& _d a

dx dt dx
ﬂ:St“-(2+cosx)
dx
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Como t =2x + sen x, podemos reescrever a derivada na forma

b _ 5(2x +sen x)* - (2 +cosx)
dx

ou

Q:(Z}H—senx)“ -(10+5cos x)
K

8% EXEMPLO 2.18

Em secdes anteriores, vimos regras de derivagéo para fungdes trignonométricas, logaritmicas e
exponenciais. Mas em todas elas, as funcdes eram determinadas apenas para varidvel indepen-

dente (x, geralmente). Por exemplo, a regra da derivada da fung&o seno foi apresentada na forma:

d
—(sen x) =cosx
-, (senx)

Mas, como podemos calcular a derivada de uma funcéo tal como y =sen(x? — 1)?

Agora o seno refere-se ndo somente a x, mas a uma fungéo de x. Nesse caso, podemos

y=sent
t=x"-1

aplicar a regra da cadeia, considerando:

Aplicando a regra da cadeia, temos:

dy _dy dt
dx dt dx
ﬂ:cost-2x
dx

Considerando que t = x2 - 1, entéo
b cos(x* —1)-2x
dx

b 2xcos(x* —1)
dx
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Note que a derivada de y =sen (x? — 1) é igual ao produto do (x? — 1) pela derivada de ,

que é 2x. De forma geral, sendo u uma funcao de x, podemos escrever:

i(sen u) = (cosu)u'
dx

De forma andloga, acontece para as demais regras de derivagdo de funcdes trigonomé-
tricas e também com as funcdes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas inversas. A
seguir séo reapresentadas as férmulas de derivacéo de todas essas fungdes, considerando

u uma funcdo de x e u' a sua derivada em relacdo a x.

. %(sen u) = (cosu)u' . %(arc tgu)= T
. %(cos u)=(-senu)u' . %(arc csc u) = M_ﬁ
. %(tg u) = (sec’ u)u' . %(arc sec u) = Wﬁ
. i(csc u)=(—cscu- cotg u)u' . i(cotg u)= -
dx dx 1+u’
. %(sec u)=(secu- tgu)u' . %(a”):(a”~lna)u'
. %(cotg u)=(—csc’ u)u' . %(eu) =(e"u'
. %(arc senu)= l—'uz . %(loga u)= » 1;1'1 P
. %(arc Cos u) = I_—Ll;tz . %(hl u) :u;'

2.8 Derivagao Implicita

Derivar uma funcioy =f(x), geralmente, néo é tarefa muito dificil, pois, ja vimos
varias regras de derivacio que nos auxiliam nesse tipo de cdlculo. Em todas as
situacdes abordadas até aqui, a varidvel dependente y aparecia de forma isola-

da, isto é, era apresentada de forma explicita, como, por exemplo,
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y=2x*+x-5 (2.8)

Mas ha diversas situacdes em que isso ndo ocorre. Veja como podemos tam-
bém representar a funcio descrita em (2.8):

y=2x*-x+5=0 (2.9)

Dizemos, nesse segundo caso, que a relacdio entre as varidveis x e y estd na
forma implicita. Mas € l6gico que se vocé se deparar com uma funcéo apresen-
tada na forma (2.9), € possivel isolar y para depois derivd-la, caso deseje, apli-
cando as regras de derivacdo apresentadas nas secdes anteriores.

Um problema que surge com frequéncia é que hd diversas funcdes que séo
escritas na forma implicita e ndo hd como isolar a variavel dependente y (ou,
algumas vezes, o processo para isso é extremamente complicado). Veja o exem-

plo a seguir que apresenta uma situacdo desse tipo.

EXEMPLO 2.19

A equagdo x? + y? = 9 tem representacio grafica da por uma circunferéncia de raio igual a
3, com centro na origem do sistema cartesiano (ponto (0,0)).

Se quisermos, por exemplo, obter uma reta tangente a essa circunferéncia (curva) em um
ponto qualquer, precisaremos determinar a derivada de y em relagéo a x.

A

y

\4
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Na verdade, o grafico da figura 2.11 néo é gréfico de uma funcao, pois, na equagéo ,
a relagdo entre y e x ndo atende as exigéncias da definicio de fungéo (ha valores de x que
estdo associados a mais do que um valor de y). Mas podemos dividir a circunferéncia em
duas semicircunferéncias, uma acima do eixo x e outra abaixo. Elas sdo as representagdes

gréficas, respectivamente, das fungdes:

f(x)=\/9—x2 e f(x)=-— 9-x2

Podemos, portanto, obter diretamente a derivada de y em relagéo a x ou reescrever a re-
lacdo entre essas duas varidveis na forma de duas ou mais funcdes e, a partir daf, determinar
as suas derivadas. Mas, em alguns casos, a decomposigdo da equagao em duas ou mais fun-
¢Oes ndo € tao simples ou nao & possivel. Entao, recomenda-se obter a derivada diretamente
a partir da equagao que relaciona x e y.

Veja um exemplo em que isso acontece e como vocé pode proceder.

EXEMPLO 2.20

A figura 2.12 apresenta o gréfico da equacdo x° + y® — 8xy = 0. Para escrever a relagio en-
tre x e y através de funcdes somente, precisariamos dividir o grafico em 4 partes (no grafico
representadas por f,, f, f, e f4), pois, pela definicdo de fungao, um mesmo valor x ndo pode
associar-se a mais que um valor de y. Terfamos que “cortar” o gréfico nos pontos P e Q e, para
cada uma das quatro partes, definiriamos uma funcéo. Logo, é melhor (e mais facill) expres-

sar essa relag8o através de uma equacéo (como ela esté representada acima).

ylk
4
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Mas a pergunta agora é a seguinte: como podemos determinar a derivada @ nos casos

em que a varidvel y ndo esta definida de forma explicita em relacdo a x ? E o que veremos.
Para quem ja estd familiarizado com a aplicagédo das regras de derivacédo elementares nao
seré dificil compreender o processo que serd apresentado a seguir. Para tornar essa compre-
ensao mais facil, vamos tomar uma outra equagdo, um pouco mais simples que a do exemplo
2.20.

2 EXEMPLO 2.21

A equagdo y? — x — 1 = O pode ser definida através das funcoes:

y=vNx+l e y,=—x+1

em que x > 0.

Suas derivadas em relacéo a x so, respectivamente:

, 1

N @10

1
2Mx+1

Yy ==
2.11)
No entanto, podemos utilizar o processo de derivagdo implicita a partir da equacéo
y2—=x—1 = 0. Observe como.

Vamos comegar derivando os dois lados dessa equagao:

d(y’ —x-1) _d(0)

dx dx
dy
2y—=—-1=0
ydx
d_ 1
dx 2y
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Note que esse resultado equivale as duas expressdes dadas em (2.10) e (2.11). Temos:

1 _ ]

dx 2y, dx  24/x+1

d, 1 _ a1
dx 2y, dx  —2Jx+1

Vejamos outro exemplo.

8% EXEMPLO 2.22
dy

Vamos determinar == considerando a relagéo x?y + y?x = 2.

i
Derivando ambos os termos da equagéo em relagao a x, temos:
d(x’y+y’x) _d(2)
dx dx

2 2
dixy)  dO'x) _
dx dx

Para continuar o processo de derivagio, serd necessério aplicada a regra 5 (regra do

produto) em cada uma das duas expressdes do membro & esquerda.

2 2
de) o, [d0N ds L]
dx dx dx dx

d dy
2xp+x° = +2xp—+y>=0
Y dx ydx 7

ol

dy 2
+2xy—=-"2xy—
ax ydx Y=y

i (x> +2xy)=2xy—)"
dx
dy  2xy- »?

dx  xX*+2xy

O exemplo seguinte mostra a aplicacdo da derivagéo implicita na demonstragéo da regra

de derivacéo da funcéo arco seno.
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5% EXEMPLO 2.23

Para valores de x no intervalo [-1, 1], a funcéo
y = arc sen x (2.19)
também pode ser expressa por
seny = x (2.13)

e, nesse caso, teremos os valores de y no intervalo [- /2, 7i/2].
Se derivarmos ambos os lados da equagao (2.13), teremos:

d(seny) dx
dx dx

d)}
—_ 1
(cos.y) dx

dy 1
dx cosy

Como o cos y é sempre positivo para valores de y no intervalo [- 7t/2, 7/2], entdo pode-

mos substitui-lo por +/1—(sen y)* . E considerando a igualdade em (2.13), podemos escrever

a ﬂ na forma:
dx

U2V EXERCiCIO

12. Derive cada uma das funcdes seguintes:
a) f(x)=3x"-2x’+4x-10
3 2

X X
R
b) g(x) PR

o) f(x)=3x*-2x’+4x-10
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d) y:2senx+3€x—l

X
o) h(x)ZSCozsx
X
2
) y=x-Inx

X

o)) y:Se3 +5x-1
x

h)y v(t)=-7cosx-tgx

) y=Inx*—e", comk constante

D)= COS x-cotg x

secx
13. Demonstre as seguintes regras de derivacao:
d
a) —(cscx)=—cscx- cotgx
dx
d
b) —(secx)=secx-tgx
dx

0 i(cotg x)=—csc’ x
dx

-1

1-x

d
d) E(arc cos x) = -

14. Para cada uma das funcdes seguintes, determine os intervalos para os quais ela é cres-

cente e quando é decrescente:
a) y=(x+1)°

b) y=-20x-4)

) 1
C =
4 ¥ +x+4
3 2
d) XY 6x
3 2
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15. Nas relagdes a seguir, encontre ﬂ:
a) —x+2y-xy-3=0
b) ¥x-5xy-Tx=9
2 3

c) b +242=0

X y
d xX*lny+ye"—5=0
e) xarc cosy=3-x
) 3ln(xy)=4
g) xseny+ycosx=1
16. Uma populacéo de bactérias, pouco tempo apds passar por certo tratamento, comegou a
diminuir. Se considerarmos t = O h o instante em o tratamento foi finalizado, a fungéo que for-
nece a quantidade n de bactérias em relagéo ao tempo t, é n(¢) = 900.000 + 7.000x —950x°.

Com base em tais informagdes, quais sdo as taxas de variacdo do nimero de bactérias n em

fungdo do tempo t, para os instantest=1h,t=3h,t=4h e t=7h
17. Num processo industrial, a temperatura y de um componente t minutos apds a finaliza-
< A 8 .
¢&o de sua produgéo é dada por y = 50_2l+t+_2 para 0 <t < 20 minutos.
a) Quais sdo as temperaturas desse componente nos instantes 2, 5 e 10 min apés a fina-
lizagdo de sua producao.

b) E quais as taxas de variagdo da temperatura nesses instantes?

18. Quando ocorre um terremoto de magnitude x, a energia y (em joules) propagada como

onda sfsmica, na escala Richter, obedece a relagao

|ogy =48+ 1,5x
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Nessa mesma escala, a magnitude x de um terremoto de intensidade t é dada por

_Int-Ing¢,
In10

em que t, € a intensidade minima usada para comparagéo. Suponha t, = 1.

a) Determine a energia propagada por um terremoto de intensidade 6,0.

b) Qual é a variagdo instantanea de energia em relagio & magnitude?

c) Qual é a variagdo instantanea de energia em relacéo a intensidade?

d) Calcule avariacéo instantanea de energia em relagéo a intensidade, quando esta € igual
a 6.

. . N 2.2 3
19. Determine o coeficiente angular das retas tangentes a curva y°x” —x" —x+y =0 nos

pontos de abscissas x = 0ex = 2.

20. A derivada da funcéo ¥ =kx’ —2x* +x—1 quando x = —1, é igual a 4. Determine o valor
de k.

21. Um objeto € lancado verticalmente a partir do solo e sua altura h (em metros) apés

t segundos é dada por

h(t)=—t* +12¢

Utilizando a derivada dessa funcao, determine em que instante o objeto atinge sua altura

maxima.
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Aplicacoes das
Derivadas



3.1 Introducéao

Depois de compreender o conceito de derivada, seu significado e interpretacéo,
tanto algébrica como grafica, vamos, agora, realizar algumas das diversas apli-
cacdes que ela nos oferece. As informacdes que a derivada nos fornece sobre o
comportamento de uma funcao podem ser utilizadas com diversas finalidades.

Uma aplicacdo de grande importincia é a que se refere a determinacéo
de valores extremos de funcdes, isto €, dos seus valores maximos e minimos.
Aplicacdes de funcdes que envolvem varidveis tais como temperatura, volume,
tempo, custo, lucro, consumo, entre outras, sio amplamente auxiliadas pela
utilizacdo das derivadas.

H4, também , aplicacdes que envolvem a determinacéo de retas tangentes
e normais a uma curva. Vimos, inclusive, que a derivada de uma funcdo em um
ponto € igual ao coeficiente de inclinacéo da reta tangente ao grafico dessa fun-
cdo nesse ponto. A partir dai, veremos como determinar retas tangentes e tam-

bém normais a uma curva.

3.2 Equacdes das retas tangente e normal

No capitulo 2, vimos que o coeficiente angular da reta tangente a uma curva
y = f(x) é igual ao valor da derivada f'(x) calculada nesse ponto. Isto é, dada uma
curvay = f(x), derivdvel em x, o coeficiente angular da reta tangente ao seu grd-
fico no ponto (x,y,) € igual a f'(x ). Denotando por m esse coeficiente, temos:

m=f(x) (3.1)
Lembre-se que a equacdo da reta que passa por um ponto de coordenadas
e (x,, y,)que tem coeficiente angular representado por m pode ser escrita na

forma:

y—yO:m(x—XO)
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Dessa forma, destacando um ponto (x,, y,) de uma funcdoy = f(x), a reta tan-
gente a essa funcdo, nesse ponto, serd dada por:

y=Y,= F(x)x-x) (3.2)
Vejamos esse procedimento através de um exemplo.

EXEMPLO 3.1

Vamos obter a reta tangente a curva f(x) = -x® +2x? + x —1 no ponto de abscissa X, = 2.
Para determinar o coeficiente angular da reta tangente, devemos, primeiro, derivar a fun-

céoy = f(x):
fi(x) = =3x2 + 4x +1

Em seguida, tomamos o coeficiente angular m como sendo o valor dessa derivada para

X, =2
m=f(2)=-3-22+4.-2+1=m=-3

Também é necessario conhecer as coordenadas (xo, yo) do ponto de tangéncia. Como a

abscissa x, desse ponto € 2, a ordenada y, seré& dada por:

Vo=f(x)=f(2Q)=-2"+2-2"+2-1=y, =1

Agora, s6 falta substituir os valores na equacéo (3.2) e isolar a varidvel y :

Y=Y = f'(x)x—x,)

y—1=-3(x-2)
y—1=-3x+6
y=-3x+7

A figura 3.1 apresenta os gréficos de f(x) e de sua reta tangente no ponto (2,3).
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Wg x

A reta normal a uma curva, num determinado ponto, é aquela que € perpendicular a reta
tangente nesse ponto. E lembre-se que a relagéo entre os coeficientes de duas retas per-

pendiculares é dada por:

(33)
em que n é o coeficiente angular da reta normal e m é o coeficiente angular da reta
tangente a curva.
Considerando as igualdades (3.1) e (3.3), podemos representar o coeficiente angular da

reta normal & curva f(x) no ponto (x, y,) como

1
S'(xo)

(34
Dessa forma, destacando um ponto (x,, y,) de uma funcéo y = f(x) , a reta normal a essa

funcao, nesse ponto, serd dada por:

1
S (%)

Y=Vo =~ (x—xp)

(35)

No exemplo a seguir, vocé verd como obter a reta normal a uma curva.
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5% EXEMPLO 32

Vamos obter a reta normal a curva f(x) = —x® +2x2 + x —1 no ponto de abscissa X, = 2.Como
j& determinamos o coeficiente angular da reta tangente a essa curva no mesmo ponto, para
determinarmos o coeficiente da reta normal basta utilizar a relacdo (3.4), considerando que

m =f(x,) = =8. Temos, entao:

n=-—

1.1
33

Portanto, de acordo com a igualdade (3.5), a reta normal serd dada por:

1
e CEE)
RACS! ‘
1
1= (x-2
y =2
x 2
_1=2_=
M
X
y=S+-

A figura 3.2 apresenta o gréfico da fungdo f (x) com suas retas tangente e normal no
ponto (1,2).

Figura 3.2
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3.3 Taxas relacionadas

Considere dois mdveis, A e B, que partem de um mesmo ponto e se deslocam
em trajetorias que sdo perpendiculares entre si. A velocidade do mdvel A é de
4 m/s e a do B, 3 m/s. E possivel determinar a velocidade de distanciamento
entre eles, a partir da velocidade de cada um?

Note que ndo conhecemos a func¢éo posicdo (que relaciona a posicdo de cada
um com o tempo de deslocamento) de nenhum dos dois mdveis, mas temos a
taxa de variacdo da posicdo, x e y, em relacdo ao tempo t, que € a velocidade de
cada um dos mdveis. A partir dai, podemos determinar a taxa de variacéo, isto
é, a velocidade de distanciamento entre os dois. Isso significa, que € possivel
determinar a taxa de variacdo de uma terceira varidvel em relacio ao tempo t. A
esse tipo de procedimento denominamos taxas relacionadas. E uma aplicacio
das derivadas de vasta utilizacdo em Fisica, Quimica, nas Engenharias e em ou-
tras dreas do conhecimento.

Vamos resolver o problema acima descrito no exemplo a seguir.

EXEMPLO 3.3

Considerando o deslocamento dos méveis A e B em trajetdrias perpendiculares, podemos
considerar que A desloca-se sobre o eixo x e B sobre o eixo y. Os dois méveis partem do
ponto O e, apds certo tempo, encontram-se, respectivamente, nos pontos X e V. A figura 3.3

apresenta um esquema ilustrativo dessa situagéo.

v X
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A velocidade V, do mével A pode ser expressa por ? =4 m/s ja que significa a variacao
t

da sua posicdo no eixo x em relagéo ao tempo t. Da mesma forma, a velocidade V, do mével

B sera expressa por 7)} =3 m/s. Se denotarmos (como mostra o grafico) por D a distancia
t

entre os méveis A e B no instante t, 0 que desejamos determinar é a taxa de variagéo de

D em relacdo a t, ou seja, queremos determinar — . A cada instante t, a relagdo entre a

distancia D entre os dois mdveis e o espago percorrido por cada um deles a partir do ponto

O pode ser obtida através da aplicagéo do Teorema de Pitdgoras como apresentado a seguir:
D2 =x2 +y? (3.6)

Derivando a expressao acima em relacao a t, temos:

2Dd—D:2x@+2yﬂ
dt dt dt

Dividindo ambos os membros da equagéo por 2, chegamos a:

dD  dx dy
—=x—+4 y—
dt dt dt

Como @ =4 m/s e d_y =3 m/s, podemos escrever:
dt dt

dD
DE :(4x+3y) m/s (37)

Finalmente, para podermos determinar 6;—?, podemos considerar quaisquer possiveis
valores de D, x e y que satisfacam a relagdo (3.6) e que obedecam as condigdes impostas
pelo problema. Para isso, vamos considerar, por exemplo, as posi¢cdes dos méveis 1 segundo
apos o inicio do distanciamento. Entdo x = 4m,y = 3m e D = bm. Substituindo esses valores

na expresséo (3.7), e isolando o termo _t , temos:

Sd—D:(4-4+3-3) m/s
dt

dD (16+9J
= m/s

dr 5
d—D:5 m/s
dt
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Portanto, a velocidade de distanciamento entre os méveis é igual a 5 m/s.

Vamos abordar mais um exemplo de taxas relacionadas.

8 EXEMPLO 3.4

A poténcia elétrica P, em W, que é dissipada em um circuito elétrico, relaciona-se com a re-
sisténcia elétrica R, em ohm, e a corrente elétrica |, em A, que circula nesse circuito, através

da igualdade:
P=R-I?

A corrente elétrica esté variando 2 A/min. Considerando a resisténcia R constante, qual
é a variacdo da poténcia em relag@o ao tempo quando | = 5 Ae R = 3 ohm?

Derivando todos os termos da expresséo P = RI? em relagdo ao tempo t, temos:

ar . 4
dt dt

- . . dl
Como a variagdo da corrente elétrica | em relagdo ao tempo t, que denotamos por —, é

igual a 2 A/min, entdo a variagdo da poténcia em relacdo ao tempo pode ser expressa (em

A/min) como:

d_PZZR.].Q
dt

P _4r.1
dt

Considerando que | =5 A e R= 3 ohm, entdo, a variagdo da poténcia em relagdo ao

tempo, nessas condicdes, € igual a:

d—P =4-3.5 W/min
dt

d—P =60 W/min

dt
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3.4 Maximos e minimos de funcodes e
tracados de curvas

Considere, para comecar, o grafico seguinte que relaciona a temperatura f(x)
observada em um experimento em relacéo ao tempo x, num determinado peri-
odo que vai de a a b (representado pelo intervalo fechado [a, b]).

Ay

L 2

Note que, nos pontos de abscissas x , x, e x, a fun¢do apresenta valores mdxi-
mos ou minimos locais. Nesses pontos, hd uma mudanca no sinal da taxa de va-
riacdo da funcio. Tracando as retas tangentes (como mostra o grafico da figura
3.4) em cada um desses pontos, veremos que elas sdo exatamente horizontais,
ou seja, apresentam coeficiente angular nulo.

Analisando o gréfico, também podemos concluir que a funcéo é crescente
nos intervalos [a, x,] e [x,, X,] e € decrescente nos intervalos [x , x,] e [x,, b]. Pelo
que ja estudamos sobre derivadas, é possivel concluir que nos intervalos aber-
tos (a, x,) € (x,, x,) a derivada da funcio f(x) assume somente valores positivos
(para qualquer ponto desses intervalos). Jd nos intervalos abertos (x, x)) e (x,,
b) ela assume somente valores negativos. Nos pontos de abscissas x, x, e x, a
derivada se anula (como mostra a figura 3.5).
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A y
=0
f(x,) :
>0/ f<0
=0 i
) 0 1
>0 ! <0 '
f(x,) : 1
! / : HEN) :
a X, X, X, b "

Pelas andlises apresentadas, podemos chegar a definicio que € apresentada

a seguir.

Definigcdo (3.1)

Considere uma funcéo f definida em um intervalo | (aberto ou fechado). Podemos,
entao, concluir que

(i) T é crescente em | se paratodo xe, f'(x)>0

(ii) f & decrescente em | se para todo xe/, f'(x)<0

Se nao ocorrer nenhuma das duas opgdes anteriores, dizemos, entao, que f € constante.

A notacdo usual para representar uma funcdo f que depende da varidvel x, como ja
vimos, é f(x). Em vérias aplicacdes do Célculo, hd mais do que duas varidveis (x e y, por
exemplo) envolvidas. Entéo, torna-se necessario representar qual delas define a fungéo
f. Como, neste livro, veremos apenas funcdes que dependem de uma Unica varidvel,
entdo podemos, com frequéncia, utilizar somente uma letra (como, por exemplo, “f *, ou

outra letra qualquer) para represents-las .
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No exemplo a seguir, veremos como determinar se a funcio é crescente ou

decrescente utilizando as derivadas.

5% EXEMPLO 35

Dada a funcéo f(x)= Vx® —4x+3 , vamos determinar, em cada um dos pontos cujas abs-

cissas sao a seguir apresentadas, se ela é crescente ou decrescente:

c) x=-1;
d x=0;
e) x=4

Para comecar, vamos derivar a funcéo f(x) :

flx)== (x ~4x+3)? (2x—4)
2x—4

f= 2xr —4x+3

x=2

N iy

Calculando o valor de f'(x) para os valores —1, 0 e 4, podemos concluir a respeito do

comportamento da funcéo f(x) quando ao seu crescimento ou decrescimento nesses pontos:

<0= f(x) decrescente;

=
A JC —4(-)+3 1) —4( 1)+ \/_
= f(0)= \/T \/_ <O: f(x) decrescente;

4
WACE éﬂ f

Compare os resultados obtidos com o comportamento do gréfico da fungéo

f(x)=Vx"—4x+3 que é apresentado na figura 3.6.

>0= f(x) crescente;
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Vamos, agora, voltar a analisar o grafico da figura 3.5. Além de determinar
quando a funcéo € crescente ou decrescente, é importante determinar quan-
do a funcéo atinge seus valores de maximos e de minimos locais ou absolutos.
Determinar, por exemplo, a quantidade x que torna o lucro f mdximo, ou en-
contrar o instante x em que a temperatura f de uma solucfo atinge seu valor
minimo (ou maximo) requer cdlculos que envolvem derivadas.

Uma funcéo f atinge seu valor maximo ou minimo em um valor especifico
x, se f'(x)) = 0. Observe o grafico da figura 3.5 e note que quando a funcdo tem
valores mdximos e/ou minimos, as retas tangentes ao grafico em tais pontos
sdo horizontais, isto €, tém coeficiente angular igual a zero.

Vale ressaltar que se uma funcfo atinge valor extremo (maximo ou minimo,
local ou absoluto) em x, entéo f'(x)) = 0. No entanto, o fato de termos f'(x ) = 0
ndo implica necessariamente que a funcéo atinge um valor extremo em x . Pode
estar ocorrendo ai um ponto de inflexdo no grafico, que significauma mudanca
de concavidade. Os graficos da figura 3.7 apresentam pontos de inflexdo.

Quando temos f'(x)) = 0, o valor x, ¢ denominado ponto critico da funcio f.

Um ponto critico pode ser ponto de mdximo, minimo ou inflexdo da funcio.
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Um ponto de méaximo ou de minimo local de uma fungéo indica que a fungéo atinge
seu valor maximo ou minimo naquele ponto, em um certo intervalo I. A funcdo pode,
por exemplo, assumir um valor maximo local quando x, = O, mas o valor de f(xo) pode
néo ser o maior valor que a fungéo assume, se considerarmos outros intervalos do seu
dominio. Para concluirmos que um ponto de méximo € absoluto (ou, de forma andloga
de minimo absoluto) é preciso verificar se dentre todos os pontos de maximo (ou de
minimo), ele é aquele em que a funcéo assume seu maior valor. Também é necessario
verificar que nas extremidades do dominhio da funcéo ela nao atinge valores maiores do

que os pontos de méximo obtidos.

Utilizaremos, a partir de agora, a expressao “extremos” para nos referirmos
a maximo ou minimos de funcdes.

Os extremos absolutos de uma funcio também podem ocorrer em pontos
de abscissa x, para os quais f'(x ) = 0. Isso acontece quando tais extremos sdo
pontos marginais dos intervalos que definem o dominio da funcéo. Nesse caso,
eles sdo considerados extremos marginais.

Vamos ver um exemplo em que isso ocorre.

CAPITULO 3 = ] ] 5



2% EXEMPLO 356

A funcéo f(x) = x® — 3x? + x =3 tem seu gréfico mostrado na figura 3.8.

y =0
6

f£0

Figura 3.8

Nos pontos B e C, o valor da derivada da fungo f(x) é igual a zero. O ponto B é um ponto
de méaximo local e o ponto C é um ponto de minimo local. No entanto, nos pontos A e D (em
que a derivada da funcéo f(x) ndo & igual a zero), temos os extremos absolutos da fungao.
Eles sdo denominados extremos marginais.

Mas como podemos determinar os pontos criticos de uma fugéo e, depois, classifica-los
em ponto de méximo, minimo ou inflexdo? Vamos comegar analisando o grafico da figura 3.9

que apresenta uma curva, em um intervalo [a, b], que possui esses trés tipos de pontos.
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Os pontos M e R sdo pontos marginais e o ponto M, em particular, € o ponto de minimo
absoluto (ou minimo marginal) da funcdo. Os pontos N e P s&o pontos de inflexdo. O ponto
O é ponto de maximo absoluto e o ponto Q é ponto de minimo local. As conclusdes apre-
sentadas ndo séo dificeis de se obter, pois estamos vendo com clareza como a funcéo se
comporta, no seu dominio [a,b]. Mas n&o é sempre que teremos o grafico a nossa disposi¢do
para podermos analisa-lo, ou se o tivermos, muitas vezes néo é possivel (apenas pela andlise
do gréfico) determinar com precisdo os valores das coordenadas dos pontos criticos. Vamos,
entao, tirar algumas conclusdes tomando por base o gréfico da Figura 3.9 para que possa-
mos obter um processo algébrico que nos permita classificar os pontos criticos.

Considere, inicialmente, o ponto de inflexdo N. Nos intervalos (a, xw) a sua esquerda e
(xw, ><2) a sua direita a funcdo é crescente. O outro ponto de inflexdo, que é o ponto P, tem
a fungéo decrescente tanto no intervalo (x,, x,) & sua esquerda, como no intervalo (x,, x,) &
sua direita. Podemos concluir, entdo, que quando ocorre um ponto de inflexdo, a fungéo é
crescente tanto na vizinhanga préxima a sua esquerda quanto a sua direita ou a funcéo é de-
crescente tanto na vizinhanca préxima a sua esquerda quanto & sua direita. Quando o ponto é
um ponto de méximo, como o ponto O, note que a fungéo é crescente na vizinhanga préxima
a sua esquerda e, & direita, ela é decrescente. No caso de ponto de minimo, como o ponto Q,
a funcao é decrescente na vizinhanga préxima a esquerda e, a direita, ela é crescente. Essas
conclusdes nos ajudardo a formular um teste algébrico (que serd abordado mais adiante)
para classificar os pontos criticos de uma fungéo de maneira 4gil e pratica.

Vamos ver mais alguns exemplos para compreender o processo de classificagdo de pon-
tos criticos. Serdo utilizados exemplos simples de fun¢des para facilitar a compreenséo do

processo légico utilizado e vocé verd que nédo sera dificil generalizar os resultados obtidos.

CAPITULO 3 = ] ] 7



8 EXEMPLO 37

A funcéo quadrética f(x) = — x> + 6x — b, j& sabemos, tem seu ponto de maximo quando x = 3

(que € a abscissa do seu vértice). Seu grafico esté representado na figura 3.10.

by

T

Figura 3.10

Assim como visto no exemplo anterior, se destacarmos o ponto méximo da fungéo, & sua
esquerda a fungéo é crescente e a direita ela é decrescente. Isso caracteriza um ponto ma-
ximo. Vamos observar mais uma caracteristica de um ponto méximo. Comecemos calculando

a derivada da funcéo f(x) :
fi(x) = -2x + 6

Agora, vamos calcular o valor dessa derivada para alguns valores arbitrarios de x:

f(0)=-2-0+6=6
f(1)=-2-1+6=4
f(2)=-2-2+6=2
f(3)=-2-3+6=0
- f(4)=-2-4+6=-6
- i(5)=-2-5+6=-4
(6)=-2-6+6=-6
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Mesmo considerando que os célculos acima foram feitos apenas para alguns valores de
x, ndo é dificil perceber, por exemplo, que se tomarmos qualquer valor na vizinhanga préxima
aesquerda de x = 3, o valor da derivada sera positivo. J& na vizinhanca & esquerda, a derivada
seré negativa. Isso indica que a fungéo € crescente a esquerda e decrescente & direita, como
ja esperavamos.

Outro fato serd importante nessa andlise. Note que os valores da derivada f'(x), séo de-
crescentes, a medida que x aumenta, tanto & esquerda do ponto critico como a direita. Isso

também pode ser concluido a partir da andlise da derivada segunda da funcéo (x):
f'(x) = -2x + 6

Observe que a derivada segunda é negativa para todo e qualquer valor de x. Isso indica
que a derivada primeira f'(x) é sempre decrescente. Portanto, ela serd decrescente também
quando consideramos o ponto critico x = 3 e a sua derivada segunda serd negativa.

Vamos a um exemplo semelhante ao anterior, mas para analisar o comportamento da

funcédo quando ocorre um ponto minimo.

2% EXEMPLO 38

A funco quadratica f(x) = x? —4x + 6 tem seu ponto de méaximo quando x = 2. Seu grafico

esta representado na figura 3.11.

¥

Figura 3.11
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Destacando o ponto minimo da fungédo, vemos que a sua esquerda a funcao é decres-

cente e a direita ela é crescente, como 4 era esperado. A derivada da fungéo f(x) é:
flx) =2x -4
Agora, vamos calcular o valor dessa derivada para alguns valores arbitrarios de x:
= f(-1)=2-(-1)-4=-6

- f(0)=2-0-4=-4
S f(1)=2-1-4=-2

cf(2)=2-2-4=0
- f(3)=2-3-4=2
s f4)=2-4-4=4
- i(5)=2-5-4=6

Note que, agora, quando tomamos valores nas vizinhangas préximas ao ponto critico x = 2,
a derivada f'(x) da funco serd negativa a sua esquerda e positiva a sua direita, isto &, a fun-

céo f(x) decresce a esquerda do ponto critico e cresce & sua direita.
A derivada segunda da funcéo f(x) é:
f'(x) = 2

Aqui, a derivada segunda é positiva para todo e qualquer valor de x, o que indica que a
derivada primeira f'(x) é sempre crescente. Portanto, ela serd crescente também quando
consideramos o ponto critico x = 2 e a sua derivada segunda serd positiva.

O préximo exemplo apresenta o mesmo tipo de andlise dos dois exemplos anteriores

quando se trata de um ponto de inflexao.

EXEMPLO 3.9

A funcdo f(x) = x® - 3x2 + 3x + 1 tem ponto inflexdo quando x = 1. Na vizinhanga préxima
& esquerda desse ponto, a funcdo é crescente e, a direita, também. O grafico dessa funcao

é mostrado na figura 3.12.
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Sua derivada é:
fi(x) = 3x2-6x + 3

Tomando alguns valores arbitrdrios de x e calculando, para cada um deles, a derivada de

(x), temos:

- f(-2) = 2+ (-2)? - 6(-2) + 3 = 27
s f(-1)=2-(-1)°-6(-1) + 3 =12
- f(0)=2-0°-6-0+3=3

= f(1)=2-12-6-1+3=0

- f(2)=2-22-6-2+3=3

- f(3)=2-3°-6-3+3=12

- f(4)=2-42-6-4+3=27

E possivel notar que a funcdo f(x) é crescente, tanto & esquerda quanto a direita do ponto
critico (que nesse caso, é de inflexdo). Vamos analisar, agora, o comportamento da sua deri-
vada f'(x) a partir da derivada segunda de (x):

f'(x) = 6x - 6

A derivada segunda "(x) ¢ uma func&o do primeiro grau, crescente, cuja raiz é igual a

1. Isso significa que ela é negativa para valores de x menores que 1 e positiva para valores
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maiores que 1. Isso indica que a derivada primeira f'(x) € decrescente para valores de x me-
nores que 1 e crescente para valores maiores que 1. Se considerarmos x = 1, que é o ponto

critico, a derivada segunda se anula.

5% EXEMPLO 3.10

Considere, agora, a funcéo f(x) = —x® + 3x? — 3x + 3 que também tem ponto inflexdo quando
x= 1. No entanto, na vizinhanga préxima a esquerda desse ponto, a fungdo é decrescente e,

a direita, também. O grafico desse fungdo é mostrado na figura 3.13.

Ay

Y

1 ! 2\3

Figura 3.13

Sua derivada é:

fi(x) = -3x?2 + 6x -3

Tomando valores arbitrérios de x e calculando, para cada um deles, a derivada de f(x),

temos:

+ f(-2) = -3 (<2)? + 6(-2) -3 = -27
s f(-1)=-3-(-12+6(-1)-3=-12
f(0)=-3-02+6-0-3=-3
f(1)=-3-124+6-1-3=0
f(2)=-3-22+6-2-3=-3
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- f(3)=-3-3°+6-3-3=-12
- f4)=-3-42+6-4-3=-07

Nesse caso, notamos que a funcéo f(x) é decrescente, tanto a esquerda quanto & direita
do ponto critico (que, aqui também, é ponto de inflexdo). Vamos analisar o comportamento da

sua derivada f'(x) a partir da derivada segunda de f(x):
f'x)=-6x+6

A derivada segunda f"(x) é uma funcéo do primeiro grau, decrescente, cuja raiz € igual a
1. Isso quer dizer que ela é positiva para valores de x menores que 1 e negativa para valores
maiores que 1, isto €, a derivada primeira '(x) é crescente para valores de x menores que 1
e decrescente para valores maiores que 1. Se considerarmos x = 1, que é o ponto critico, a

derivada segunda se anula.

EXEMPLO 3.11

Neste exemplo, vamos ver que pode ocorrer um ponto de inflexdo (mudanca de concavidade)
sem que se tenha f'(x) = 0. Considere a fungéo f'(x) = x® — x + 1. Observe sua representacgéo
gréfica na figura 3.14. Em destaque, podemos ver que ha um ponto de inflexao de coorde-
nadas (0,1) e é possivel perceber que, nesse ponto, a derivada primeira é diferente de zero.
Também, pela anélise do gréfico podemos ver que a fungéo ponto de maximo e de minimo
locais, mas, agora, vamos nos preocupar apenas com o ponto de inflexao.

Como o ponto de inflexdo dessa fungéo ndo surge quando fazemos f'(x) = 0, entéo

devemos igular a derivada segunda a zero e resolver a equagao resultante, como mostrado

a seguir:
f(x) =0
6x=0
x=0

O célculo s6 veio confirmar o que j& podiamos ver no gréfico. Quando x = 0, a fungéo
muda de concavidade. Como "(x) < 0, quando x < O, entdo concluimos que, nesse intervalo,
a concavidade € voltada para baixo. Para valores de x > 0, temos f'(x) > O e, consequente-

mente, a concavidade da fungéo é voltada para cima.
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Pelos resultados apresentados nos exemplos 3.7-11, podemos apresentar um procedi-

mento para classificar pontos criticos de quaisquer fungdes.

Diretrizes para determinar e classificar os pontos criticos de uma funcao

Considere uma funcéo f(x) continua em um intervalo |. Para determinar e classificar os

seus pontos criticos nesse intervalo, vocé pode seguir os seguintes passos:

1. Derive a funcéo f(x), obtendo f'(x).

2. Iguale a sua derivada primeira a zero para determinar o(s) ponto(s) critico(s):
f'(c) = 0.

3. Sendo ¢ um ponto critico da funcéo, obtenha a derivada segunda f"(x) e calcule

seu valor para x = c.

4. Paraavaliar se ¢ é ponto de méximo, minimo ou inflexdo considere o seguinte:

. se f'(c) = O, entdo a funcéo f(x) tem uma inflexdo em ;
Il se f'(c) > 0, entéo a funcéo f(x) tem um minimo local em ;

lll. se f'(c) < 0, entéo a funcao f(x) tem um maximo local em .

5. Para verificar se hd mais algum ponto de inflexdo (nos casos em que f'(c) = 0),

determine o valor de c tal que f'(c) = 0.

Vamos aplicar essas diretrizes nos exemplos seguintes:
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EXEMPLO 3.12

Considere a fungéo f(x) = —x* + 2x? + 6. Vamos determinar seus pontos criticos (se eles
existirem) e classfica-los.

Seguindo as diretrizes apresentadas anteriormente, primeiro, devemos obter a derivada
de f(x):

fi(x) = —=4x3 + 4x
Igualando essa derivada a zero e resolvendo a equagao resultante, temos:

f(x) =0
-4x3 + 4x=0
X(-4x* + 4)=0
Dai, podemos concluir que:
—4x3 4+ 4x=0
x=0 ou -4x2=-4
x2 =1
X =+1
As raizes da derivada primeira sao, portanto, =1, O e 1. Esses séo os pontos criticos da
funcéo f(x).

Para classifica-los, precisamos da derivada segunda de f(x) que é:
f'"(x) = —12x2 + 4x

Calculando o valor dessa derivada segunda para cada um dos pontos criticos, chegamos

as conclusdes desejadas, como mostrado a seguir:

s f"(-1)=—-12(-1)’+4=-8<0=x=—1 é ponto de maximo local;
« £"(0)=-12-0*+4=4>0=x=0 ¢ ponto de minimo local;

* f"1)=-12-1’+4=-8<0=x=1 ¢ ponto de maximo local;
Afigura 3.15 apresenta o grafico da fungéo f(x) = —x* + 2x* + 6. Note que o minimo local

obtido ndo se configura como minimo absoluto, pois a funcao assume valores ainda menores

a medida que x aumenta ou diminui indefinidamente.
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Quando determinamos, por exemplo, um ponto de maximo (ou minimo) local, estamos
obtendo o valor de x que torna o valor da fungéo méximo (ou minimo) e n&o o valor maximo
(ou minimo) da funcéo. Nesse exemplo, se quisermos determinar os valores maximos e o
minimo local, devemos calcular o valor da funcéo para cada um dos pontos criticos obtidos.

Vejamos:

=) == (1) 4+ 212+ 6=7
= f0)=-0"+2-02+6=6
(D) =-1"+2-12+6=7

Concluimos, entéo, que o valor maximo (absoluto) que a fungéo assume é 7 e que 6 é um
minimo local, pois, podemos perceber, analisando o seu gréfico que a fungéo assume valores
que tendem a — oo,

Para verificar se ha algum ponto de inflexdo, vamos igualar a derivada segunda a zero e

resolver a equacgao resultante:

S"(x)=0
—12x*+4=0
—12x* =—4
2=l

3

w|&

3B

A funcao, portanto, tem mudanga de concavidade nos pontos de abscissas T e —T,
que sdo também indicados na figura 3.15. Se vocé quiser determinar a concavidade em cada
um dos intervalos resultantes, calcule o valor da derivada segunda para um valor qualquer
do intervalo em questao. No caso da funcéo que estamos estudando, a partir dos pontos de

inflexdo obtidos, podemos destacar trés intervalos para analisar a concavidade:
B (BB (B
0, || T | €| TP
3 3°3 3

Como podemos escolher qualquer valor de cada um dos intervalos, convém facilitar os

célculos, escolhendo valores inteiros. Para cada uma deles, vamos considerar, respectiva-
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mente, os valores —1, 0 e 1 (note que tais valores ja foram utilizados para determinar o valor

da derivada segunda). Como j& vimos:

3
* ') =-8<0=em {—W,—T] a funcéo tem concavidade voltada para baixo;

V3 3

« f'(0)=-12>0= em (_T’TJ a fungéo tem concavidade voltada para cima;

= f"(HD=-8<0= em (?,w} a fungéo tem concavidade voltada para baixo.

A

by

~
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Figura 3.15

5 EXEMPLO 3.13

Vamos determinar e classificar os pontos criticos da funcéo f(x) = cos x + sen x, no intervalo
[0,27] .
Derivando f(x), temos:

f(x) = — sen x + cos x

Igualando f'(x) = 0, temos:
f(x)=0
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-senx+cosx=0

COsS X = sen x

Os valores de x que satisfazem a equagdo acima, no intervalo considerado, s&o:
# 3% 5# 7# . " x
O e —. Eles s&o os pontos criticos da funcéo f(x).

A derivada segunda é dada por:
f'(x) = — cos x — sen x

Calculando o valor da derivada segunda para cada um dos pontos criticos obtidos, pode-
mos concluir sobre os extremos ou inflexdes da funcéo. Veja a seguir:
; ,,(71 j T n 2 2

Tle—cosZosen =X N2l _Hco=mx=2 to de méxi
4 D 4 & ponto de maximo;

f-|(3_ﬂj:_0053_ﬂ_sen 3_ﬂ:£_£:0:>x:3_ﬂé ponto de inflexao:

4 4 4 2 2 4 ’

. f"(s—ﬂjz— ss—ﬂ— 5—ﬂ'=£+£=\/§>0:>x=5—ﬁépon‘[odeml’nimo;
4 4 2 2 4

. f"[lr}:— S7—ﬂ— H7—ﬂ=—£+£=0:>x=7—ﬂ é ponto de inflexo.
4 4 2 2 4

Nas extremidades do dominio da funcao, ela assume os seguintes valores:

= f(0)=cosO0+sen0=1+0=1;
f(On) = cos 2n +sen2x =1+ 0 =1,

. , T T .
Podemos, portanto, concluir que os pontos de abscissas x=— e x= 7 s&o, respec-
tivamente, pontos de maximo e de minimo absolutos da func¢éo no intervalo considerado.

A figura 3.16 apresenta do gréfico da fungéo .
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O processo de determinagdo de méximos e minimos de func¢des serd utilizado na préxi-
ma se¢do, em algumas aplicagdes praticas bem interessantes. Ele é fundamental em diver-

sos problemas de otimizag&o.

3.5 Modelagem e otimizagao

Na resolucdo de problemas, dos tipos mais diversos, ¢ comum observarmos
as varidveis envolvidas no fendmeno em questdo para percebermos a relacao
entre entre elas. Em seguida, buscamos técnicas matemadticas que possam au-
xiliar na resolucdo do problema, tornando esse caminho mais simples e fécil.
Esse tipo de processo passa pelo que chamamos modelagem matemdtica,
que € o procedimento pelo qual escrevemos na linguagem matemadtica a rela-
cdlo entre as varidveis envolvidas em um determinado fendémeno para, depois,
buscarmos as técnicas matemadticas adequadas para a obtencéo da solugédo do

problema.
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Entre as técnicas mais utilizadas, no Cdlculo Diferencial e Integral, apds a
modelagem, estd a otimizacdo, que consiste em minimizar ou maximizar uma
ou mais varidveis envolvidas no problema. Considere, por exemplo, que um ge-
rente de producio possa estar interessado em determinar qual deve ser a quan-
tidade produzida de certa utilidade para que o seu custo unitdrio seja minimo.
Ou podemos estar interessados em determinar qual deve ser a quantidade pro-
duzida e vendida de certo bem para que se tenha lucro maximo.

Vamos comecar a ilustrar um processo de modelagem e otimizacdo através

de um exemplo pratico, que nio é dificil de compreender. Veja a seguir.

EXEMPLO 3.14

Voce dispde de um pedago retangular de papeléo, de dimensdes 40 cm e 60 cm e devera
dobré-lo (perpendicularmente & base), como indicado na figura 3.17, de tal forma a obter

uma caixa (sem tampa) na forma de paralelepipedo que tenha o maior volume possivel.

X X

40 cm //4
40 - 2x

|

x x 60 - 2x

60 cm

Se, apds realizadas as dobras, a caixa tiver altura igual a x, a largura e o comprimento de
sua base terdo medidas expressas por 40 — 2x e 60 — 2x. Sendo assim, o seu volume V
poderd ser expresso por:

V(x) = x (40 - 2x) (60 — 2x) (3.8)

A expresséo em (3.8) pode ser escrita na forma polinomial, como mostrado a seguir:

V(x) = 2.400x — 200x2 + 4x° (3.9
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O problema, aqui, consiste em determinar a medida x que proporcionard o maior volume
V possivel. Vamos, entéo, determinar o ponto de méximo (se ele existir) da funcdo V(x). Para

isso, vamos resolver a equagéo V'(x) = O para determinar os pontos criticos da fungéo V(x);
2.400x — 400x + 12x2=0 (3.10)

As raizes (aproximadas) da equagdo (3.10) séo 7,8 e 25,5. Como n&o € possivel, nessa
aplicacéo, que x assuma valor igual ou maior que 20 (pois uma das dimensdes da cartolina
é igual a 40 cm e, portanto, ndo ha como construir uma caixa em que as abas tenham 20
com ou mais), entdo vamos considerar apenas o ponto critico x = 7,8 cm. Precisamos, no
entanto, verificar se esse ponto é de méximo. Para isso, vamos utilizar a derivada segunda

da funcéo volume:
V'"(x) = — 400 + 24x 3.11)
Substituindo x por 7,8 na expresséo em (3.11), temos:
V'(x) =-400+24-78=-2128

Como o valor obtido é negativo, podemos concluir que x = 7,8 (valor aproximado) é ponto
de maximo da fungéo. Logo, o maior volume da caixa ocorrera quando ela tiver dimensdes:
7,8 cm; 24,4 cm (que é igual a 40 — 2 - 7,8) e 44,4 cm (que é igual a 60 - 2 - 7,8).

EXEMPLO 3.15

Suponha que desejamos construir cilindros utilizando chapas metélicas, sendo que cada um
devera utilizar exatamente 500 cm? de material, desprezando as dobras e encaixes. Quais
devem ser, entdo, as dimensdes (altura e raio), em centimetros, para que o seu volume seja
maximo?

A figura 3.18 apresenta um esquema com as indicagdes das medidas h (altura do cilin-

dro) e r (raio da base do cilindro).
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A quantidade de material utilizada em cada cilindro é dada pela superficie total (externa)
do cilindro. Essa superficie, que denotaremos por S, é a soma das superficies das duas bases
(que sdo circulos de raio r) com a superficie lateral (que é um retangulo de base igual a 2mt r

e altura h). Sendo assim, podemos escrever:

S = area lateral + area das bases
S=2xrh + 2 r?

De forma fatorada, podemos expressar a superficie S como:
S=92nrth+7r) (3.12)

Como a superficie deve ser igual a 500 cm? entio podemos reescrever a expresséo em
(3.12), na forma:

2nr(h +r) =500 (3.13)

Agora, vamos isolar a varidvel h, para que a relagdo entre ela e o raio fique na forma
explicita. Vale ressaltar que, nesse ponto, podemos escolher a varidvel que seré isolada. Vocé
deve escolher aquela que torna esse processo mais simples, mas, seja qual for a escolha, o
resultado final deve ser o mesmo. Isolando, portanto, h a partir da expresséo (3.13), temos:

250
=—-r
Tr

h (3.14)
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Agora, partiremos para a funcéo que desejamos otimizar, nesse caso, maximizar, que
é a funcao que fornece o volume do cilindro. Ela é expressa em funcéo do raio r da base e

da altura h, como a seguir:
V=nr’h (3.15)
Para maximiza-la, precisamos, antes, escrevé-la em funcéo de apenas uma das variaveis,
r ou h, pois, teremos que deriva-la. Como em (3.14) temos a altura h expressa como uma

fungéo do raio r, entéo, substituindo essa expressdo em (3.15), teremos a fungéo volume V

expressa em relagao ao raio r, como mostrado a seguir:
V=mur (@ - rj
Ty
Simplificando a expresséo obtida, chegamos a:
V=960r-nr (3.16)
A derivada da func&o volume V em (3.16) é:
V=250-3nr? (3.17)

Igualando a derivada em (3.17) a O e resolvendo a equagéo resultante, chegamos aos

seus pontos criticos. Vejamos:

V'=0
250-37 =0
37 r* =250
3
r==% @
3
r=45 E
3
. . » 10
Como r > 0, entdo consideraremos como ponto critico apenas »=5,[— .
T
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Agora, precisamos verificar se esse ponto critico € ponto de méximo ou néo. Para isso,

vamos realizar o teste com a derivada segunda de V. A derivada segunda € dada por:
V'=-6ar (3.18)
Calculando o valor da derivada segunda em (3.18) para o valor critico obtido, temos:

Como o valor obtido é menor que zero, entdo o ponto critico ¥ = 5@ é realmente um
ponto de maximo da fungdo V. Dizemos que ele é o ponto que maximiza a funcao V. Esse
valor, considerado para o raio, otimiza ngao volume, isto €, nas condi¢bes apresentadas,
se o raio for de medida igual a 7 = 5\/:—:J cm, o cilindro que serd obtido serd o de maior vo-
lume possivel. Mas para “conhecer” de fato esse cilindro, ainda precisamos saber qual deve

ser sua altura. Antes, vamos obter uma aproximacgao para a medida do raio:

r=>5 2;5,15 cm
3r

Se retomarmos a relagéo em (3.14), chegamos ao valor (aproximado) desejado de h:

h=@—r;10,30 cm
Tr

Vocé pode certificar-se que um cilindro com raio igual a 5,15 cm e altura igual a 10,30
cm, tem superficie (aproximadamente) igual a 500 cm? e o volume serd (aproximadamente)

0 maior possivel.

EXEMPLO 3.16

Uma bateria tem voltagem fixa V =12 volts (V) e sua resisténcia internar = 2 Q (ohm) liga-se
a um circuito cuja resisténcia é varidvel. Se denotarmos por R a resisténcia de§8el 8jcuito, a

sua corrente elétrica, em Ampere (A) serd expressa pela Lei de Ohm:

=12
R+2
A forga resultante P (em W) é dada por:
P=2R (3.20)
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Como podemos determinar o valor da resisténcia R que proporcionara forca méxima? E
qual é a forca méxima?

Primeiro, devemos verificar qual é a fungado que desejamos maximizar e em relagéo a
qual varidvel independente ela deverd ser expressa. No caso desse exemplo, a fungéo que
desejamos maximizar é fungéo P, que expressa a forga. Ela devera ser expressa em fungéo
da varidvel R. Isso significa que devemos obter P apenas em funcéo de R para que possamos
maximiza-la em relagéo a essa variavel. Portanto, nosso primeiro passo, aqui, € obter a fungéo
P(R), funcao forca em relacéo a resisténcia R.

A expresséo (3.20) apresenta a forca P em fungéo da corrente elétrica | e da resisténcia
R. Como a expressao (3.19) apresenta justamente a corrente elétrica em fungéo da resistén-

cia, podemos substitui-la na expresséo (3.20), como apresentado a seguir:

2
p:[ 12 jR
R+2
_144R
—(R+2)2 (3.21)

__ R
R*+4R+4

P=144

Lembre-se que V é uma constante (voltagem fixa). A partir de agora, devemos derivar a
funcéo P e igualar essa derivada a zero para determinar os pontos criticos de P. A derivada
de P é:

, -R*+4
P'= 144ﬁ (329)
(R +4R+ 4)
Igualando a derivada em (3.22), temos:
-R*+4
144ﬁ =0 (3.23)
(R*+4R+4)

Como R representa valores positivos, entédo a expresséo R? + 4 R + 4 também é positiva.

Sendo assim, a solucéo da equacédo em (3.23) serd obtida fazendo:

-R°+4=0=R=2 (R>0)
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O ponto critico R = 2 é ponto de méximo (vocé pode certificar-se disso, calculando a
derivada de segunda de P para R = 2.). Para determinar qual é a o valor da forca maxima P,

vamos substituir R por 2 na expressao (3.21):

P.. :1442;=36 w
2°+4.2+4

Para se conhecer o valor numérico de P__ € preciso conhecer a voltagem do circuito.

As aplicagbes das derivadas s@o inimeras e nas mais diversas dreas do conhecimento.
Nas ciéncias exatas, sociais e naturais hd uma infinidade de situagées em que o conhe-
cimento de taxas de variacdes de funcdes e seus valores extremos sédo fundamentais no
desenvolvimento, fundamentagéo e aplicagao de teorias. Neste capitulo foram apresentados
apenas alguns exemplos de tais aplicagdes, mas que servem de base para que vocé com-
preenda os conceitos e domine as técnicas necessdrias a aplicagdo desse que é um dos
principais assuntos da matemaética. No préximo capitulo, vocé conhecera outro tépico do
Calculo Diferencial e Integral téo importante, em suas aplicages, quanto as derivadas. E um
processo que, inicialmente, serd apresentado como uma espécie de “operacao inversa” do
processo de derivagdo: a integral. Para um bom aproveitamento no estudo das integrais é

imprescindivel o dominio das técnicas de derivagéo e do significado de uma derivada.
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Integracao



4.1 Integral indefinida

As operacdes matematicas elementares possuem suas operacdes inversas.
Com o processo de derivacdo nio € diferente. O processo inverso ao da deriva-
¢do € o da integracdo. Este capitulo é voltado ao estudo das integrais. Veremos
definicdes, significados, caracteristicas e propriedades das integrais. Apesar de
algumas aplicacdes serem apresentadas, o Capitulo 5 é que sera destinado a
apresentar as principais aplicacdes das integrais.

Até o momento, calculamos a derivada f'(x) de uma funcéo f(x) pararesol-
ver diversos tipos de problemas. Vocé certamente se lembra dos casos em que, a
partir da funcio posicido de um movel, conseguimos determinar sua funcéo ve-
locidade. Se denotamos a funcdo posicdo (em relacdo ao tempo x) por f(x) ,a
funcio que fornecera a velocidade desse mével no instante x sera dada por sua
derivada f'(x) . Mas, e se conhecemos apenas a funcéo velocidade f'(x) , € pos-
sivel determinar sua funcéo posicdo f(x) ?

A resposta é “sim”. A operacdo que nos permite realizar esse tipo de processo
¢ denominada integracdo. Se f'(x) ¢é a derivada de f(x) , podemos dizer que
f'(x) é uma integral de f(x) . As derivadas e as integrais sdo os instrumentos
mais importantes do Calculo Diferencial e Integral.

Nos capitulos anteriores, vimos que, dada uma funcdo f(x) ,a sua derivada
f'(x) € unica. Isto significa que conseguimos determinar exatamente a derivada
f'(x) apartir da funcdo f(x) , quando essa derivada existe, isto é, quando f(x)
€ diferencidvel. No entanto, quando vamos realizar o processo inverso (integra-
cdo),aintegral f(x) dafuncio f'(x) ndobem definida, tanto que € denominada
integral indefinida. Veja o exemplo 4.1 para compreender melhor o motivo dessa
denominacio.

EXEMPLO 4.1

Considere a funcdo f(x)=x>+3x—5 .Sua derivada é f'(x)=2x+3 . Agora, imagine-se
tentando determinar a fungéo original f(x) a partir de sua derivada f'(x) . N&o é dificil
perceber que “2x" € a derivada de “x?" e que “3" € a derivada de “3x". Mas, quando derivamos
um constante, como “-5", por exemplo, o resultado é sempre zero (seja qual for a constan-
te). Portanto, qualquer outra fungéo que tenha a forma f(x)=x*+3x+C , sendo C uma
constante arbitrdria, tem como derivada f'(x)=2x+ 3 . Costumamos dizer, nesse caso, que

f(x)=x*+3x+C éuma antiderivada de f(x) .
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A partir de agora, vamos denotar por F(x) a antiderivada de f(x) .

LY CONCEITO

Definicdo de Antiderivada
Dada uma fungéo f(x) definida em um intervalo |, dizemos que F(x) é uma antideri-
vada de f(x) se

F'(x)= f(x)

para todo e qualquer x em .

8% EXEMPLO 4.2

Encontre a antiderivada geral de f(x)=2 .

No Capitulo 2, vimos que a derivada de uma fungéo da forma “ ¢-x”, em que c é uma

W

constante, € igual a “c’, pois,

d(cx) dx
=Cc—=C
dx dx

Entdo, podemos concluir que F(x)=2x é uma antiderivada de f(x)=2 . Para obter
outras antiderivadas dessa funcéo, basta somar qualquer constante a F(x)=2x . As fun-

¢Oes seguintes também séo antiderivadas de  f(x)=2 :

F(x)=2x+5
7
F(x)==+2
x) S t2x
F(x)=2x-1

Podemos escrever a antiderivada geral d e f(x)=2 na forma:

F(x)=2x+C

em que C é uma constante.
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5% EXEMPLO 43

Encontre a forma geral da antiderivada de f(x)= senx .

Uma das regras de derivagao que vimos é

d(cosx)
dx

—sen x

Portanto, a funcéo cuja derivada é igual a “sen x" é F(x)=—cosx . Sendo assim, a anti-

derivada geral de f(x)= senx é:

F(x)=—-cosx+C

com C constante.

8 EXEMPLO 4.4

Determine a antiderivada geral de f(x)= e,

Xy

Derivadas de funcdes do tipo “e™ " sdo sempre iguais ao produto de uma constante com

[l

e” " com c constante. Vamos “experimentar” uma fungéo da forma F(x)= ke™ e determi-

nar a sua derivada:

F'(x)=-3ke™

1
Note que se tomarmos -3k =1, que equivale a k = —5, a derivada em (4.1) iguala-se a
f)= e, Logo, podemos considerar que
1 5
F(x)=——¢"
(x) 3
é uma antiderivada de f(x)=e>" | pois F'(x)= f(x).
Sendo assim, a antiderivada geral de f(x) = e &
1 —3x
F(X)=—§€ T+ C

Se duas fungdes F,(x) e F(x) tém derivadas iguais, entdo concluimos que:

F(x)=Fy(x)+C
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ou

F&x)-Fx)=C

Isto quer dizer que elas se diferem por uma constante, ou seja, seus gréficos tém com-
portamentos idénticos no que diz respeito as suas respectivas taxas de variagéo, como ilus-

trado na figura 4.1.

Aky

F.(0

F,()

Considere uma funcéo f(x) cujas antiderivadas tenham a forma F(x) + C. A notagéo uti-

lizada, nesse caso, é

[ f@ydx=Fx)+c

que é conhecida como integral indefinida de f(x) e representa o processo de antidiferen-
ciacéo de f(x).

Osinal | "é conhecido como sinal da integral. A fungéo f(x) € denominada integrando e
a constante C € a constante de integracdo. Ja termo “dx” serve para identificar em relagéo a
qual variavel deve ocorrer o processo de antidiferenciagéo. Por enquanto, estamos trabalhan-
do com fungdes que sdo expressas em relagdo a uma Unica varidvel. No entanto, no processo
de antidiferenciacéo de funcdes de mais que uma varidvel (que é assunto do Célculo Dife-
rencial e Integral Il), € necessdrio indicar em relacéo a qual delas tal processo seré relizado.

A expresséo

_[f(x) dx

é conhecida por integral indefinida de f(x) e denota a familia de todas as antiderivadas de f(x).
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Como o processo de integracéo € inverso ao de derivagdo, em muitos casos, conse-
guimos determinar a integral indefinida de uma fung&o a partir de uma regra de derivagéo.

Considere, por exemplo, a derivada da expressdo “x?’, que é “2x". A regra utilizada nesse

processo de derivacao é

dex") _
dx

De fato, considerando que n = 2, temos:

d(x*) _
dx

257 =2x

Agora, para chegarmos a expressao “x?", a partir da expresséo “2x", podemos fazer

xl+l
1+1
2

=2Xic
2

jzx dx=22—+C

=x’+C

Note que, na aplicagio da regra de derivacdo em (4.2), o expoente da expressao “x?" aparece
multiplicando a varidvel x e o novo expoente é obtido subtraindo-se “1” do expoente “2". No pro-
cesso inverso, portanto, o expoente deve ser acrescido de uma unidade e esse novo expoente
aparece dividindo a expressao. Podemos, entéo, estabelecer a seguinte regra de integragéo:

n+l
jx" dx="—1+cC
n+l1

Para provar sua validade, vamos derivar (em relacéo a x) a expresséo

n+l
X

n+1

e mostrar que ela seré igual a * x" ":

xn+]
“(m]:g(m

dx n+1 dx
_ n+1xn+]71
n+1
:xn
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4.2 Integrais imediatas e integracéo por
substituicao

Note que € possivel determinar algumas integrais apenas conhecendo as regras
de derivacdo. Dizemos que sdo integrais imediatas, pois, resultam apenas da
aplicacdo de regras elementares e nio necessitam do uso de nenhum artificio
algébrico complementar.

A seguir, sdo apresentadas algumas dessas regras elementares de integra-
cdo. Cada uma delas pode ser demonstrada a partir da derivacdo da expressido
a direita até chegar a funcdo que compde o integrando, isto é, a verificacdo da
validade da regra pode ser feita através do processo inverso a integracdo que € o
de derivacdo. Portanto, sugere-se uma consulta as regras de derivacdo apresen-
tadas no Capitulo 2 para compreender melhor as regras de integracdo a seguir.

Regras elementares de integracao
Considere a, n, k e C constantes, com a > O.

L Jkdx=ke+C
n+l

Il X' dy=2
J. n+l

+C, para todo n real diferente de — 1.
MMl I senx dx=—cosx+C

IV. J. cosx dx=senx +C

V. J- sec’x de=tgx +C

VI. J. csc’ x dx=—cotgx +C

VII. J.cscx- cotg x dx=—cscx+C

VIII. J.secx- tgx dx=secx+C

1
IX. I1+x2 dx =—cotg x+C

1
X, _[ o dx =arc sen x+C

1
XI. J. dx =—arc cos x+C
1-x°

XII. J.1+1x2 dx=arctgx+C
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1
XIII. Jm dx =—arc csc x+C
XIV. j

1
————=dx=arcsecx+C
|2 Vx* =1

1
XV. j1+xzdx=—arc cotgx+C

XVI. J.a‘“ ‘Ina dx=a"+C

XVl [e'dv=e"+C
1
xvin | ——

XIX. J% dx=In|x+C

+C

dx =log, |x]

Além das regras apresentadas, podemos estabelecer mais algumas, a partir
das regras de derivacdo. Lembre-se, por exemplo, que dadas duas fun¢des deri-
vaveis, f(x)e g(x), a derivada da soma ou subtracdo f(x)=*g(x) € igual a soma ou
subtracdo de suas derivadas, isto é,

d[f(x) £ g(x)] d[f(X)]id[g(X)]

dx dx dx

Dai, podemos concluir que a integral de uma soma ou subtracéo de funcdes

¢ igual a soma ou subtracio de suas integrais:

.[[f(x)ig(x) ]dxz J.f(x) dxijg(x) dx

Da mesma forma que a derivada do produto e a derivada do quociente de duas fungdes
néo sdo iguais, respectivamente, ao produto das derivadas e ao quociente das deriva-
das de suas funcoes, a integral de um produto de fungdes nédo € igual ao produto de
suas integrais e, também, a integral de um quociente de duas fungdes nédo € igual ao

quociente de suas integrais.

[ £)-g0dx# [ f(x) dx- [ g(x) dx

104 170
8(x) Jg(x) dx
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O caso em que integramos uma funcfo na forma “ - f(x) 7, em que k € cons-
tante, é semelhante ao da derivada desse tipo de funcéo. A derivada do produto
de uma constante com uma funcéo é igual ao produto da constante pela deriva-
da da funcio f(x), isto é,

d[kf ) _  d[f)]

dx dx

No caso da integral de “k- f(x)”, o resultado serd o produto de k pela inte-

gral de f(x), como se segue:

[k ) dx=k[ f(x) dx

O proximo exemplo apresenta alguns casos de funcdes cujas integrais
podem ser obtidas através da aplicacdo das regras de integracdo de forma

imediata.

EXEMPLO 4.5

Em cada um dos casos seguintes, integre a fungéo dada. Fica como sugestao que vocé, apds
a integracéo, derive o resultado (utilizando as regras de derivacdo abordadas no Capitulo 2)

para obter a funcéo do integrando.

f) jx3 dx

9) j (5x+x¥)dx
N [P

) j f%dx

D j(S + sen x)dx
Ko ¥ ax

) jcmﬂdx

cscx
m) j(e" —cosx)dx

Resolucées
a) Considerando a regra (Il) de integragéo e substituindo n por 3, temos:
3+1

4
J.x3dx=x +C="4C
3+1 4
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b)  Considerando que a integral da soma de duas (ou mais fungdes) é igual & soma de suas
integrais e que a integral do produto de uma constante por uma fungéo € igual ao produto da

constante pela integral da fungéo, entdo podemos escrever:

j(5x+x2)dx=j5x dx+jx2dx
:5Jx dx+jx2dx

Aplicando, a regra (Il) nas integrais acima, chegamos ao resultado desejado:

3

2
[Gx+aydr=5"+C +-+C,
2 3

2 3
:5%+%+CI +C,

Como C, e C, s&o constantes, podemos substitui-las, simplesmente, por C:

2 3
J(5x+x2)dx=5i+x—+c
2 3

Para agilizar a determinag@o de integrais, como no caso do item (b) do exemplo 4.5, néo
ha necessidade de inserir varias constantes (uma para cada parcela que é integrada),
pois, ao final do processo de integragéo, todas as constantes existentes na expresséo
serdo substituidas por uma Unica constante. Veja que no exemplo mencionado, ao final,

substituimos C1 + C2 por C.

c) Naresolugdo a seguir séo aplicadas a propriedade (4.4) & regra de integracéo (XIX):
jﬁdx =3[ Lar
X X

:3ln|x\+C

d) Naresolugéo a seguir, sdo aplicadas a regra (Il) de integracéo e a propriedade (4.4):

J-—%dx:—ﬂ%dx

= —7J.x’2 dx

—2+1
X

—2+1

=7 +C
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e) Aresolucdo a seguir utiliza-se da igualdade em (4.3) e das regras de integracéo (1) e (lll):

j(5+ senx)d;c:js dx + jsenx dx
=5x+(—cosx)

=5x—cosx

f) Para integrar uma raiz, como ocorre neste item, primeiro escreva-a na forma de potén-

cia. Em seguida, aplique a regra de integracéo (Il), como mostrado a seguir:

g) Agora, vamos utilizar as igualdades trigonométricas para simplificar o integrando e, em
seguida, aplicar a regra de integraco (IV):

Cosx

[ e g

sen x

COSXx-sen x
_feosrseny
sen x

:jcosx dx

=senx+C

h)  Aresolugdo a seguir utiliza-se da propriedade (4.3) e das regras de integracéo (IV) e (XVII):

I(e" —cosx)dx = j(e*' —cosx)dx
=Je"dx—fcosx dx

=¢" —senx+C
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A aplicagéo das regras de integracao de forma imediata € a primeira opcéo de resolugao
de uma integral. Muitas vezes, essa aplicacdo ndo € assim tao imediata, pois requer uma
transformagao algébrica, como aconteceu nos itens d, f e g do exemplo 4.5. Mas, é preciso,
num primeiro momento, tentar reconhecer a forma do integrando e comparé-la com as regras
apresentadas.

Entretanto, ha diversos casos em que néo € possivel a aplicagdo de tais regras sem a
utilizagdo de outros artificios. O processo de integracdo, geralmente, € mais complexo que
o de derivacdo. Tanto que teremos um capitulo (o Capitulo 6) destinado somente a apre-
sentar algumas técnicas de integragéo. Por enquanto, vamos trabalhar com integrais cujas
resolucdes sdo mais simples, que podem ser resolvidas praticamente com a utilizagéo direta
das regras (como as que ja vimos) ou aplicando algumas substituicdes algébricas antes de
utilizé-las, como as que veremos, a partir de agora, até o final desta secéo. Utilizaremos o
chamado Método da Substituicdo para resolucéo de integrais. Vamos apresenta-lo nos pré-

ximos exemplos.

EXEMPLO 4.6

Vamos calcular a integral J\/x+5 dx .

Afuncdo f(x)=+x+5 dointegrando pode ser escrita, na forma composta, como

ol —

f=u

u=x

5

+

Podemos, entéo, escrever

U

A = du=dx
dx

Considerando as igualdades em (4.5) e (4.6), podemos reescrever a integral na forma:

J.\/X+5 dx:J.u% du

Como
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e sabendo que u=x+5 , podemos, entdo concluir que
J.,/x+5 dx:w-‘—c

_ (2x+103)\/x+5 +C

Vocé viu que conseguimos escrever a integral em uma forma conhecida através da subs-

tituicdo de Vx+5 pela varidvel auxiliar u. Esse é o objetivo do método da substituicao para a

resolugdo de integrais. Veja sua definigdo a seguir.

Definicado — método da substituicao
Seja F(x) uma antiderivada de f(x). Entéo, a integral de uma funcéo da forma f(g(x))-g'(x)

€ dada por
[ () g (x)dx = F(g(x))+C

Considerando u = g(x) e du=g'(x)dx, entdo a expressdo (4.7) pode ser reescrita na

forma
j fu du=F(u)+C

Vamos a mais um exemplo de resolugao de integral pelo método da substituicao.

EXEMPLO 4.7

Resolva a integral J(3x2 +7) xdx .
Vamos considerar u = 3x* +7. Sendo assim,

ﬂ:6x:>du:6xdx
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Note que, para realizar a substituigdo, é preciso dividir a expresséo por 6, que equivale a

multiplica-la por % . Portanto,

xdx=ldu
6

Dal, podemos efetuar a substituigo e resolver a integral, como apresentado a seguir:
I(3x2 +7)xdx= J.u4 -ldu
6
= éju“ du
5
LN +C
6 5

=—+C
30

Como u=3x>+7 , entdo podemos concluir que:

:M+C

f 3x*+7) x dx
30

Vamos a mais um exemplo.

2 EXEMPLO 4.8

Utilizando o método da substitui¢do, vamos determinar a integral

J.cos(3x) dx

1
Tomando #=3x , temos du = 3dxzdx:§du .

Portanto,
1
cos(3x)dx = | cosu-—du
[eos3rydr=[cosu-~
1
:§Jcosudu

1
=—senu+C.

Como u=3x ,entdo
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j cos(3x) dx = % sen (3x)+C.

O préximo exemplo apresenta mais um caso de integragéo por substituicdo, agora, envol-

vendo uma funcéo na forma de quociente.

EXEMPLO 4.9

Calcule J.f7+1
x +3x=5
Nos exemplos anteriores, vimos que, ao se escolher a substituicdo u = f(x) a ser feita, a
derivada u' deve ser tal que contenha os demais termos do integrando para que seja possivel
reescrever a integral apenas na varidvel u. Veja o que acontece nesse caso. Se escolhermos
a substituicgo u =x+3x -5, note que, a partir de sua derivada, é possivel fazer “surgir” o
restante do integrando, mesmo que apareca uma constante multiplicando ou dividindo os
demais termos. Isso nao sera problema, pois € possivel “retirar’ essa constante do integrando.
Veja como, a seguir.

Derivando u e escrevendo a expressao resultante na forma fatorada, temos:

d—u:3x2+3
dx

=3(x"+1).

Agora, veja que é possivel, a partir da derivada acima, efetuar a substituigéo do restante
do integrando, fazendo com que, nele, sé haja a varidvel u. Para isso, é preciso estabelecer,
a partir da derivada acima, uma expresséo em u que substitua “(x* +1)dx". Isso néo € dificil,

pois precisamos apenas isolar esse termo como mostrado a seguir:

du

— =3(x*+1

! (x”+1)
du =3(x* + Ddx

(O +1dx = %du

Portanto, voltando a integral, fazendo as devidas substituicdes e resolvendo-a através

das regras elementares, temos:
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X +1 11
-[x3+3x—5dx:-[;'§du

11
=—|—du
37 u

=L+
3

Como u=x*+3x-5 , entdo:

j%d}c=%ln X +3x-5/+C

Através da aplicagdo imediata das regras de integrag@o e da utilizagdo do método da
substituicao é possivel calcular inimeras integrais. Como j4 dito, héd outras técnicas que se-
réo estudadas mais adiante, mas com o conhecimento que vocé construiu até aqui sobre o
assunto ja € possivel aplicd-lo em um dos tépicos mais importantes do Célculo Diferencial e
Integral, que trata do célculo de dreas sob o gréfico de fungdes. Isso sé € possivel gragas a

Integral Definida, que é tema da préxima secao.

4.3 Integrais definidas e o teorema
fundamental do calculo

No Cdlculo Diferencial e Integral ha dois tipos de problemas que sdo funda-
mentais. Um deles é determinar a taxa de variacdo de uma curva (funcio) em
um ponto. Isso vocé ja estudou no Capitulo 2. O outro € determinar a area de
uma regifdo sob uma curva. O segundo tipo de problema é resolvido com a utili-
zacdo de integrais, mais especificamente de integrais definidas, que € o assun-
to que trataremos nessa sec¢ao.

Para uma maior e mais facil compreensido do conceito e aplicacdo de uma
integral definida, vamos comecar com um exemplo de determinacio da drea
sob o grifico de uma funcéo cuja representacdo é uma reta. Em seguida, exem-
plos gradativamente mais complexos serdo apresentados para que os conceitos
e processos vistos possam ser ampliados e, de certa forma, generalizados.
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5% EXEMPLO 4.10

Vamos determinar a area da regido sob o grafico da funcéo f(x)=2x+1,limitada lateral-
mente pelas retas x=1 e x=4 e inferiormente pelo eixo x, conforme mostra a figura 4.2. E

importante considerar que a funcéo f(x) & ndo negativa para todo x no intervalo (1,4).

>

y

N W A~ OO OO I 0 © o

Nesse caso, pode-se perceber que a determinagéo da drea pode ser feita através de
célculos simples, pois a regido tem a forma de um trapézio. A férmula que fornece a drea do
trapézio é:

A:(B+b)h
2

em que B é a medida da base maior, b é a medida da base menor e h é a medida da
altura.
Portanto, nesse exemplo, a drea pode ser dada por:

A:(9+3)3:
2

18

O problema é que nem sempre o gréfico da funcdo que ird limitar a regido é uma reta.
Como proceder se o gréfico da fungéo for uma curva?

Vamos utilizar este exemplo (pela sua simplicidade) para comecar a explicar e justificar
um processo de determinagéo de drea sob gréficos de fungdes (de qualquer tipo), utilizando

o processo de integragéo.
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Comecemos aproximando a érea desse trapézio através da soma das dres de retangulos
cujas bases inferiores situam-se no eixo x e cujos pontos médios das bases superiores coin-

cidem com o gréfico da fungdo f(x)=2x+1, conforme ilustrado na figura 4.3.

Ay
10

9

At
AT

M1 §\

A

AN

o
[¢)]
o
N
N
[¢)]
w
w
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~
~
[¢)]

As dreas dos retangulos R, R, e R, séo, respectivamente, 4, 6 e 8. Se as somarmos, o
resultado serd 18, valor igual ao que obtivemos através da férmula da rea do trapézio. Che-
gamos a um resultado exatamente igual ao da &rea da regido sob o gréfico porque, como é
possivel observar na Figura 4.3, as partes dos retangulos que estédo fora da regido cuja drea
queremos determinar s&o “‘compensadas’ pelas dreas que a menos nessa regido. Mas o que
acontece quando nao ocorre exatamente esse tipo de compensagéo. Vamos ver no préximo

exemplo.

2% EXEMPLO 411

Como podemos determinar a drea sob o gréfico da fungdo f(x)=2x+1,limitada lateralmen-

te pelas retas O e 2 e inferiormente pelo eixo x (conforme mostrada na figura 4.4)?
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Nosso problema agora tornou-se um pouco mais complexo, pois, superiormente, a regiao
cuja area queremos determinar € uma curva e nao uma reta. Mas, vamos comecar utilizando o
mesmo recurso do exemplo 4.10 para estimar a drea que queremos. Inicialmente, considere
a estimativa utilizando dois retangulos R, e R,, conforme ilustrado na figura 4.5. Ambos tém
base de medida igual a 1 (tais bases estéo sobre o eixo x) e altura que é igual ao valor da
fungéo f(x) calculada para cada um dos pontos médios das respectivas bases desses retan-
gulos. Ressalte-se, aqui também, que a funcéo f(x) & ndo negativa para todo x no intervalo em
que a drea esta sendo considerada.

As areas dos retangulos R, e R, séo, respectivamente, dadas por (1-0)- f(0,5)=1,25
e (2-1)-f(1,5)=3,25. Portanto, a soma das areas dos retangulos é igual a 4,5. Essa é uma

primeira aproximacéo para a &rea sob o grafico que estamos querendo determinar.

Y

N

5
05 1 15 2 25
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Mas, note que podemos melhorar essa estimativa, utilizando mais retangulos. Veja como

na figura 4.6.

As dreas dos retangulos R, a R, sdo apresentadas na Tabela 4.1.

RETANGULO MEDIDA DA BASE MEDIDADAALTURA |  AREA |

R1 056-0=05 £(0,25)=1,0625 0,5-1,0625 =0,53125

R2 1-05=05 f(0,75)=1,5625 0,5-1,5625=0,78125

R3 16-1=056 f(1,25)=2,5625 0,5-2,5625 =1,28125

R4 2=1p=05 f1,75)=4,0625 0,5-4,0625=2,03125
Soma: 4,625

O valor 4,625 é uma aproximacao mais precisa da drea exata sob o grafico da fungéo
que queremos determinar. Se realizarmos esse tipo de aproximacao considerando a divisdo
em cada vez mais retangulos, nos aproximaremos mais e mais do valor exato da area.

Vamos, entdo, considerar, de forma geral, a divisdo em n retangulos cujas bases tém
medida dada por Ax e a medida da altura de cada um € dada por f(x;)=0 , num intervalo
real [a,b], em que x, € 0 ponto médio do retangulo i, com i=1,...,n. Dessa forma, a drea A sob

o gréfico seré aproximada por

A= f(x)Ax+ f(x,)Ax+ ..+ f(x,)Ax

A soma em (4.8) é conhecida por Soma de Riemann.
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A medida que aumentamos a quantidade n de retangulos, chegamos a estimativas cada
vez mais préxima do valor exato da drea A. Utilizando o conceito de limites, visto no Capitulo
1, podemos concluir que a area A pode ser exatamente obtida através do limite da Soma de

Riemann em (4.9), com n tendendo ao infinito:

A= limw[ FG)A + o)A+t f(x,)Ax]

O limite da Soma de Riemann apresentado em (4.9), é conhecido por integral definida
da funcéo néo negativa f(x) no intervalo [a,b]. A notago utilizada para a integral definida

da funcdo f(x), no intervalo [a,b] é:

[ reoax

Portanto, drea A sob o grafico da fungéo f(x) e limitada pelos valores x = a e x = b tais

que f(x)=0 em [ab] pode ser dada por:

A= jb F(x)dx

Mas como podemos determinar o valor da integral definida apresentada em (4.10)?

Isso é mostrado no teorema seguinte, conhecido como Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema fundamental do calculo
Considere uma fungao f(x) continua em no intervalo [a,b]. Seja F(x) uma antiderivada

qualquer de f(x). Entao

[ £ dx = F(bo) - Fla)

Vamos retornar ao exemplo 4.11 para determinar a drea A utilizando a integral definida e
o teorema fundamental do célculo.

Como queremos determinar a drea da regido sob o gréfico da funcdo f(x)=x"+1, no
intervalo [0,2], limitada inferiormente pelo eixo x (e considerando que f(x)=0 nesse inter-

valo), podemos escrever:
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A:jo“(x2 +1)dx

3
Como a antiderivada geral de f(x)=x>+1 é F(x)= %+x+c, entao, aplicando o teore-

ma fundamental do célculo em (4.12), temos:

2
A:L (% +1)dx
= F(2)- F(0)
=|:2—3+2+C]—[0—3+0+C]
3 3
:[%w]-[c]

:&+C—C
3

_l4
3

Compare o resultado % , que é aproximadamente 4,667, com as estimativas obtidas no

exemplo 4.11. S&o valores bem préximos.

Quando calculamos a integral definida _[: f(x)dx=F(b)-F(a) ,em que F(x) é uma anti-
derivada da funcéo f(x), a constante de integracéo C surgird tanto na expresséo que de-
fine F(a) como na que define F(b). Dessa forma, como teremos que calcular F(b)— F(a),
sempre haverd o cancelamento dessa constante. Portanto, no célculo de uma integral
definida podemos simplesmente dispensar o uso da constante de integragéo, isto €, o
processo apresentado para resolver a integral definida em (4.12) pode ser resumido

da forma seguinte:

A= j:(xz +1)dx
= F(2)- F(0)

3 3
= 2—+2 = 0—+O
3 3
L
"3

Duas formas bastante utilizadas para representar o célculo utilizado na determinacao da

integral definida sdo

[\ rode=F,
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["reoax=[Feol,

Essa notacéao seré utilizada, a partir de agora, todas as vezes que precisarmos calcular o
valor de uma integral definida.

A seguir, séo apresentadas algumas propriedades das integrais definidas.

Propriedades da integral definida
Considere as funcdes f(x) e g(x) continuas em um intervalo [a,b] e a constante real k .
Entao:
b b
L [ Kede=k] fooadx
b b b
I [ fogwlde= [ fdet [ g
W J] reode==[" fodx
V. [ fyde= [ fdx+ [ fx)dx, para todo c do dominio de f();
V. f()<0, entio | * F)dx <0

Essas propriedades serdo de grande importancia nas aplicagdes que faremos das in-
tegrais definidas no célculo de &reas de figuras planas. A préxima secéo apresenta alguns

exemplos de tais aplicagdes.

4.4 Aplicacdes da integral definida: célculo
de areas de figuras planas

Na secdo anterior, ja utilizamos a integral definida para determinar a drea da
regido sob o grafico de uma funcéo f(x) ndo negativa em um intervalo de valores
de x e limitada lateralmente por tais valores e inferiormente pelo eixo x. Vamos,
agora, ver mais alguns exemplos, apresentando situacdes em que a funcao pode
assumir valores negativos, pelo menos para alguns valores do intervalo consi-
derado, ou aquelas em que aregido € delimitada por duas funcdes, entre outras.
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8 EXEMPLO 4.12

Calcule a area delimitada pela funcdo f(x)=x*-3x,entre osvaloresx =1ex=5e

pelo eixo x.

oS

N W~ o O 9 0 ©

Afigura 4.7 mostra a regido cuja drea queremos determinar. Ela, na verdade, estd dividida
em duas sub-regides cujas areas denotaremos por A1 e A2.

Como a funcéo f (x) é negativa para valores de x entre O e 3, a sua integral definida nesse
intervalo, ou em um seu subintervalo, também serd negativa. Portanto, a area A1 devera ser

dada por:

A= —f (O = 3x)dx

ou, utilizando a propriedade (Ill) de integral definida, ela podera ser obtida através de:

A= L' (% = 3x)dx

Jéadrea A, pode ser obtida diretamente através de

A= j: (% = 3x)dx

pois, no intervalo (3,5) a funcéo f (x) € positiva. A seguir, estdo os célculos das éreas A,
e A

o
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No exemplo a seguir, seré calculada a drea sob o grafico de uma fungéo, considerando
uma regido em que alguns valores de x s&o negativos. Esse fato, como veremos, néo provoca
alteragdo do sinal da integral definida, como aconteceu no exemplo anterior, isto €, se uma
fungéo é positiva para valores de x em um intervalo em que todos os valores de x séo nega-
tivos, a sua integral definida nesse intervalo também serd positiva. De forma semelhante, se

nesse intervalo a funcéo é negativa, entdo sua integral definida também sera negativa.

8Y  EXEMPLO 4.13

Calcule a drea definida pela fungdo f(x)=2cosx, no intervalo [—%,n].
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A

A figura 4.8 mostra a regido cuja drea queremos determinar. Observe que a funcgéo é po-
sitiva para valores de x entre —g e g Ja no intervalo entre % e T ela é negativa. Portanto

adrea A, que € igual & soma das areas A, e A,, € dada por:
A=A +A,

= _[éZcosxdx+(—EZcosxde
2 2

=[2sen x]2, —[2sen x]z
K z

| 2en (£)-2sen (-Z || sem (=250 (5

=[2()-2(-D]-[2(0)-2(D)]
=4+2
=6

No préximo exemplo, veremos como determinar a &rea de uma regiéo definda entre duas

funcoes.

8 EXEMPLO 4.14

Calcule a drea da regido limitada pelas fungdes f(x)=x" e g(x)=x+2 .
Para determinar graficamente a regifo delimitada pelas duas fungdes € preciso, além
de esbogar seus graficos, determinar os pontos de intersecgdo entre as mesmas. Para isso,

vamos iguald-las e resolver a equagao resultante:
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S(x)=g(x)

XP=x+2
X -x-2=0
x;=-1 ou x,=2
Temos:
f=h=g-D=1
e
f(2)=g2)=4

Portanto, as fungdes interceptam-se nos pontos e, como mostra a figura 4.9. Determinar
as abscissas x, e x, dos pontos de interseccdo entre as fungdes é fundamental nesses ca-

sos, pois, eles serdo os limites da integral definida utilizada na determinagéo da area.

Aly

f(x) = x2 /

N
\\&\

W/
/% 4
g(x)=x+2: . - o
-1 1 2

A drea da regido em destaque na figura 4.9 pode ser dada pela diferencga entre a drea da
regido sob o gréfico da funcdo g (x) = x + 2, entre os valores x = =1 e x = 2 e acima do eixo
x e a drea sob o gréfico da fungdo f(x)=x*, também entre x = =1 e x = 2 e acima do eixo x.

Compare a representagéo da figura 4.9 com a da figura 4.10.
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f(x) = x2

gx)=x+2

-1 1 2

Repare que se subtrairmos a integral definida J'lezdx de le (x+2)dx, obteremos a drea

desejada. Portanto,

Il
T |
v |

+

S}

=
| S—
T >

|
—
L,)|><w LS
| S
T )

= (2—2+2 2)—((_1)2+2~(—1)H—[23—ﬂ]
2 2 33

o233

| 2] [3°3

=45

Vejamos mais um exemplo de célculo de drea de regides delimitadas por duas fungdes.
Na resolugdo acima, também poderiamos ter aplicado a propriedade (Il) das integrais

definidas. Veremos como realizar esse tipo de procedimento no préximo exemplo.
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£ EXEMPLO 4.15

Calcule a drea da regido delimitada pelas fungdes f(x)=-x*+2x € g(x)=x>—4 entre os
valores x = -1 ex = 3.
As abscissas dos pontos de interseccao sdo obtidas a partir da resolucéo da equagéo
seguinte:
-’ +2x=x"-4

2% +2x+4=0

x,==1 ou x,=2
A regido cuja area iremos determinar esta representada na figura 4.11.

gx)=x*-4

y N /

f(x) = —x2 + 9x

Vamos obter a area desejada, que denotaremos por A, somando as dreas A1 e A2.Note,
que o gréfico da fungéo f(x) estd acima do gréfico da fungéo g(x) no intervalo (-1,2) e estd

abaixo no intervalo (2,3). Portanto, as dreas A1 e A2 serdo dadas, respectivamente, por:

A= le Fx)dx— jzl g(x)dx

A= g@ar-[ feax
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Aplicando a propriedade (Il) das integrais definidas, podemos reescrever as expressoes

anteriores das seguintes maneiras:

A =] fodv-[ gde
= '[21 (- + 2x)dx—fl (o — 4)dx
2
= J._l[—xz +2x—(x* - 4)]dx
= J.:[—xz +2x—x’ +4]dx

= [ [0 +2x+4]ax

A= [-26 +20+4]dx
_y .
=| 2=+ +4x:|
3 -1

= —2%+22+4-2]—[—2%+(—1)2+4-(—1)]

e
{2+

A seguir os célculos das dreas A1 e A2.

A =] [-2x + 20+ 4]ax
3

r 2
= —2x—+x2+4x}
3 -1
3 3
—|2Z a0 —2ﬂ+(—1)2+4‘(—1)
3 3
= _—16+4+8]—[2+1—4]
| 3 3
_'@H_z]
| 3 3

=9
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A= [26 - 2x-4]dx

r x3 13

=|2>=-x"—4x
L 3 42
[ a3 3

PR RPN | M A S
173 3

= éi—9—12]-—19—4—8]
3 3

Logo, a area A que queremos determinar é dada por:
A=A +A,

=9+—
3

Nos exemplos apresentados, procuramos explorar os casos semelhantes
aqueles com os quais vocé poderd se deparar na aplicacfo das integrais defini-
das, no que diz respeito ao cdlculo de areas de superficies planas. Logicamente,
vocé ird deparar-se com outros tipos de funcdes, algumas mais complexas, mas,
o importante é compreender como podemos aplicar o conhecimento das inte-
grais definidas em tais tipos de cdlculos. A preocupacdo, aqui, € sempre mos-
trar as aplicacdes de forma légica, sem muito formalismo, para que vocé nio se
perca em detalhes que em nada contribuirdo para o uso do Célculo Diferencial
e Integral em seu curso.

Vdrias sdo aplicacdes da integral definida em diversas dreas. Mas, sem duvi-
da, na Fisica é que se concentra um vasto campo de aplicacdo desse tema. Uma
aplicacdo em Eletricidade refere-se ao cdlculo da poténcia média em sistemas
elétricos. A poténcia instantanea P de um dispositivo de dois terminais é igual
ao produto da corrente elétrica I que passa pelo dispositivo e a diferenca de po-
tencial U entre seus terminais, ou seja,

P=1-U
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em que P estd em watts, I estd em amperes e U em volts. Se considerarmos
que I e U podem ser varidveis temporais (funcdes da varidvel t que denota tem-
po), entdo podemos determinar a poténcia média Pmédia desenvolvida num
intervalo de tempo através da integral definida:

1
P = F

T
|RGRUGY:
Nas ciéncias econdmicas também ha diversas aplicacdes da integral defini-
da. Um exemplo € o cédlculo do valor futuro F de um rendimento a fluxo conti-
nuo de k reais por ano, durante n anos a uma certa taxa i de juros compostos.

Ele é dado por

(" itn-n)
F=| ke dt

No proximo capitulo, serdo apresentadas mais aplicacdes das integrais de-
finidas, além dos cdlculos de dreas. Calcular volumes a partir do fatiamento de
sdlidos serd um dos temas. Vocé também estudara sobre o cdlculo de volumes de
sélidos de formados a partir da rotacdo de uma superficie em torno de um eixo.

As integrais definidas, além de importantes nos cédlculos de areas (como ja
vimos) e de volumes (como ainda veremos) também podem ser utilizadas para

determinar o comprimento de curvas (funcdes) em um plano.
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Aplicacoes de
Integrais Definidas



A aplicacdo que motivou a definicdo da integral é o calculo de dreas de figuras
planas, que jd vimos na secdo 4.4 do capitulo anterior. Mas, a partir desse tipo
de procedimento, descobriu-se que é possivel também calcular volumes de
solidos que sdo gerados a partir de superficies cujas dreas definimos através
da utilizacdo da integral definida. Ndo menos importante que a primeira apli-
cacdo da integral definida, o cdlculo de volumes de sélidos serd apresentado
nas duas proximas secdes. Na secdo 5.3, serd apresentada outra aplicacdo da
integral definida que consiste em determinar o comprimento de curvas, que
sdo geradas por funcdes matematicas.
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5.1 Célculo de volumes por fatiamento

Para uma melhor e mais clara compreensido do método que sera apresentada
nesta secdo, vamos relembrar o cdlculo do volume de um cilindro reto, como
exemplo, que € um sdélido cujas bases, superior e inferior sdo circulares e de
mesmo tamanho, com superficies laterais perpendiculares as bases, como

mostrado na figura 5.1.

A férmula do volume V de um cilindro € conhecida e é dada por:
(5.1)

V=rr'h

em que r é amedida do raio das bases e h € a sua altura.

Agora, vamos dispor esse cilindro de tal forma que suas bases situam-se per-
pendicularmente ao eixo x. Repare que a sua altura h pode ser expressa por

(5.2)

h=b-a
Ha também, na figura 5.2, duas secdes transversais planas e perpendicula-
res ao eixo x que o interceptam nos valores x1 e x2. A intersecio de cada uma

dessas secdes com o cilindro resultam em um circulo cuja drea A pode ser ex-

pressa como uma funcéo de x:
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(5.3)

Ax)=nr’

Como trata-se de um cilindro, a drea A(x) néo se altera a medida que muda-
mos o valor de X, isto é, trata-se de uma funcéo constante. Mais adiante, vere-
mos que em diversos tipos de so6lidos a drea da intersecdo de cada secdo trans-
versal ird variar a medida que hd alteracdo dos valores considerados no eixo x.
Mas, voltando ao cilindro, veja que o seu volume também pode ser obtido inte-
grando-se a funcéo A(x), com x variando de a a b, isto é, o volume V do cilindro
pode ser expresso por

(5.4)

V:fmmw

Vamos verificar, considerando as igualdades em (5.3) e (5.4):
b
V=] A(x)dx
= J.bn' r* dx
=7 rzx]i

=nrb—-mria

=x r’(b-a).

Considerando a igualdade (5.2), entdo:

V=rrh.
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Figura 5.2

Vamos, agora, ver um exemplo em que as dreas das secOes alteram-se a me-
dida que hd também altera¢éo dos valores correspondentes do eixo x. Para que
possamos comprovar, ao final do exemplo, a validade do resultado, vamos con-
siderar o volume de uma pirdmide, que é um sélido cuja drea também pode ser
determinada de forma direta através da simples aplicacdo de férmula.

5% EXEMPLO 5.1

Vamos calcular a drea de uma piramide cuja base é um quadrado de lado 5 cm e sua altura,
que mede 9 cm, é perpendicular & sua base. Tal piramide, com suas medidas é mostrada na
figura 5.3. Como a altura é igual a 9, vamos posicionar o vértice de tal forma que sua projegéo
ortogonal sobre o eixo x coincida com o valor O (zero) e sua base, que é perpendicular ao eixo
X, esteja em um plano que intercepta esse eixo no valor 9. Agora, precisamos encontrar a
expressao que representa a drea de cada segéo transversal em relacéo ao valor de x sobre o
qual ela esta projetada. A base da piramide que tem drea igual a 25 cm?, esté projetada sobre
o valor 9 do eixo x, e o vértice oposto & base, cuja drea é nula, esté sobre o valor O (zero) do
eixo x. Entéo, podemos concluir que para cada valor x sobre o qual as se¢des da piramide séo

projetadas, a area da respectiva se¢éo serd dada por:
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S5x ’ ou _é 2
A(x):(?) A=

Quer dizer que as secdes representadas na figura 5.3, projetadas sobre os
valores x> e x,” , tém dreas dadas, respectivamente, por

éxlz € éxzz
81 81

Figura 5.3.

Sendo assim, o volume V da piramide pode ser obtido através do calculo da
seguinte integral definida:
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925x*

V= dx

o 81
_25x3]g

243 |
_25-9° 25.0°
243 243
=75-0
=75 ecm’

Vale lembrar que o volume de uma pirdmide é iguala ! do produto da drea
(x*) de sua base com sua altura h. Como a base da pirémide?’ com a qual estamos
trabalhando é quadrada, entdo seu volume pode ser dado pela férmula:

Vzlxzh
3

Substituindo os valores dados no inicio do exemplo, temos:

v=L5.9
3
=75

O volume dessa piramide é, portanto, igual a 75 cm?.

Diretrizes para aplicar o método de fatiamento

De forma geral, para calcular o volume de um sélido através do Método de Fatiamento,

recomenda-se:

IX.  Esbocar o sélido e uma secgéo transversal que o tipifica para, em seguida, encon-
trar uma funcdo A(x) que expresse a drea desta secéo;

X.  Posicionar o sélido sobre o eixo x de forma a encontrar os limites de integragéo
aeb;

X|.  Determinar o volume do sdlido através do calculo da integral definida

v=j:A(x)dx -

N3io € necessdrio que o sdlido tenha suas superficies laterais perpendicula-
res a base para aplicar o método do fatiamento. Considere dois sélidos, como
os da figura 5.4, que tém secdes de superficies exatamente iguais para o mesmo
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valor de x. Se, para todo e qualquer valor de x, as secdes projetadas, sobre o
eixo x, dos dois sdlidos tiverem exatamente a mesma drea e suas alturas forem
iguais, entdo os dois tém também o mesmo volume. As secdes, de ambos os
solidos, projetadas sobre o valor x1 tém a mesma drea. O mesmo acontece com
as secdes projetadas sobre o valor x2. Vale ressaltar que, para valores diferentes

de x, nfo é necessdrio que as seccdes tenham a mesma drea.

O mesmo processo de calculo de volumes de sélidos pode ser aplicado em
situacdes em que os sdlidos sdo gerados a partir da rotacdo em torno de um

eixo. Isso é o que vocé vera na sec¢do a seguir.

5.2 Calculo de volumes pela rotacao em
torno de um eixo

O Método de Fatiamento também pode ser aplicado na determinacéo do vo-
lume de sdlidos de revolucdo, que sio sélidos cujas formas sio obtidas atra-
vés da revolucdo (ou rotacdo) de regides planas em torno de um eixo como, por
exemplo, o eixo x. A Figura 5.5 apresenta um cone formado pela revolucéo de

uma superficie triangular, apoiada sobre o eixo X, em torno do préprio eixo x.
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A funcio f(x) que define a hipotenusa desse tridngulo é f(x)=x , grafada para

valores de x que variam de 0 a 4. Portanto, o cone tem raio da base com medida

de 8 cm e sua altura é igual a 4.

y flx) = x
------ 1»|“F‘¢‘>
T 2 3 4 5 6 «x

A mesma funcdo, f(x)=x , pode determinar outra superficie triangular,

mas entre ela e o eixoy, para o intervalo 0 < y < 4 . Nesse caso, o s6lido de revo-

lucdo (o cone) serd determinado a partir da rotacdo dessa superficie em torno

do eixo x, como mostra a figura 5.6.

fx) = x
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Note que os sélidos obtidos pela revolucdo da funcdo f(x)=x em torno do eixo x
(Figura 5.5) e em torno do eixo y (Figura 5.6) tém as mesmas dimensdes e, conse-
quentemente, o mesmo volume. Isso ocorre porque a fungdo f(x)=x é uma fungédo
identidade. No entanto, de forma geral, uma mesma funcéo determina sélidos de vo-
lumes diferentes quando hd mudanga do eixo de rotagéo. Veja os casos, por exemplo,
apresentados nos Exemplos 5.4 e 5.5, em que a mesma funcao, f(x)= X, gera dois

sélidos diferentes quando rotacionada em eixos diferentes.

A questdo agora é: como calculamos o volume de um sdlido de revolugédo?

Como nos casos apresentados na secdo anterior, em que aplicamos o méto-
do do fatiamento, precisamos obter uma funcéo que forneca a drea da seccdo
transversal gerada por cada valor de x (quando a rotacdo é em torno do eixo
x). Essa drea, portanto, também deve ser dada como uma funcéo da varidvel x.

Vejamos como, nos exemplos a seguir.

EXEMPLO 5.2

Vamos calcular o volume do sélido gerado pela rotacdo da superficie gerada pela fungéo
f(x)=x ,para 0 <x <4 ,em torno do eixo x, como mostra a figura 5.5. Essa superficie &,
na verdade, a de um tridngulo retangulo com catetos de medidas iguais a 4.

Para cada medida de x, no intervalo 0 < x <4 , é possivel determinar, no sélido, uma

seccao transversal cuja drea é dada pela fungéo

A =r-[f] (5)

A expresséo em (5.5) resulta da aplicagdo da férmula da drea do circulo (7 - r?) , consi-
derando que o raio r, para a seccéo projetada sobre x, € dado por f(x). A Figura 5.7 mostra o
sélido em questdo com uma secgéo transversal.

Aplicando o método do fatiamento, o volume V do sélido sera dado por
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O volume do solido gerado é, portanto, igual a 647 unidades clbicas.
3

EXEMPLO 5.3

Neste exemplo, vamos calcular o volume do sélido gerado pela rotagéo da superficie gerada
pela funcdo f(x)=x ,para 0<y<4 , em torno do eixo y, como mostra a Figura 5.6. J&
vimos que é um sdélido de mesmo volume que o do exemplo 5.2, pelo fato da funcéo f(x) ser
uma funcao identidade que vai determinar regiées de mesmo formato e mesma drea quando
projetada sobre o eixo x ou sobre o eixo y. O intuito, aqui, € mostrar que é possivel determinar
o volume do sélido de revolugdo quando a rotacao da superficie também ocorre sobre o eixo
y. Basta efetuar a “troca” da variavel, de x para y. De forma geral, essa mudanca de variavel
pode determinar expressdes diferentes para a drea das seccdes transversais, o que nao
ocorre neste exemplo pelo fato citado acima de que as regides rotacionadas serdo de mes-
mo formato e drea. Aqui também temos uma superficie que é, na verdade, a de um triangulo
retangulo com catetos de medidas iguais a 4.

Seccionando o sélido de forma perpendicular ao eixo y, como mostra a Figura 5.8, a

expressao que fornece a area A de cada secgdo possivel seréd dada em funcao da varidvel y:
2
A =m-[g()] (56)

A funcdo g(y) que aparece em (5.6) é g(y)=y .Sendo assim, o volume V do sélido

gerado é dado por:
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Chegamos, também, ao resultado 647” unidades cubicas para o volume desejado.

y fx) = x

4

3

2

1
] :

G A5 o

-2

-3

-4
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fx) = x

Figura 5.8

Nos dois exemplos a seguir, determinaremos sélidos de revolucdo diferentes para uma

mesma fungéo, em intervalos equivalentes.

8% EXEMPLO 5.4

Calcule o volume V do sélido gerado pela rotagdo da fungdo f(x) = Jx , em torno do eixo x,

no intervalo 0 < x <4 | conforme ilustrado na figura 5.9.

y

00 = Jx

f)=+x

Figura 5.9
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As secg0es transversais sdo circulos cujas dreas podem ser expressas por:
2
A =m[f(x)] ®.7)

O volume V ser4, portanto,
V= j: A(x)dx
= [ 2@ dx
= f: T (\/;)2 dx

4
:ﬂJ.Ox dx
=7 —

2 0

42 02
=T ———

= 8m unidades cubicas.

EXEMPLO 5.5

Agora, calcule o volume V do sélido gerado pela rotacéo da funcéo f(X) = Jx ,em torno do
eixo y, no intervalo 0 <y <2 | conforme ilustrado na figura 5.10.

Note que quando 0<x<4 temos 0<y<2 . Portanto, estamos considerando a mes-
ma porgdo do gréfico da fungdo f(x)= Jx , mas a regido considerada esta limitada por
eixos diferentes. No caso deste exemplo, a rotagdo ocorrerd em torno do eixo y. Como a
superficie considerada é diferente daquela do exemplo anterior, teremos um sélido também
diferente do que obtivemos anteriormente.

Devemos considerar, agora, segdes transversais paralelas ao eixo y, como a que esta
representada na figura 5.10. A drea genérica A(x) de cada secgdo transversal serd sempre

dada por

A =r-[g0]

em que g(y) é a inversa da func@o f(x). Para obter g(y), devemos isolar x, na expresséo

y=f(x)=+x , como mostrado a seguir:
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Concluimos, entéo que x = g(y)=y" ou, simplesmente, g(y) =" .

Dai, chegamos ao volume V desejado através do calculo apresentado a seguir:
v=[ Ay
= fo (ndy
2 2
= [ 2l dv
I el
[T a

2
=7rjoy4dy

5 2
%]

5 0

2> 0
= ———

B

= 32?” unidades cubicas.

Podemos, também, determinar o volume de um sélido gerado pela rotagéo de uma super-

ficie limitada por duas fungdes. Veja como no préximo exemplo.
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5% EXEMPLO5S6

Determine o volume do sélido de revolugéo em torno do eixo x gerado pela regigo delimitada

pelas fungdes f(x)= x*+1 e g(x)=5, como ilustrado na figura 5.11.

y

Figura 5.11.

Igualando-se f(x) a g(x), obtemos os valores x; =2 e x, =2 . Isso significa as fungdes
interceptam-se nos pontos de abscissas -2 e 2. Esses serdo nossos limites de integracao,
€Oomo veremos.

Considerando a rotacdo dessa regido em torno do eixo x, teremos um sdélido como o
mostrado na figura 5.12.

Note que se destacarmos uma seccéo transversal perpendicular ao eixo de rotagéo (nes-
se caso, 0 eixo x), ela terd a forma de uma arruela e ndo exatamente de um circulo. Portanto,
a érea deste tipo de secg@o pode ser dada pela diferenga entre as dreas dos circulos de raios,
respectivamente, iguais a g(x) e f(x), como mostra a figura 5.13. Entéo, a drea A(x) de cada

secgao transversal pode ser dada por

A =r[g)] - r[ f@]
= n{[s] -[s@}

]84 m CAPITULO 5



Figura 5.12

Figura 5.12

Integrando A(x) de —2 a 2, obtemos o volume V do sélido. A seguir, o célculo dessa in-

tegral definida:
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V=] Awadr
= [ r{ls - [] Jax
[ {s-[x+1] }ax
= ITJZ{ZS —xt -2t - l}dx

= 7TJ:{24 —xt- 2x2}dx

{[24 2_2:_&} [24_(_2)_(—2)5_2‘(—2)3]}
5 3 5 3

%n unidades cubicas.

5V CONEXAO

Construir sélidos de revolugao, assim como varios outros tipos de sélidos, ndo costuma ser

tarefa facil e exige certa habilidade. No entanto, hd um aplicativo que podera ajuda-lo (a) e
muito nesta tarefa: Geogebra. Desenvolvido para auxiliar no ensino de vérias dreas da Mate-
matica, ele contém recursos muito Gteis na construgéo de gréficos tridimensionais. Acesse o

endereco a seguir para realizar sua instalagao gratuitamente: www.geogebra.org .

Para finalizar esta secdo, vamos a mais um exemplo, agora envolvendo uma
funcéo trigonométrica.

8 EXEMPLO5S8

Determine o volume V do sélido gerado pela rotagéo, em torno do eixo x, da regiéo limitada
pela fungdo f(x)=2+ senx , o préprio eixo x, no intervalo =7 < x <7 . O sélido de revo-
lugdo bem como a fungao f(x) sdo representados na figura 5.14.

A secio transversal, ja sabemos, é um circulo. Seu raio € igual a f(x). Portanto, a expres-

sdo que fornece sua drea é:

Ax)=x[f)]
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Figura 5.14

O volume V do sélido de revolugéo &, portanto, dado por:
V= j A(x)dx

=" xlfo]ax

= ﬂj._nﬂ[Z + senx|dx

=m[2x—cosx]"_

= n{[27 - cos ]~ [2(~7) - cos(-7) ]}
=r{[2n+1]-[27+1]}

=n{4r}

= 47? unidades cubicas.

Exploramos, nesta secéo, algumas possibilidades da aplicagéo das integrais definidas no
calculo de volumes de sdlidos. H4 uma infinidade de combinacdes de funcdes, intervalos e ei-
x0s que podem ser combinados para gerar sélidos. Mas, com os instrumentos aqui apresen-
tados € possivel determinar os volumes de diversos tipos de sélidos. Basta aplicar o mesmo
raciocinio apresentado nos exemplos. Logicamente, ndo foram apresentados exemplos com

funcdes muito complexas para que o processo pudesse ser compreendido de forma mais
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clara. Alguns sélidos, certamente, véo exigir um trabalho mais exaustivo. Mas a compreenséo
do funcionamento do processo lhe permitira resolver diversos desses tipos de problemas.

O célculo de volumes de sélidos tem aplicagdes praticas em diversos setores da indus-
tria, engenharia civil, arquitetura, quimica, fisica, medicina, além da computagéo grafica e

outras areas do conhecimento.

5.3 Célculo do comprimento de curvas
planas

Na Fisica, ha diversos exemplos de estudos voltados ao lancamento de objetos,
foguetes, ou qualquer outro tipo de mével em que é importante determinar o
deslocamento ocorrido. A trajetdria, nesses casos, ¢ modelada por uma funcio
matemadtica e determinar o deslocamento ocorrido significa calcular o compri-
mento da curva (grafico da funcédo) que descreve o movimento. No estudo de
ondas, por exemplo, também aplicam-se funcdes matemadticas para descrevé
-las e o comprimento dessas ondas também sera dado pelo comprimento das
curvas que as representam. Em estudos topograficos € necessdrio determinar
o comprimento das curvas que descrevem o relevo do terreno que esta sendo
avaliado. Enfim, esses sdo apenas alguns exemplos em que se o cdlculo do com-
primento de curvas planas é extremamente importante. Nesta secdo, veremos
como utilizar o conceito de integral definida de uma funcado para poder deter-
minar seu comprimento em um intervalo.

Quando temos uma funcéo f(x) definida em um intervalo [a,b], como a fun-
cdo apresentada na figura 5.15, néo é dificil definir ou visualizar seu dominio,
que pode ser identificado, no gréfico, como a projecdo ortogonal do gréfico da
funcéo sobre o eixo x. Também nio é dificil perceber qual é a sua imagem, que,
de forma semelhante ao dominio, pode ser identificado como a projecdo or-
togonal do gréfico da funcéo sobre o eixo y. Muitas vezes associamos o com-
primento de uma func¢éo, num certo intervalo (seu dominio), a0 comprimento
desse intervalo e ndo exatamente no comprimento da curva que a represen-
ta nesse intervalo. Imagine esticar a “linha” que representa a funcéo f(x) na
figura 5.15 e medi-la. Certamente chegaremos a um valor maior do que o com-

primento do eixo x entre os valore a e b.
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fx) = x

Um exemplo bastante utilizado na Fisica, no estudo das ondas, é o das fun-
¢des trigonométricas. A figura 5.16 apresenta um periodo fundamental de uma
funcdo seno que representa uma onda. Nesse tipo de aplicacdo, ela é chamada
de onda senoidal. O periodo fundamental é aquele que compreende o exata-
mente o trecho da funcéo que ird repetir-se nos demais intervalos de seu domi-
nio. No caso da funcéo seno (como também ocorre com a funcdo cosseno), po-
demos considerar o intervalo [0,21 ] como seu periodo fundamental. E comum
se dizer que o comprimento da onda, representada por essa funcio, é iguala 21 .
Na verdade, este é o comprimento do intervalo que representa a projecéo orto-
gonal da curva que representa a onda. Mas, se, novamente aqui, “esticarmos
alinha” que representa a funcéo, o seu comprimento néo serd diferente (sera

maior) do que 21 ? Certamente que sim.
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1 fx) = sen x

N
ol
N
N

A questdo agora €, portanto, descobrir uma forma de calcular o comprimen-
to de curvas planas, como as apresentadas nas figuras 5.15 e 5.16.

Para uma melhor compreensdo do processo que iremos deduzir, vamos
considerar, como exemplo preliminar, uma funcéo cujo grafico ¢ uma reta.
Desse forma, poderemos verificar, ao final, se realizamos nossos cdlculos cor-
retamente.

EXEMPLO 5.9

Vamos determinar o comprimento da curva f(x)= x+2 , definida no intervalo [1,3], que
esta representada na figura 5.17. Embora a representagéo gréfica dessa fungéo, ja sabemos,
é uma reta, comumente nos referimos a graficos de fun¢des como curvas, mesmo quando

eles tém comportamento retilineo.
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) =x+2

Por se tratar de um segmento de reta, podemos utilizar o Teorema de Pitdgoras para
determinar sua medida. Mas, a ideia aqui é utilizar um recurso semelhante aquele que vimos
no Capitulo 4, quando introduzimos o estudo da integral definida. Vamos dividir a regiéo
delimitada pelo eixo x, pelas retas x = a e x = b e pela fungéo f(x) em retdngulos de mesma

base, como mostra a figura 5.18.

y
fx)=x+2
6
5
4
3
2
1
1 2 3 4 X
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Podemos, agora, considerar o triangulo retangulo formado pelo topo de qualquer um

desses retangulos e a reta que representa a fungéo. A altura
y ) =x+2 .

] b Ay,

- N0 W N~ OO

Figura 5.19

Cada setor i do gréfico, com i = 1,2,3, do gréfico da funcéo f(x) terd, portanto, compri-

mento pi dado por

pi= \]Axiz + Ayiz (5.8)

Multiplicando a raiz da expressdo em (5.8) por % (que é igual a 1), teremos:

i

Axi2+Ayi2 -Ax,
=

Sendo assim, o comprimento total C do gréfico da funcéo f(x), no intervalo considerado,

pode ser dado por
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Se considerarmos uma quantidade n de retangulos, de forma geral, para obter o compri-

mento C do grafico, podemos reescrever a expressdo acima na forma:

i=1 i

2
n Ay
C= 1+ — | -Ax.
S (] o
ou, simplesmente,

_y o)
c=Y, 1+(Ax[) Ax, (5.9)

No caso da funcdo f(x)=x+2  a expressédo em (5.9) ird fornecer exatamente o com-
primento do seu gréfico no intervalo [1,4], por tratar-se de uma reta. Mas, quando o gréfico
ndo é retilineo, essa expressao ird fornecer apenas uma aproximagéo da sua real medida.
Mas, como resolver esse problema? E possivel determinar uma expressao que forneca exa-

tamente o comprimento da curva? Sim, veja o acontece no préximo exemplo.

5V CONEXAO

O aplicativo graph, disponivel em http://graph.softonic.com.br/ , permite o tracado de di-
versos tipos de funcdes e, entre outras coisas, apresenta o comprimento da curva tragada,
além de fornecer, de forma simples, o célculo de superficies limitadas por funcées. E uma

excelente ferramenta auxiliar no estudo do Célculo Diferencial e Integral.

5% EXEMPLO 5.10

Vamos considerar o exemplo apresentado no exemplo anterior para nos auxiliar a determinar
o comprimento da curva gerada pela funcéo f(x) = —x” +6x também no intervalo [1,4].

Vamos dividir a regido abaixo do gréfico em retangulos cujas bases estdo apoiadas no
eixo x e um de seus vértices superiores coincidem com o gréfico da f(x), como mostra a
figura 5.20.
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8 . ) = - X2+ 6x

Figura 5.20

Diferente do que aconteceu no exemplo anterior, agora as figuras formadas entre o
gréfico e cada um dos retangulos néo tém a forma exata de um triangulo retangulo, mas se
aproxima dela. Veja, na figura 5.21, que a hipotenusa de cada um dos triangulos formados

tem comprimento que se aproxima do respectivo setor do grafico.

y
/ /\f(x) = -+ 6x e

N WhOooJ 0 ©

1 2 3 4 5 6 x

Figura 5.21
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Note que cada setor fi do gréfico da funcéo f(x) tem medida préxima da medida do
respectivo pi (medida da hipotenusa). Portanto, uma aproximag&o para a medida C da curva

f(x)==x+6x no intervalo considerado pode ser dada por

- A 5.10
c=Y 1+[Ax,) Ax, (5.10)

A expressdo em (5.10) pode ser considerada uma soma de Riemann, como a férmula
(4.8) apresentada no capitulo anterior.

A medida que aumentamos a quantidade n de retangulos, cada medida fiird se apro-
ximar da respectiva medida pi. Entdo, se aumentarmos indefinidamente a quantidade de
retangulos (n = 1), faremos com que ° xi = O e, consequentemente, fi = pi. Portanto, pode-
mos concluir que a medida C do comprimento da curva no intervalo considerado sera dada

(exatamente) por

2
C=lim|Y 1+(%) Ay, (.11)

n—eo .
i

Também como visto no capitulo anterior, o limite apresentado em (5.11) é igual & integral

definida
4 dy 2
c=| 1+(—) dx (5.12)
1 dx

De forma geral, para o gréfico da fungéo y = f(x) em um intervalo [a,b], 0 seu comprimen-

to C serd dado por:

2
b d
c=| 1+(—y) dx (5.13)
a dx
Voltando ao célculo solicitado neste exemplo, que é o do comprimento da curva
F(x)==x"+6x no intervalo [1,4], temos que desenvolver a férmula (5.12). Para isso, & pre-
ciso, antes, determinar a expresséo que representa Y como y=f(x)=—x+6x  entio:
dx
dy

—=-2x+6 (5.14)
dx
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Substituindo (5.14) em (5.12), temos:
2
c=[ 1+(@) dx
1 dx

= ["J1+(-20+6) ax
4
:-[1 NAx* =24x+37 dx

A integral acima néo pode ser resolvida pela simples aplicagdo dos métodos vistos até o
momento. Isso € comum acontecer no célculo do comprimento de curvas. A escolha de uma
fungéo desse tipo foi para facilitar a compreenséo do desenvolvimento do processo de forma
mais intuitiva. Vocé pode, nesses casos, utilizar recursos computacionais, como o aplicativo

Graph ja mencionado neste livro para encontrar o resultado, que é
C =6,1257

A seguir, veremos dois exemplos em que € possivel, utilizando os métodos ja vistos de

célculo de integrais, determinar o comprimento das curvas dadas.

2 EXEMPLO5.11

Determine o comprimento da curva g(x) = 5\/; no intervalo 0 < x<4 .
Considerando y = g(x) = 5\/)73 , podemos escrever

3

y=5x?
Dai,
1
ﬂ _ 15x2
dx 2

Portanto, utilizando a férmula (5.13) para os valores deste exemplo, temos:
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/ 225x

4+ 225x
0

= EJO J4+225x dx

Para resolver a integral J.\/4 +225x dx ,vamos utilizar o método da substituicao, con-
siderando # =4+225x | Sendo assim, temos:

ﬂ=225 :dszdu
dx 225

Portanto,
[Va+225x dx=j\/ﬁL du
IJ_ du

1
u? du

225

T 205

z

2

e
675

3
_2(4+225x):
B 675

24/(4+225x)°
Smd et Y o
675

+C

Voltando a célculo de C, temos:

4

oo 12 (4+225x)°
2 675

0

[ (4+225x)° ]O
- 6;—5[\/(4+225 4) = J(4+225 ~0)3]

= 40,2551

4

1
" 675
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EXEMPLO

2
Para finalizar, vamos calcular o comprimento da curva y = ¥ _Inx no intervalo [4,8].
4 2
Temos
y_x 1
dx 2 2x

Portanto, o comprimento C da curva seré dado por

2 2
Note que a expressao x—+—+% € um quadrado perfeito. Ela equivale a (§+ ZL)
X X
. Sendo assim, voltando ao célculo da integral, temos:

No préximo capitulo serdo abordadas mais técnicas de integracdo que per-
mitirfo a aplicacdo da técnica de cdlculo de curvas (além de outras utilidades)

para uma variedade maior de funcdes.
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Tecnicas de
Integracao



As aplicacdes das integrais ocorrem em diversas dreas do conhecimento na
modelagem de fendmenos que podem resultar em cdlculos de integrais tanto
simples como complexas. Os casos mais simples sdo aqueles em que o inte-
grando (funcdo que serd integrada) apresenta forma que pode ser identifica-
da nas regras elementares de integracdo, permitindo sua resolucio de forma
imediata. Mas, hd casos de aplicacdes complexas que impedem que o proces-
so de integracdo ocorra apenas com a aplicacdo direta das regras (férmulas)
de integracéo.

Além disso, devemos considerar que derivar uma funcio, geralmente, ¢ um
processo mais simples do que realizar uma integracdo. Vocé consegue encon-
trar a derivada de funcdes apenas aplicando as regras de derivacdo. J4 o pro-
cesso de integracdo nem sempre € direto e realizado apenas com a aplicacdo
de regras. H4 diversos casos em que devem ser utilizados alguns recursos e
artificios a mais.

Javimos, no Capitulo 4, alguns casos de integrais cuja resolucio exigia a utili-
zacdo de uma varidvel auxiliar para que fossem resolvidas. Nesse tipo de pro-
cesso, denominada método da substituicdo, recorremos a um procedimento
algébrico que transforma o integrando em uma expressdo mais simples de
ser integrada. Além de revisar esse método, através de um exemplo, veremos,
na primeira secdo deste capitulo, alguns outros casos de procedimentos al-
gébricos que tém como objetivo facilitar (e tornar possivel) a resolucdo de
certas integrais. Nas demais secdes veremos outros métodos de integracdo
(integracdo por partes e por fracdes parciais) que sdo utilizados em diversos
modelos de func¢des, além da utilizacdo da integral no cdlculo de limites de
formas indeterminadas.

O conhecimento e aplicacdo das regras elementares de integracdo, apresenta-
das no Capitulo 4, serdo extremamente importantes na compreensio do con-
teudo abordado neste capitulo. Portanto, se vocé considera que ainda possui
muitas duvidas em tal conteudo, recomenda-se um estudo mais aprofundado
do Capitulo 4 antes de avancar pelos topicos deste capitulo.
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Procedimentos algébricos

Recursos semelhantes aos que utilizamos no método da substituicdo (secao
4.2) serdo também utilizados a partir de agora. Por isso, convém relembrarmos,
através de um exemplo, o processo algébrico utilizado em sua aplicacio. Res-
salte-se que todos os processos algébricos aqui utilizados serdo apresentados
na forma de exemplos, o que, acredito, facilita a sua compreensdo e ndo preju-

dica o processo de generalizacido dos métodos aplicados.

EXEMPLO 6.1

Calcule

J. 9x* 15

Vxt=5x+1

Primeiro, vamos fatorar o numerador (o “3" é fator comum) do integrando. Dessa forma,

dx

teremos:

et et

Realizando a substituicao % = x’=5x+1 , teremos:

d
L =32 5= (38 - 5)dx = du

dx

Entdo, podemos voltar a resolugdo da integral realizando as substituicdes necessdarias,

u=x'-5x+1 ¢ (3x’ = 5)dx=du  resolvendo a integral resultante:

'[\/ —5x+1 b= J.\/ —5x+1
—3J—du
= ?)J'u_E du
1
= 3?+C
2
=6Vu+C

=6Vx’=5x+1+C
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No préximo exemplo, veremos como o desenvolvimento de uma expressdo na forma de

poténcia pode facilitar o processo de integracao.

87 EXEMPLOG6.2

Calcule

J(cotg x—cscx) dx

Nenhuma das férmulas de integracdo apresentadas no Capitulo 4 possui alguma expres-
sao semelhante & do integrando acima. No entanto, se desenvolvermos a poténcia, veremos

que comecardo a surgir termos conhecidos. Veja:

J(cotg x—cscx) dx= _[coth x—2cotgxescx+csc’x dx  (61)

Ja vimos que:

jcscz x dx=—cotgx+C 6.2)

jcotg x cscx dx=—cscx+C (6.3)

Mas o que fazer com o termo “cotg? x"? Ha uma identidade trigonométrica que o relacio-

na com a “csc? x":
2 2
cotg” x=csc x—1 6.4)

Portanto, reescrevendo a integral (6.1) considerando a substituigéo (6.4), temos:

J-(cotg x—cscx) dx= J(cscz x—1-2cotg xcscx+csc’ x) dx

= I(chczx—l—2cotg xcscx) dx (6.5)
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Considerando as igualdades (6.2) e (6.3), podemos resolver a integral em (6.5):

_[(cotgx—cscx)zdx=_[2csczx—1—2cotg xescx dx
:2jcsc2x dx—.[l dx—ZJcotgxcscx dx

=—2cotgx—x+2cscx+C

Neste tipo de recurso, é importante verificar se o desenvolvimento da poténcia ird levar
os termos do integrando a formatos conhecidos, direta ou indiretamente. Pode surgir uma ex-
pressdo que esta presente em alguma regra de integragéo ou, entéo, para que isso aconteca,
serd necessario antes utilizar alguma identidade trigonométrica. A seguir sdo apresentadas

algumas identidades trigonométricas que poderéo ser Uteis.

Identidades trigonométricas

. sen’ x+cos’x=1

sec’ x=1+1g"x

csc’ x =1+ cotg’x

Em alguns casos, o integrando possui uma forma que pode ser transforma-
da em outra equivalente e que aparece como resultado em uma das regras de

integracdo. Veja um exemplo a seguir.

EXEMPLO 6.3

Calcule

1

Jidx ©6.6)
Vx© +4x

Veja, nas regras de integracéo, que o formato do integrando acima é semelhante aqueles

que aparecem no integrando das integrais cujos resultados s&o iguais as fungdes trigono-

métricas inversas (arc sen, arc cos, arc tg, etc.). Apesar da semelhanca, ainda néo é possivel

aplicar nenhuma dessas regras. Mas, podemos utilizar alguns artificios algébricos para que a
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express&o do denominador apresente, por exemplo, o formato “a? — u?’, o que nos permitiria

aplicar a regra:

1
.[—du = arc sen (£)+C (6.7)
Va' —u’ a
Retomando a integral em (6.6), vamos somar e subtrair o valor 4, no denominador da raiz:
1 1
[ = [ x
Vx® +4x VX' +4x+4-4
1
= [——ax
J+4x+4)-4
1
= J.—dx
Jx+2)2 =22

1
='[\/—[—(x+2)2+22]dx

1
i

Note que se considerarmos ¥ =X+2 e a=2  teremos du =dx e poderemos concluir

que:

1 2
Jidx= —arc sen (L)+C
NP +4x 2

Uma outra situacdo em que os procedimentos algébricos podem auxiliar na resolugao
de integrais ocorre quando a fungdo do integrando é uma fragéo algébrica em que o grau
do numerador é maior ou igual ao grau do denominador (fragdo imprdpria). Nesses casos,
geralmente é possivel dividir o numerador pelo denominador fazendo surgir como resultado

um polindmio e uma fragéo prépria. Veja um caso no exemplo a seguir.

8 EXEMPLO 6.4

2
Calcule f%dx .
X—

Vamos comegar dividindo 4x* —9x por 2x—1;
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4x* - 9x 2x—1

—4x* +2x 2x——
—Tx
7)c—Z
2
7
2 7
Pod tant funco f(= =% g (=2x- 242
odemos, portanto, escrever afuncéo ] M orma f(x X-oHs
7 7
que, simplificando, pode ser escrita como f(x) = ZX_E_ﬁ . Sendo assim, temos:

4x* -9
J ;x 1xd j(z T 2)dx
=J2x dx—J.E dx—J‘4x7_2 dx

dx

=2J.x dx—%‘[dx—7j‘4x_2

zxz—%—7ln|4x—2|+C

A seguir, é apresentado outro recurso em que uma fungdo na forma de fracéo algébrica
é separada em duas ou mais fragdes. A ideia é de que as novas fragdes tenham formas que

podem ser integradas mais facilmente que a primeira.

L EXEMPLO 6.5

5x-3

V9 — 457

A fragao ﬁ pode ser escrita, de forma equivalente, como:
9—4x*

Calcule J

S5x a 3
\/9—4x2 \/9-4)52

Dessa forma, temos:
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5x-3 dx=j[ 5x 3 }/x
Jo—4x? Jo—4x? o4y’

_ S5x 3 3
_J\/9—4x2 * J\/9—4x2 &

X 1
=5 dx—-3 dx
‘[\/9—4)62 '[\/9—4)62 (6.8)

Agora, precisamos resolver essas duas integrais. A primeira pode ser determinada pelo

método da substituicdo. Considere 4 =9—4x>  Entao,

du

—=-8x=du=-8xdx = xdx:—ldu
dx ]

Portanto,

AL . ) 69)

A segunda integra pode ser resolvida de forma imediata com a aplicacéo da férmula de
integracéo da fungéo arco seno, mostrada em (6.7), considerando U = 2x ¢ a=3  Dessa

forma, temos:

1 2x
3| —=dx=3arcsen—+C 6.10
J.\/9—4x2 307 ©10

Considerando C,+C, =C e substituindo (6.9) e (6.10) em (6.8), temos:
5x-3 X 1
—dx=5|——dx-3| —dx
IV9—4x2 ".\/9—4)62 '|-\/9—4-x2
594y
4

2
—3arc sen?x+C
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A utilizagdo de procedimentos algébricos na resolugéo de integrais oferece uma infini-
dade de opgoes e combinacdes de recursos. Nao ha como apresentar todos aqui. A ideia €
experimentar, tentar até chegar ao resultado. Légico que, para isso, é necesséario conhecer
processos algébricos tais como fatoracéo e diviséo, além da aplicacéo de diversas identida-
des na transformagéo ou simplificacéo de expressdes. Mas, acredito que o que ja foi e ainda
serd apresentado neste livro lhe dara condi¢oes de resolver todas as integrais necessarias ao
desenvolvimento de conceitos e aplicagdes em outras disciplinas ou areas do conhecimento.

Na préxima secao, sera apresentado um método de integragdo muito utilizado nas situ-

acdes em que o integrando é composto por um produto (ou quociente também) de funcdes.

6.1 Integracéo por partes

A integracdo por partes é uma técnica utilizada para integrar alguns tipos de
funcdes na forma de produto

J(x)-g(x)

em que f(x) é uma funciio que pode ser derivada repetidamente e 8(X) ¢
uma funcdo que pode ser integrada repetidamente, sem dificuldade.
Partiremos da regra de derivacdo de um produto de funcdes, que é
apresentada a seguir utilizando a notacdo de diferencial:

dwv) du + dv u

=—v+— (6.11)
dx dx dx

Integrando ambos os lados da igualdade em (6.11) em relacdo a x, temos:

'[d(w)dx=.[@v dx+.[ﬂu dx (6.12)
dx dx dx
Como
.[ d(uv) dr=
dx
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j%v dsz.v du

€

J.%u dx=.|.u dv

entdo podemos reescrever a expressao (6.12) na forma:

uvzjv du-i—fu dv (6.13)

Agora, isolamos _[M dv na expressio (6.13), obtendo:

J'u dv:uv—jv du (6.14)

Esta é a férmula que utilizaremos na integracdo por partes. Com ela conse-
guimos obter a integral _[M dv a partir da integral jv du .

O exemplo a seguir mostra como podemos aplicar a técnica de integracdo
por partes utilizando a féormula (6.14).

EXEMPLO 6.6

Calcule a integral indefinida
_[xex dx (6.15)

E comum, nesse tipo de integracao, surgir a divida sobre qual deve ser a substituigio a
ser feita. N&o se preocupe se vocé néo conseguir reconhecer, de imediato, quais expressdes
serdo substituidas, respectivamente, por u e por v. Experimentar, muitas vezes, faz parte do
processo de integracao. Portanto, experimento, realize tentativas e veja se conseguiu alcan-
car o resultado esperado. Muitas vezes, tais tentativas o levardo inclusive a deduzir que o
método néo é aplicavel naquele tipo de situagdo. Com o tempo vocé perceberd que a pratica
nesse tipo de resolugéo o fara perceber mais rapidamente quais devem ser as substituicdes
necessadrias.

Vamos utilizar esse exemplo para mostrar também como podemos realizar tentativas que

podem n&o dar certo.
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Se escolhermos as substituicdes

u=e" gdv=xdx

teremos: ,

du=e'dx vzx—.
)

Note que, para obter a expressédo que fornece v, houve a necessidade de calcular uma
integral indefinida e a constante de integracéo néo foi incluida. Aqui ndo ha necessidade
disso, pois, no final do processo da integrag@o por partes, surgird uma constante que pode
ser considerada a soma das constantes de integracéo.

Voltando as substituicdes, vamos agora reescrever a integral em (6.15) considerando as

substituicdes escolhidas:
X X
.[xe” dxzex——j—e'”dx (6.16)
2 2

Observe que em (6.16) surgiu uma integral ainda mais complexa do que a que tinhamos
em (6.15), o que nos forgaria a tentar uma nova integracéo por partes. Isso serd necessario
em muitos casos, mas, neste caso, podemos tentar uma outra substituigdo com o intuito de
obter uma integral mais simples que a primeira.

Vamos, entdo considerar as substituicoes

u=x edv=e" dx

Sendo assim, teremos:
du=dx g v=e" .

Substituindo em (6.15), sera possivel calcular a integral, como mostrado a seguir:

J.u dvzuv—J.v du

=xe‘—Jlede
=xe'—e" +C
=e'(x-1).
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8 EXEMPLOG.7

Calcule
_[xz senx dx.
Tomando
u=x>g dv= senxdx ,
temos:

du=2xdx ¢ v=—cosx dx .

Assim, podemos aplicar a integral por partes como mostrado a seguir:
sz senx dx= x2(—cosx)—j(—cosx) 2x dx

=—x’ cosx+_[2xcosx dx
=—x’ cosx+2jxcosx dx 6.17)

Ainda ndo conseguimos chegar ao resultado, pois hd uma outra integral a ser resolvida.

Vamos, ent&o, aplicar novamente a integragéo por parte no célculo da integral

_[xcosx dx

Consideremos as substituicdes
U=x e dv=cosx dx .

Dai, temos:
du=dx g v=senx

Entao

chosx dx=x senx—j sen x dx

=xsenx—(—cosx)+C,

=xsenx+cosx+C, 6.18)
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Substituindo (6.18) em (6.17), teremos:

sz senx dx=—x"cosx+2(x sen x+cosx+C,)

=—x"cosx+2x sen x+2cos x+2C,.

Considerando 2C1 = C, entdo podemos escrever:

_[xz senx dx=—x*cosx+2x senx+2cosx+C.

Esse exemplo que acabamos de ver foi um pouco mais trabalhoso que o anterior a ele
pelo fato da integral na forma JV du ter exigido uma nova aplicagio do método de inte-
gragéo por partes. Isso é normal que acontega. Em algumas vezes, para resolver uma inte-
gral serd necessaria a aplicacdo da integragéo por partes trés ou mais vezes. Considere por

exemplo a integral

J.x3 senx dx

Para resolver esta integral, serd necessaria a aplicagdo do método de integragdo por
parte trés vezes. No entanto, a repeticdo desse processo pode tornar a resolugéo exaustiva
e demorada. Mas, ha uma técnica de aplicacdo da integracéo por partes conhecida por inte-
gracdo tabular, que torna esse tipo de processo mais rapido e agil.

Aintegragdo tabular é aplicavel em integrais de produtos de fun¢des - g em que uma
delas pode ser derivada repetidamente até zerar e a outra pode ser facilmente integrada
varias vezes. E o que acontece, por exemplo, com as fungdes f = x* e g=senx . Note que
a derivada de quarta ordem de f é zero e a fungdo g pode ser integrada repetidas vezes sem
dificuldade.

Para resolver, entao, a integral _[X3 senx dx  vamos montar uma tabela com as deriva-

das de f(x) e com as integrais de g(x):

F(X) E SUAS G(X) E SUAS

DERIVADAS INTEGRAIS

1 x> sen x
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F(X) E SUAS G(X) E SUAS

DERIVADAS INTEGRAIS

2 3x? —COoSX

3 6x —sen x

4 6 Cos x

5 0 sen x
Tabela 6.1

Para obter a integral _[x3 senx dx  multiplicamos a fungéo f(x) = x3 (linha 1) pela inte-
gral da funcéo g(x) = sen x (linha 2). Depois, continuamos, considerando o oposto do produto
da derivada de f(x) (linha 2) com a integral de “— cos x’, que & “— sen x” (linha 3). E assim
devemos continuar, sucessivamente, multiplicando a derivada de uma linha com a integral da
linha seguinte da tabela, alternando o sinal, ora positivo, ora negativo, como mostram as setas

da Tabela 6.1. O resultado obtido serd, portanto

.[x3 sen x dx=—x"cosx+3x’ sen x+6xcosx—6 sen x.

Caso queira, vocé poderd resolver essa mesma integral utilizando repetidas vezes o mé-
todo de integragéo por partes e verificar que chegard ao mesmo resultado.

Uma outra situagéo que ocorre com bastante frequéncia nas aplicagdes e que pode ser
resolvida com a integragéo por partes € aquela em que a integral que queremos calcular sur-
ge novamente durante o processo de resolugao. Vamos ver como isso acontece no exemplo

a sequir.
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5% EXEMPLOG.S8

Calcule

J.e*' sen x dx

Considere as substituicoes

u=x"g dv= senxdx
Entao

du=3x"dx ¢ v=—cosx |
Dai,

Je‘ sen x dx:—excosx+_“e"cosx dx 6.19)

A integral a direita, na expresséo (6.19), é semelhante a da esquerda, diferenciando-se
apenas pelo fato de ter “cos x” no lugar de “sen x". Mas resolvendo a integral a direita com
a integracAo por partes, surgird uma integral igual & da esquerda em (6.19). Veja a seguir.

Vamos considerar as substituicbes
u=e" ¢ dv=cosxdx .
Entéo, teremos
du=e'dx ¢ v= senx dx .
Assim, a integral & direita em (6.19), podera ser dada por
je’ cosx dx=e" sen x—J-sen x e dx

=¢" senx— .[e" sen x dx (6.20)

Considerando a integral em (6.20), portanto, podemos reescrever a integral & esquerda

em (6.19) na forma:

Je" senx dx=—e cosx+e* senx—Je" sen x dx 6.21)
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Observe que as duas integrais da expresséo (6.21) sdo exatamente iguais. Ento, agora,
basta-nos trabalhar algebricamente a expresséo acima, de tal forma que possamos isolar a

expressao [e' senx dx . Veja:

J'e'v senx dx=—-e"cosx+e’ senx—J.e" sen x dx

ZI e"senx dx=—e'cosx+e’ senx

X X
—e*cosx+e” senx
fe’“ senx dx= 5 +C

eX
Je* sen x dx=7(—cosx+ sen x)+C

Uma sugestao que visa facilitar a escolha das substitui¢des no processo de integragéo
por partes quando, na integral a ser calculada, estiver presente o termo “e*”, € conside-

rar “v = e, pois a integral desse termo € igual a ele préprio.

Na préxima secdo serd apresentada uma técnica de integracdo que poderd
ser aplicada em diversas situacées em que o integrando tem a forma de fracéo
algébrica.

6.2 Integracédo de fun¢des racionais por
fracOes parciais

No estudo sobre fra¢des algébricas, quando temos que efetuar uma soma de
duas (ou mais) delas, primeiro obtemos uma expressio que serd utilizada como
denominador comum das fracdes que serdo somadas. Em seguida, obtemos
exatamente as fracdes equivalentes a primeira e com o denominador comum
que foi obtido pararealizar a operacdo de adicio (0 mesmo acontece com a sub-
tracdo). Veja um exemplo para compreender melhor.
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£ EXEMPLOGS

Para efetuar a soma

5 3
+

x+2 x—-4 (6.292)

devemos, primeiro, obter o denominador comum de ambas fragdes, que pode ser
(x+2)(x—4) , para, em seguida, reescrever a expressao (6.22) e realizar as simplificagdes

necessdrias para chegar ao resultado esperado, como mostrado a seguir:

5 + 3 _ 5(x—4) + 3(x+2)
x+2 x—4 (x+2)(x—-4) (x+2)(x—-4)
_S5(x—4)+3(x+2)

X’ —4x+2x-8
_ 5x—20+3x+6
o x*-2x-8
_ 8x-14
S xP-2x-8

Da mesma forma que partimos da expressao

5 3
x+2 x-—-4
e chegamos a
8x—-14
x*—2x-8

podemos também, quando necessario, realizar o caminho (processo) inverso. E isso pode
ser Util no célculo de algumas integrais em que o integrando tem a forma de funcéo racional.

Veja o exemplo a seguir.

5% EXEMPLO 6.10

Calcule a integral

j 8x—14
x*=2x-8
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Como

8x—14 5 3
2 = +
x*=2x-8 x+2 x—-4

entdo podemos concluir que
8x—14 5 3
j2x7dx=j( + )dx
x —=2x-38 x+2 x—4
3
=J > dx+j dx

x+2 x—4

1 1
=5fmdx+3jx_4dx

=51n|x+2|+ln|x—4|+C

Nesse tipo de resolugdo de integrais, conseguimos escrever o integrando na forma de
fracées parciais tais que a aplicacdo das regras basicas de integracéo, apresentadas no

Capitulo 4, possam ser aplicadas. Nesse exemplo, utilizamos as regras

jk F(x) dx = kj F(x) dx

jl dx=In|x+C
x

em que k é uma constante.

Esse método é conhecido como método de integracdo por fracées parciais.

Mas como podemos partir de uma expressdo como a do integrando do Exemplo 6.10
e transformé-la de tal forma que possa ser escrita como fracdes parciais, sem que antes

tenhamos realizado o processo inverso? Vamos ver no préximo exemplo.

EXEMPLO 6.11

Vamos utilizar o método de fragées parciais para resolver a integral

-3x+19

ST (629)
x“+2x-3
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Devemos comecar fatorando o denominador:

X 4+2x-3=(x+3)(x-1)

Ja conhecemos as expressdes que serdo utilizadas como denominadores das fragoes
parciais que substituirdo o integrando. Mas, como ainda nao obtemos os numeradores, vamos

denota-los por A e B. Entao, podemos escrever

:3x+19 _ A N B (6.24)
x+2x-3 x+3 x-1
Dai, chegamos a
—-3x+19 _A(x—1)+B(x+3) (625)

X +2x=3 (x+3)(x—1)
Como os denominadores em (6.25) séo equivalentes, entéo, podemos concluir que

3x+19=A(x— 1)+ B(x+3)
—3x+19=Ax— A+ Bx+3B
3x+19=(A+B)x—A+3B

e, dai, pela igualdade entre polinébmios, podemos concluir que

A+B=-3
—-A+3B=19

Resolvendo o sistema acima, chegamos aos resultados A = -7 e B = 4,
Considerando esses valores e a expresséo (6.24), podemos resolver a integral em (6.23)

como mostrado a seguir:

Z3x+19 dx=_[( -7 + 4 )dx
x“+2x-3 x+3 x-1

=7

=—7In|x+3[+4In|x-1|+C
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EXEMPLO 6.12

Calcule

dx (6.26)

J»5x3+10x2—18x+19
x> +2x-3

No exemplo anterior, o integrando tinha a forma de uma fragcdo em que o grau do nume-
rador era menor que o do denominador. Agora, ocorre o inverso. Temos uma fragdo imprépria
(o grau do numerador é maior que o do denominador). Nesse caso, vamos comegar realizan-

do a divisao do numerador pelo denominador:

5x°+10x* —18x+19  x*+2x-3
—5x>—10x* +15x S5x
—3x+19

Podemos, entéo, reescrever a integral em (6.26) e comegar a resolvé-la como mostrado

a seguir:

5x°+10x* —18x+19 —3x+19
j - dr=||Sx+—5——|dx
x +2x-3 X +2x-3

=ISx dx+.[;7dx
x +2x-3 (6.27)

Note que a segunda integral em (6.27) ja foi resolvida no exemplo anterior, utilizando o

método de integracao por fragdes parciais. Entdo, podemos concluir que:

3 2 2
[ Bt D 3N nfx+ 3+ dlnx— 1]+ C
x +2x-3 2

A aplicacdo do método de integracéo por fragcées parciais para integrar funcdes na

X
forma fz—; é possivel em situacdes que “obedecem” as seguintes condigdes:
g(x

XIl. A funcéo f(x) do numerador deve ter grau menor que a fungéo g(x) do denomina-
dor. Caso isso nédo acontega, é possivel efetuar a divisdo de f(x) por g(x) e trabalhar com

o resto dessa divisdo (como mostra o Exemplo 6.12)
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XIll. E necessério conhecer os termos que nos permitem fatorar a expressao g(x).
Mesmo que, teoricamente, todo polindbmio com coeficientes reais possa ser escrito na
forma fatorada, sabemos que, em muitos casos, ha grandes dificuldades em determinar
os fatores que tornam isso possivel, dificultando (ou inviabilizando) a aplicagdo do mé-

todo de integracéo por fragdes pariciais.

6.3 Regra de I'hopital e integrais improéprias

No cédlculo de limites, por vezes, nos deparamos com formas indeterminadas
do tipo % , =, 0-% entre outras. Veja, por exemplo, o caso do limite seguinte:
o
fim 24 (6.28)
x—=0 x

Substituindo x por 0 (zero) na expressdo me (6.28), obteremos a forma inde-
terminada 9 .

Javimos alguns casos em que tais expressdes foram transformadas algebri-
camente para tornar possivel o cdlculo de certos limites. No entanto, esse tipo
de procedimento nem sempre € facil ou viavel.

Nesta secdo, veremos uma regra que torna esse tipo de cdlculo muito mais
facil. Ela é conhecida por regra de L’Hdpital em homenagem a Guillaume
Francois Antoine de I'Hopital que escreveu o primeiro texto introdutdrio de
Calculo Diferencial em que essa regra foi mencionada. Mas, na verdade, quem
a descobriu foi o matematico suico Johann Bernoulli.

Pode parecer estranho falar em uma técnica para resolver limites justamen-
te agora em que estamos falando de técnicas de integracdo. Mas, isso se justi-
fica, pois, mais adiante veremos como calcular integrais chamadas de impré-
prias o que nos levara a utilizar a regra que serd agora apresentada.

Uma forma mais bdsica dessa regra € apresentada a seguir.

Primeira forma da regra de LU'Hopital

Considere as funcdes f(x) e g(x), tais que, para um certo valor real ¢, temos

fle)=g(c)
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Se f'(c) e g'(c) existem, entdo

lim @ - /()
e g(x)  g'(c)
desde que g'(c)#0 .

£ EXEMPLOG6.13
2-Jx+4

Vamos retomar o limite lim

x—0

Tomando *

J(x)=2-~x+4 ¢ gx)=x
temos,

e — w=1

= —— X)=
xia ©8 :

Como

1 1 |
©0)=- L ego=t1,
AL 240+ 4 4 ¢

entdo podemos resolver o limite (aplicando a primeira forma da regra de L’Hopital)

da seguinte forma:

x—0 X

Podemos demonstrar a primeira forma da regra de 'Hopital a partir da definigéo de de-

rivada utilizando limite. Vamos mostrar que

G (C)

g'(c) g
considerando, pela definigdo de derivada, que

fl(c)zlimf(x)_f(c)

x—=c xX—cC
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e

l 1 g(x)_g(c)
A

Podemos entéo afirmar que:
. f() = f(e)
' lim—————=
file) S e
g'(e) i 8N —8()
X—=c X—C

£~ F(©)
—1; X—C
=lim s ©
X—C

i L= f(©)
e g(0) - g(0)

Como estamos considerando os casos em que fle)=g(c)=0 , entdo chegamos a

concluséo que

S(€) _jyp S
g'(c) x—c¢ g(x)

como querfamos demonstrar.
Agora, vamos tentar essa primeira forma da regra de L'Hbpital para resolver o limite pro-

posto no exemplo seguinte.

2% EXEMPLO 6.14

X
2-Vx+4+-—
Calcule lim 4 .

x—0 xz

Considerando

X
f(x)=2- x+4+zeg(X)=x2,
temos,

[ -
C2Jx+4 4 gg)=2x
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Observe que se aplicarmos a primeira forma da regra de L'Hépital, ainda cairemos na

forma indeterminada % , pois:

S SN S 1
Fo= 2014 4 42

¢'(0)=2-0=0

Em situacdes como essa, podemos recorrer a segunda forma da regra de LHdpital, que

€ apresentada a seguir.

Segunda forma da regra de L’Hopital
Considere as funcdes f(x) e g(x) derivaveis em um intervalo aberto | e que, para um
certo valor ¢ desse intervalo, f(c) = g(c). Considere, também, que para * €1 | tem-se
8N #0 o x#a  Entao, podemos concluir que

lim ™ = jjn L@

e g(x) e g'(x)

se o limite a direita existir.

Voltando ao limite do Exemplo 6.14, podemos aplicar a segunda forma da regra de L'L6-

pital para resolvé-lo, como apresentado a seguir:

X 1 1

2—x+4+— -7t

Tim 4 iy Zx+d 4
x—0 X x=0 2x

Para resolvermos o limite & direita, aplicamos a primeira forma da regra de L'Hépital,

derivando novamente as expressdes e calculando seus valores para x = 0. Teremos, portanto

x 1 1
2—x+4+= - +—
lim 4y 2x+d 4
x—0 X x—0 2x
R
4y(x+4)
iy )

1
_ 4(0+4)
2

1

64
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Ha também uma verséo da regra de L'Hdpital que pode ser utilizada na resolugéo de

. . . . oo T 7
limites em que surge a forma indeterminada — . Vamos ver como utiliza-la através de um

oo

exemplo.

5% EXEMPLO 6.15

Calcule o limite

. In(x+1)
lim

e NJx+1
Se X = entéo

In(x+1) 50 o Vx+1—00

(e o)
Portanto, aqui, vemos um forma indeterminada — .
(o)

Considerando que

dlinGc+D] _ 1 _a[vri]
dx x+1 dx  2Jx+1

e aplicando a segunda forma da regra de L'Hépital, temos:

1

In(x+1 o

lim 2D o x
X—>o0 \/.X+1 X0 1

2Vx+1
. 24x+1
=lim
xoe x+1
oANx+1
=2-lim

== x+1 (6.29)

Como

entao, voltando a (6.29), temos:
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Vamos, agora, volta a falar em integrais.

Todas as integrais definidas vistas no Capitulo 5 tinham um intervalo de integragéo [a,b]
finito e, além disso, a funcéo f(x) do integrando possuia imagem também finita para esse
dominio (intervalo de integragéo).

No entanto, hd casos em que ou o intervalo de integragéo é infinito ou a imagem do
integrando € infinita. E h& diversas situagdes aplicadas em que tais possibilidades ocorrem.
No estudo de probabilidades, por exemplo, a principal e mais utilizada distribuigéo de proba-
bilidades é definida por uma fungdo que é integrada no intervalo ]— co,oo[ . Ela é conhecida
por distribuicdo normal ou curva de gauss.

Nos exemplos seguintes, veremos alguns tipos de integrais impréprias e suas resolu-

coes.

EXEMPLO 6.16

Um primeiro caso que veremos refere-se a uma integral definida em um intervalo infinito.

Vamos determinar a area sob o gréfico da fungéo

1
JSx)==
xZ
para x variando de 2 a °° .
Mas, se x tende ao infinito, entdo a area também néo tendera? Néo necessariamente.
Note que a funcao f(x) tende a zero (seu grafico aproxima-se mais e mais do eixo x) & medida
que x cresce. Isso faz com que a drea em questéo néo cresga indefinidamente.

A representacao, utilizando integral, para a drea que queremos determinar é
<1
|,
2 x

Mas, para determinar essa drea, vamos resolver a integral definida
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e, depois, calculamos o limite da funcéo resultante (o resultado da integral serd dada em
funcéo de b) com b — oo . Temos, entio:

A area que queremos determinar seré dada por

=1 Corb 1
J.zydx=hm — dx

b—oeod2

. ( 1 1)
=lim| ——+—
boe\ h 2
=O+l
2
_1
2

Vamos a mais um exemplo, este em que teremos que utilizar a regra de L'Hbpital.

L EXEMPLO6.17

Inx
Determine a drea delimitada pelo eixo x e pela fungéo f(x)=-—-,comxentre 1 en .
X

Vamos comecar calculando a integral definida

(6.30)
Aqui, seré necessario utilizar a integragdo por partes considerando as substituices

u=Inx ¢ dv=x7dx

Dessa forma, teremos

1 1
du=—dx ev=——.
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Substituindo na integral (6.30) e resolvendo-a, teremos:
In C o 1)1
I )] ()5
x /] 1 x J\x
b b
{4
x)) Lxl
Inb ( lnl) [1 ]
=S
b 1 b

Portanto, a drea que queremos seré dada por

[ l—nidx_l jlnx

b—eo

=—limM—liml+lim1

b b b b b

—im M2 g4

b—oo

Para resolver o limite

. Inb
lim—
b—eo b

utilizamos a regra de L'Hopital e obtemos

hmﬁ =lim2=0
b b b—e |
Portanto a drea seré dada por

j 1—nfarx_l

O campo de atuagédo do Célculo Diferencial e Integral e suas possibilidades sao muito

amplas. Nao é possivel esgotar os assunto apresentados em um livro. Mesmo os assuntos
que fazem parte do escopo desse livro ndo foram totalmente abordados, até porque acredito

que isso nédo é possivel. Mas o objetivo é apresentar os fundamentos e muitas das possibi-
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lidades que estd area da Matemética nos fornece e que tém diversas aplicacdes. Isso vale
também para as integrais impréprias que aqui foram apenas apresentadas para que vocé
comece a se familiarizar com esse tipo de integral. Ha outros tépicos de Célculo que serdo
abordados em outros livros como, por exemplo, o célculo de derivadas e integrais para fun-

¢Oes com mais de uma variavel.
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