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Corbes de Bézier

Les tecniques de Bézier sén un metode de dibuixar corbes per
aproximacic: es tria un conjunt de punts de control que governara
la forma de la corba, encara que la corba només passara pel primer
i I'dltim dels punts.

@ Inicis: 1960 Bézier (Renault), Casteljau (Citroén)

@ |dea feli¢: expressar les corbes de Bézier com a combinacid afi dels
punts de control, és a dir, combinacié de punts on la suma de
coeficients és 1. Es podra fer amb els polinomis de Bernstein.

@ A més, quan vulguem aplicar una afinitat a la corba, només caldra
trobar les imatges dels punts de control!
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Polinomis de Bernstein

Espai Vectorial dels polinomis

El conjunt de tots els polinomis de grau < n és un espai vectorial de
dimensié n + 1. Una base és {1,¢,--- ,t"}.

Polinomi de grau n, amb coeficients reals i variable ¢:
apl + a1t +---+a,t™, a; €R
@ Els coeficients a; no tenen un significat geometric global.

@ Petits canvis en els a; fan que el polinomi canvii molt per a valors

grans de t.
o
200f
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I 0.95t3-1 t3-1
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Polinomis de Bernstein

Una base alternativa: polinomis de Bernstein { B[, -, B]'}.
Com es defineixen?

Vegem un exemple:
Ex. n =1~ Basel: {1,¢}
Base2 (Bernstein): {B} =1—1t,B| =t}

Polinomi expressat en les dues bases:
214+3t=2(1—1t)+5¢

Observa que B}, Bj: 1) sén coord. bariceéntriques (1 —¢) +t =1
2) sén del mateix grau ((1 —t),t grau n = 1)
3) sén els termes de la potencia ((1 —¢) +¢)"
desenvolupant pel binomi de Newton amb n =1
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Polinomis de Bernstein

7

Donat n € N, el i-esim polinomi de Bernstein de graun (0 < ¢ < n) és

BIO) = gy (L~ 0"

Sén els termes que apareixen en desenvolupar pel binomi de Newton la
potencia ((1 —¢t) +¢)"= B{(t) +--- + Bl (t)

n=1~1=(1-t)+t)=01—-t)+¢
N =2~ 1=(1-t)+t)2=1—t)2+2(1—t)t+t>
on =3~ 1=((1-t)+t)°=0—-8>+3(1—t)%t+3(1—t)t2+1¢>

Bases formades per pols. de Bernstein per als conj. de pols. de grau < n:
n=1{B=1-t, B} =t}

n=2 {Bf = (1-1)* Bf =2(1 - t)t, B} =}
n=23 {Bj=(1-1)3 B} =3(1-1)>2, B3 =3(1-1t)t3 B; =t3}

EPSEVG & MA IV; Merce Claverol i Antoni Ras Matematiques del Disseny de Corbes i superficies



Polinomis de Bernstein
Corbes de Bézier Corbes de Bézi Definicié i propietats

e Bézier

Polinomis de Bernstein

-
4 B B(o,1)
By=1-t B =(1—1t)?
Bi =t B? =2(1—t)t

B3 = ¢

Observa que es poden obtenir de forma recursiva:

B't)=(1—-t)B "(t)+tB" ' (t) ¥Yn>1, ¥t 1<i<n-—1

7 7

(Els de grau n > 3 no ens faran falta)
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Polinomis de Bernstein

Propietats dels polinomis de Bernstein:

® S6n coord. baricentriques: Bjj(t) + B (t) +---+ B(t) =1, Vn, t
(generalitzen la interpolacié lineal)

@ Simetria: B!'(t) = B (1 —t) (dtil per invertir el sentit de la
corba)

@ Positivitat: B/*(t) > 0Vn,Vt € [0,1]

@ Maxim: B!'(t) té un maxim absolut, dins l'interval [0,1], a t = i/n.

@ Recursié: BI'(t) = (1 —t)B!" '(t) +tB!'" ' (t) ¥n > 1, V¢ (atil per al

(2
calcul recursiu a partir d’expressions de grau més petit: és la base de

I'algoritme de de Casteljau).
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Corbes de Bézier

Corba de Bézier

Donats n + 1 punts Py,--- , P, € RF(k = 2,3), la corba de Bézier que
defineixen és la corba parametritzada

|B(t) := By ()P + BI(t)Py + -+ Bi(t)Pa, t€[0,1]]

on B! (t) sén els Polinomis de Bernstein
Py, -+, P, sén els punts de control i, unint-los d’un en un per segments,
s'obté el poligon de control; n és el grau de la corba.

KK

Corbes de Bézier de grau 3 amb els seus poligons de control.
B(t):= Bi(t)Po + Bi(t)P1 + B3(t)P, + B3 (1)Ps, te€0,1]
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Corbes de Bézier

Troba la corba de Bézier amb punts de control
Py=(-1,1), P, =(0,0), P, = (1,1)
Utilitzem els polinomis de Bernstein per a n =2 (B (t), Bi(t), B3(t) )
B(t):= (1 —-1)°Py+2(1 —t)tP, +t°Py =
= (1—1t)%(=1,1) +2(1 — )t(0,0) + t2(1,1) =
=(2t—1,2t2 -2t +1) t€]0,1]

Corba de Bézier amb el seu poligon de control.
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Observa que les corbes de Bézier sén combinacions afins dels punts de
control. Aixo fa que la corba es mantingui dintre de I'envolupant
convexa d'aquests punts.

P P1
P1
/// /F“‘~ ~
/ =~ P2
PO/\/PS
Po
P2 Po

Propietats:

@ Invariancia afi: Per transformar amb una afinitat f una corba de
Bézier, n'hi ha prou amb aplicar I'afinitat als punts de control

si B(t)=Y_7_, B (t)P;, aleshores f(B(t)) = >.1"_ o B'(t)f(P;)
@ Pas pels extrems: B(0)= Fy, B(1)= P,
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Corbes de Bézier

Observa que les corbes de Bézier sén combinacions afins dels punts de
control. Aixo fa que la corba es mantingui dintre de I'envolupant

convexa d'aquests punts.
P1 P1
/.\\ P1
e AN | QL
. Y /) == P2
AN / -7
Po™. S P3 a8
Y
Y
N — Po
\\ /// P
P27 °
Propietats:

@ Invariancia afi: Per transformar amb una afinitat f una corba de
Bézier, n'hi ha prou amb aplicar I'afinitat als punts de control
i B(t)= Y7, B (1) P, aleshores f(B(1)) = Y1 B (1) f(P,)

@ Pas pels extrems: B(0)= Py, B(1)= P,

Matematiques del Disseny de Corbes i superficies
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@ Tangencia: La corba és tangent, en els seus extrems inicial i final, al
primer i al darrer segment del poligon de control, respectivament.
* Corba de grau 2: B(t) =(1 —t)?Py +2(1 — t)tP, +t*P,
B(0)= Py B(1)= Py
Pi1
B'(0)=2(P, — Ry)
B'(1)=2(P, — P)
Po P2
* Corba de grau 3:
B(t)= (1 —1t)3Py+3(1 —t)?tP, +3(1 - t)t? P, + t3 P
B(0)= Py B(1)= P
P1 Po

B'(0)=3(P, — Ry)
B(1)=3(Ps — Py)
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Corbes de Bézier

Es important I'ordre en qué es donen els punts de control .
P1
P2

{Py, P>, P\, P3}

Po Ps3

Si es vol canviar el sentit de la corba, n'hi ha prou amb invertir I'ordre:

B(t) = Xio B (1) Py

B(1—t):= Y1 Br(1l— )P, P& S Bl ()P = S0 BE(t)Pai

P1 P2 p1 P2

{Py, P\, P>, P3} {Ps, P>, P\, Py}

P3
Po P3 Po

EPSEVG & MA IV; Merce Claverol i Antoni Ras Matematiques del Disseny de Corbes i superficies



Corbes de Bézier

Algoritme de de Casteljau

Pero, a partir del punts de control, com es genera la corba?

Algoritme de de Casteljau

Es un procediment recursiu per calcular, partint del punts de control, el
punt de la corba corresponent a un valor ¢ € [0, 1] del parametre.

En cada pas de I'algoritme, es fa una interpolacid lineal per a cada parell
de punts consecutius obtingut al pas precedent.

Pas0: P[i,0]:=PFP;, o0<i<n

Pasr: P[i,r] := (1 —t)P[i,r — 1]+ ¢tPli + 1,7 — 1],

0<i<n—-mr1<r<n-1

:Pasn : I;[O,n] = (1-t)P[0,n— 1]+ tP[l,n—1] = B(¢)
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Algoritme de de Casteljau

Construccié d'una corba de grau 2: poligon de control: {Py, Pi, P>}.
P[0,0] := Py, P[1,0] := Py, P[2,0] := Ps.

P[1,0]

'Pl[o,0] P[2,0]
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Algoritme de de Casteljau

Construccié d'una corba de grau 2: poligon de control: {Py, Pi, P>}.
P[0,0] := Py, P[1,0] := Py, P[2,0] := P;.
Fem interpolacié lineal en els segments que formen:

Pl1,0] P[0, 1]=(1 —t) P[0,0]+t P[1,0]
P[1,1]

Plo,1

'Pl[o,0] P[2,0]
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Algoritme de de Casteljau

Construccié d'una corba de grau 2: poligon de control: {Py, Py, P>}.
P[0,0] := Py, P[1,0] := Py, P[2,0] := P5.
Fem interpolacid lineal en els segments que formen:

Pl1,0] P[0, 1]=(1 — t) P[0,0]+t PI1,0]
P[1,1]=(1 —t) P[1,0]+t P][2,0]
Tornem a fer interpolacié lineal:
Flo,0] P[2,0] P[0,2] = (1—1t)P[0,1] +tP[1,1] =

= (1—1t) ((1 = t)P[0,0] + tP[1,0]) + t((1 — ¢)P[1,0] + tP[2,0))
= (1—1)2P[0,0] +2(1 — ¢)tP[1,0] + t* P[2,0]
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Algoritme de de Casteljau

Construccié d'una corba de grau 2: poligon de control { Py, Py, P>}.
P[0,0] = P(),P[l,()] = Pl,P[Q,O] = Pg.
Fem interpolacid lineal en els segments que formen:

Pl10] P[0,1]=(1 —t) P[0,0]4+t P[1,0]
P[1,1]=(1 —t) P[1,0]+t P]2,0]
Tornem a fer interpolacié lineal:
P[0,2] = (1—1t)P[0,1] +tP[1,1] =
=(1-1¢) (1 =¢t)P[0,0] +tP[1,0])+ t((1 —t)P[1,0] + tP[2,0])
= (1= 1)*P[0,0] + 2(1 — )tP[1,0] + £2P[2,0] = B(1)]

Hem obtingut I'expressié de la corba de Bézier com a combinacié afi dels
3 punts de control, on els coeficients sén pols. de Bernstein de grau 2.

Si fixem per al parametre ¢ un valor ¢, € [0, 1], obtenim un punt de la
corba: PJ0,2]= B(t.).
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Algoritme de de Casteljau

P[1,0]
Construccié d'una corba de grau 3: P[2,0]
pol. de control {Py, P1, P2, P53}

Plo.o] P[3,0]

| B(t)= (1= )Py +3(1 — £)*tPy + 3(1 — )1 P, + P3| P[i, 0] := P,

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
PJ0,0]

\( producte per (1 —t) |

P[l, 0] — producte per t

P[2,0]

P[3,0]
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Algoritme de de Casteljau

Construccié d'una corba de grau 3:
pol. de control {Py, P1, P2, P53}

Plo,1

Plo.o] P[3,0]

| B(t)= (1= )Py +3(1 — £)*tPy + 3(1 — )1 P, + P3| P[i, 0] := P,

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
P[0, 0]
\ \( producte per (1 —t) |
P[17 0] — P[O 1} — producte per t
hN
PR2,0] —  P[L1]
N\
P[3,0] —  P[2,1]
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Algoritme de de Casteljau

Construccié d'una corba de grau 3:
pol. de control {Py, P1, P2, P53}

Plo,1

Plo.o] P[3,0]

| B(t)= (1= )Py +3(1 — £)*tPy + 3(1 — )1 P, + P3| P[i, 0] := P,

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
P[0,0]
\ \( producte per (1 —t) |
P[17 0] — P[O 1} — producte per t
hN hN
P[2,0] — Pl1,1] — PJ0, 2]
N\ N\
P3,0] — P21 —  P[1,2]
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Algoritme de de Casteljau

Construccié d'una corba de grau 3:
pol. de control {Py, P1, P2, P53}

P[o,0]

‘B 1—tPRy+$1—t)ﬁﬁ+3ﬂ—¢ﬁ%ﬁ+¢%§‘on =P

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
P[0,0]
\ \( producte per (1 —t) |
P[lvo] — P[O 1} — producte per ¢
hY N\
P2,0] —  P[1,1] —  P[0,2]
N\ N\ N\
P@B,0] —  P2,1]] —  P[L2] —  .p[o:3]
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Algoritme de de Casteljau

P[1,0]P[1’1]

Construccié d'una corba de grau 3:
pol. de control {Py, P1, P2, P53}

P[o,0]

‘B (1—t)3Py+3(1—1¢) tP1+3(1—t)t2P2+t3P3‘Pz 0] := P,

Pas 0 Pas 1 Pas 2 Pas 3
P[0, 0]
\ \( producte per (1 —t) |
P[l,O] — P[O 1} — producte per t
hY hY
P[2,0] — Pl1,1] — [0, 2]
hY N\ hY
P@B,0) — P21 —  P[1,2] —  -p[0:3] = B(t)
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Algoritme de de Casteljau

Exemple. Troba la corba de Bézier amb punts de control
Py=(—1,1), P, = (0,0), P, = (1,1) (ex. pag. 18)

Utilitzem I'algoritme de de Casteljau:
N\ producte per (1 —t) |

—— producte per t

Py=(-1,1)

N\

Pi=(0,0) — (~1+t1-1t)
¢
%

(t,t) B(t) = (2t — 1,2t> — 2t + 1)

te[0,1]

P, =(1,1)

Observa que si fixem d'entrada el valor de t, t = t,, i apliquem
I'algoritme de de Casteljau (multiplicant per 1 — ¢, o t.), el que tenim és
un punt de la corba de Bézier, el punt B(t.).
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Operacions amb corbes de Bézier

Operacions amb corbes de Bézier de grau n:

1 Canvi d'un punt de control: Si es canvia un dels punts de control, el
canvi afecta tota la corba ; perd la modificacié és més acusada en el
tram més proper al punt que es canvia.

»

-

2 Calcul de derivades, en termes dels polinomis de Bernstein o dels
punts de I'algoritme de de Casteljau. Serveix per obtenir els vectors
velocitat i acceleracié:

B'(t) =n 3" (P — P)BYY(t) = n(P[1,n — 1] — P[0,n — 1))
B(t) = n(n — 1) Y0 2(Piva — 2Py + P)BI (1) =

=n(n—1)(P[2,n—2] —2P[1,n — 2|+ P[0,n — 2])
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Operacions amb corbes de Bézier

seracions amb corbes de Bézier

3. Subdivisio. Per a subdividir en trams la corba de

Bézier, amb punts de control P,, ..

primer l'algoritme de Casteljau:

., P, , apliquem

P,=P[0,0] P[0,1] | P[0,2] P[O,n-1] P[O,n]
P,=P[1,0] P[1,1] |P[1,2] P[1,n-1]

P,=P[2,0] P[2,1] | P[2,2]

Pn-1=P[n'110] P[n-1,1]

P =P[n,0]
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seracions amb corbes de Bézier
Tram de la corba des de: Tram de |la corba des de:

B(0)=P[0,0] fins B(t,)=P[0,n] } B(t,)=P[0O,n] fins B(1)=P[n,0]

Algoritme de Casteljau amb punts JAlgoritme de Casteljau amb punts

()
= =
e
g P[0,0] "= P[O,n]
20 g:o
c |PlO1] = P[1,n-1]
() —
E |proz) = P[2,n-2]
- —
o T —
oo c X
© D 2
s 5 o
© O ©
= P[0O,n-1] o © |P[n-1,1]
© T3
QE) P[OIn] E o P[nlo]
= e S
o £ &
W o



Corbes de Bézier

Polinomis de Bernstein

Corbes de Bézier. Definicid i propietats
Algoritme de de Casteljau
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seracions amb corbes de Bézier

Fitxer Edita Visualitza Opcions Eines Finestra Ajuda
» La finestra grafica

Bézier de grau n=3

t=0.33
P[0,0] o

Exemple: Sub-divisio d'una corba de
Algoritme de|la

P21} Tram verm

¥ Full de calcul

SN c|EIEIE|av B

corba senzer

Algoritme d

\\P13.0]

Tram verd

Algoritme de

(-1.69, 1.26)
(0.13, 2.98)
(3.04, 2.51)

(-2, 0.5)
-1.69,1.26) (-1.3,1.63)
(-1.1,1.82) (-0.64, 2.04)

(-0.4,2.15
(1.07, 2.82
(3.04, 2.51

4, 1

(0.57, 2.59)
(2.37, 2.62)
(3.67, 1.51)

(0.4, 2.15)

(-1.1,1.82)
(1.07, 2.82)

(-1.8, 1) (-1.47,1.42) (-1.07, 1.74)

(-0.86, 1.9)

(1.76, 2.61)
(3.23, 1.89)

(2.73, 2.13)
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Operacions amb corbes de Bézier

4 Elevacié de grau: Serveix per redefinir una corba de grau n com a
corba de grau n + 1. Aquesta té poligon de control

{Qo, -+, Qns1}, amb

Qo = F,
Qi =mgPia+ (1 -2k (1<i<n),
Qn+1 =Py
Q2
Q1 Q3
B(t)
Q4=P3

Qo=po
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Tipus de continuitat

Si enganxem una corba de Bézier By amb poligon Py, --- , P, amb una altre
Bs que té poligon Qo,Q1, - , Qm, direm que ho fem amb continuitat G;,
0<i<2:

@ Continuitat Go: Cal que P, = Qo.
@ Continuitat G1: S’han de satisfer les condicions
@ Continuitat Go.
© En el punt d'unié P, = Qo, les rectes tangents coincideixen <
P,._1, P, i Q1 estan alineats.
@ Continuitat G2: S’han de satisfer les condicions
@ Continuitat G.
@ En el punt d'unié P, = Qo, els cercles osculadors coincideixen <
les curvatures coincideixen en el punt d'unid.
Es suficient que
a2n(n — 1) (P, —2Pn—1 + Pr—2)

Q2 = m(m —1) — P, +2Q1,
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Continuitat geométrica de la unié de corbes de Bézier
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