TAJU-PLNE PRIKLADY

Geometricka rada

Zdn Pol Kastrol

23. ledna 2022



OBSAH

¥

Obsah
1 Zadani prikladu 2
HadioCivmoci . . . ... ... .. ... ... ... ...... 2
Hranata spirala a Magické Voko . . . . . . . .. .. ... ... 2
Cantorovo diskontinuum . . . . . .. ... .. ... ... ... 3
Sierpinského koberec . . . . . ..o 4
Pékna rovnice . . . . ... 5
Kochova vlocka . . . . . . ... ... 6
Zjednoduste . . . . ... 6
VyteSte rovnici . . . . . . ..o 6
2 Vysledky a reseni 7
Hadiodivmodci . . . ... ... ... ... ... ... ... 7
Hranata spirala a Magické Voko . . . . . . . ... ... .. .. 10
Cantorovo diskontinuum . . . . . .. ... ... ... ... . 13
Sierpinského koberec . . . . ... oo 15
Pékna rovnice . . . . ... 18
Kochova vlocka . . . . . . .. .. . ... ... 20
Zjednoduste . . . . ... Lo 23
Vyteste rovnici . . . . . . ... 24



1 ZADANI PRIKLADU

Y4
PPN

1 Zadani prikladu

Zadani cv. 1: Hadi o¢i v mo¢i

V obrazku jsou naznaceny pocatky dvou nekonecnych spiral, které
jsou tvoreny posloupnosti na sebe navazujicich, postupné se zmen-
sujicich ptlkruznic.

Leva spirala zacind pulkruznici nad pramérem AB, dalsi pul-
kruznice je nad primérem BC' a tak déle, az do nekonecna. Kon-

covy bod spirdly lezi po nekonecné mnoha iteracich v hadim
oku Oy.

Prava spirala je tvorena analogicky a konc¢i v hadim oku Os.
Poloha jednotlivych bodti na ose x je patrna z obrazku. Urci

a) Jak dlouhé jsou spiraly?

b) Urci polohu hadich o¢i Oy, Oy na ose z.

c¢) Vysvétli ndzev tohoto prikladu.

Zadani cv. 2: Hranata spirala a Magické Voko

V obrazku je naznacena konstrukce nekonec¢né spiraly tvorené
vzdy dvojicemi kolmych usecek (AB, BC — CD,DE — EF, FG
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atd.), které se postupné zmensuji v poméru patrném z obrazku.
Spirala se zaviji do Magického Voka V.
a) Urci délku celé spirdly.
b) Urdi souradnice Magického Voka V.
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Zadani cv. 3: Cantorovo diskontinuum

Urci délku Cantorova diskontinua.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum
https://www.matfyz.cz/clanky/matykani-xiv-cantorovo-
monstrum
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Uvazujte tzv. , Sierpinského
wikipedia.org/wiki/Sierpi’,C5%84ski_carpet), ktery vznikne
tak, ze ¢tverec se stranou o délce jedné jednotky rozdélime na 9
stejnych ¢tverci, z nichz ten uprostred odstranime, a tento proces
aplikujeme opakované na kazdy dil¢i ¢tverec az ,,do nekonecna’.
Viz obrazek, na kterém je zobrazeno nékolik prvnich kroku (¢erné
vyznacené Casti jsou odstranény).

Jaky je obsah vzniklého Sierpinského koberce?

ResSeni =

koberec‘ (https://en.


https://en.wikipedia.org/wiki/Sierpi%C5%84ski_carpet
https://en.wikipedia.org/wiki/Sierpi%C5%84ski_carpet
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Obr. 2:

[ https://www.geogebra.org/m/jxbu7yvn ]
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Zadani cv. 5: Pékna rovnice

Reste v R:

il—Zm =4z —2
k=1

Zadani cv. 6: Kochova vlocka

Urci obsah a obvod Kochovy vlocky (pro n jdouci do nekonecna):

[ https://www.geogebra.org/m/bpbvusfg. ]

[ https://en.wikipedia.org/wiki/Koch_snowflake. ]

Zadani cv. 7: Zjednoduste

Zjednoduste vejraz:

Zadani cv. 8: Vyreste rovnici

nz+Inyz+nYr+In Y+ =32
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2 Vysledky a reseni

Resba cv. 1: Hadi o¢i v moci

V obrazku jsou naznaceny pocatky dvou nekonecnych spirdl, které
jsou tvoreny posloupnosti na sebe navazujicich, postupné se zmen-
sujicich ptlkruznic.

Leva spirdla zac¢ind pulkruznici nad pramérem AB, dalsi pul-
kruznice je nad priumérem BC' a tak dale, az do nekonecna. Kon-

covy bod spirdly lezi po nekonecné mnoha iteracich v hadim
oku O;.

Prava spirala je tvorena analogicky a konc¢i v hadim oku Os.
Poloha jednotlivych bodti na ose x je patrna z obrazku. Urdi

a) Jak dlouhé jsou spirdly?

b) Uréi polohu hadich o¢i Oy, Oy na ose z.

c¢) Vysvétli ndzev tohoto prikladu.
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Resenti:
a) Scitdme délky pulkruznic:

DP=D1+p2+p3s+...
p=7ry+7nre +7rs + ...
p=n(ri+re+rs+...)

—a(ie iy
p=m sT1 Tt

Radu v zavore divérné zname z proslulého vtipu®, takze vime, ze
jeji soucet je jedna (HPB).
Délka kazdé spiraly je tedy

p=m

To je mjézduprécem také délka kruznice nad prumérem AB. Neni
to fascinujici?!?

b) Predstavime si, ze délame kroky po ose x z bodu A pies B
do C a tak dale, kazdy krok vzdy kon¢i v koncovém bodé dané
pulkruznice.

Po nekonecné mnoha krocich dorazime do hadiho oka O;. Pro
jeho x—ovou souradnici bude zfejmé platit:

1 1 1 1 1
T = 5 + 173 + 6
Méme nekonetnou GR s prvnim ¢lenem a; = 1 a a kvocikem
q = —3, takze ji miZeme secist (je splnéna podminka |¢| < 1) a
dostévame
aq 1 2
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Vzhledem k symetrii zfejmé plati pro souradnici druhého oka

2 4
e 2 —_—— = —
2 33
Hadi o¢i v mo¢i maji souradnice
2 4
Ti1== Xy==
T3 7?3

Oc¢i tedy déli usecku AA’ pékné na tretiny!

c) Hadi o¢i v hadi moci je oblibend specialita, kterou v nuselské
restauraci u Bansetht vyzadoval staly navstévnik Jaroslav Hasek
(viz obr. nize). Jedna se o o¢i Krajty Obrovské, které se nakladaji
do smési krajti moci a osmdesati procentniho lihu.

Obr. 3

?P¥ijde do hospody nekoneénd mnoho MATFYZAKU a zacnou si u hos-
tinského postupné objednavat. Prvni si da pul piva, druhy ¢tvrt piva, treti
osminu piva atd. Hostinsky povida: ,, Vy jste ale volové“ a natoci jim jedno
pivo.
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Resba cv. 2: Hranaté spirala a Magické Voko

V obrazku je naznacena konstrukce nekonecné spiraly tvorené
vzdy dvojicemi kolmych usecek (AB, BC — CD,DE — EF, FG
atd.), které se postupné zmensuji v poméru patrném z obrazku.
Spirala se zaviji do Magického Voka V.

a) Urci délku celé spirdly.

b) Uréi souradnice Magického Voka V.

<
@

0.75

0.25

Vysledek:

a) Délka nekonecné spirély je 4.

12
b) Magické Voko je V = {g; ﬂ

10
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ResSeni:

a) Soucet ziejmé bude:

(14+1)+ (1+1> + (1+1> + <1+1> + <i+i> + ...
2 2 4 4 8§ 8 16 16
Neboli
dp1+tyiy iy
2 4 8
Od tretiho ¢lenu fady dostavame nasi hospodskou radu % + i +

1. =1, takZe bez dalsiho pocitani dostavame soucet

8

b) Podobné jako v predchozim piikladu ,Hadi o¢i v moci* si
predstavime jednotlivé kroky, ovsem zvlast ve sméru osy x a zvlast
ve smeéru osy .

Osa z: Jdeme z A (x = 1) do B. Zde se x neméni, ale z B do C
se posunume doleva, takze x se zmensi o 1. A tak déle, dostavame:

xv—l—l—i-%—}l%—%...
Tedy
1 1 1
xV:§—Z+§+...
Takze mdme GR s prvnim ¢lenem a kvocikem
1 1
CL1—§; Q:—§
tedy
ap % 1
TR

11
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Osa y: Analogicky dostavame:

1 1 1 1
T O R
yw=0+1=-35+7-3 2

Tedy
. aq . 1 _2
S l-q 144 3

Takze Magické Voko ma soutradnice

1 2
V-M

Yyv

12
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Zadani =

Urci délku Cantorova diskontinuaUrci délku Cantorova diskonti-
nua.
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum
https://www.matfyz.cz/clanky/matykani-xiv-cantorovo-
monstrum

Vysledek:

EE |

13
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7 obrazku vidime, ze

1 2 4 8
dey=1—[(-+24+ 4+ ° ...
<3+9+27+81 )

V zavore je GR s kvocikem g = %, takze ji muzeme secist:

1
=

14
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Resba cv. 4: Sierpinského koberec

Uvazujte  tzv. ., Sierpinského koberec* (https://en.
wikipedia.org/wiki/Sierpi’C5%84ski_carpet), ktery vznikne
tak, ze ¢tverec se stranou o délce jedné jednotky rozdélime na 9
stejnych ¢tverci, z nichz ten uprostied odstranime, a tento proces
aplikujeme opakované na kazdy dil¢i ¢tverec az ,,do nekonecna’.
Viz obréazek, na kterém je zobrazeno nékolik prvnich kroku (¢erné
vyznacené Casti jsou odstranény).

Jaky je obsah vzniklého Sierpinského koberce?

u

"5

LICILE

15
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Obr. 5:

[ https://www.geogebra.org/m/jxbu7yvn ]

Vysledek:
= |

Reseni:

Kazdej Blbec vidi, Ze to je takto:

1 1 1
S=1---8-——-8.— ... =
9 92 93
gu 8l g2
1—-(§T%—§§4—§§-%.“)
Radu v zévore secteme:
1

16
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Takze dostavame, Ze plocha toho Serpiniskyho persanu je

EREED

Cili PRD!

17
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Resba cv. 5: P8kna rovnice
Reste v R: .
> (1-2a)f =4z -2
k=1
Vysledek:
1
K=<-
]
Reseni:

Leva strana rovnice vypada takto:
(1—22)' +(1—22)*+ (1 —22)° + ...
Je to tedy nekonecna geometricka rada:
a; = (1 —2z) ; q=(1-2x)

Aby sla fada secist, musi platit podminka |¢| < 1, tedy
|1 — 2x| < 1. Tuto nerovnici vyfesime a dostaneme defini¢ni obor
rovnice:

|1 —2z| <1

-1l<(1-2z)<1
(—1<1—22)A(1—2z<1)

(x <1)A(z>0)

e (0;1) (a)

18
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Rovnice méa smysl tedy pouze v tomto intervalu. Za podminky (a)
lze tedy radu secist:
ai 1—2x =2

T1-¢q 1-(1-22) 2z

S

Tento soucet dosadime do ptivodni rovnice a rovnici vytesime:

2x
1 — 2z = 2z(4x — 2)
1 — 2z =8z —4x
82220 —1=0
D=4+32=36

2+6
X = ——
1,2 16
1
I = 5 ) ~

Kofen x5 nespliuje podminku (a), takze jsme ho vyskrtli.

(i

19
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Resba cv. 6: Kochova vlocka

Urci obsah a obvod Kochovy vlocky (pro n jdouci do nekoneéna):

[ https://www.geogebra.org/m/bpbvusfg. ]

[ https://en.wikipedia.org/wiki/Koch_snowflake. ]

Vysledek:
8 2
.5'002551:%(12 O = OO

ResSeni obsahu:

o Obrazek (a) — pavodni zeleny trojihelnik — bez jmy na
obecnosti predpoklddejme, Ze obsah je jednotkovy.

S =1

o Obrazek (b) — pridame 3 cervené trojuhelnicky, které jsou
devitinou ptuvodniho zeleného.

Sy =3-

o Obréazek (c) — pridame ptidame 3 - 4 zlutych trojuhelnick,
které jsou devitinou c¢ervenych.

20
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o Obrazek (d) — ptiddme 3 - 4 - 4 Cernych trojihelnicku, které
jsou devitinou zlutych.

1 1 1 42
S, =3-4-4.--.=. Z—-3.=
! 9 9 9 93
V limité dostaneme soucet
40 1 42
Seo=1+3-—4+3- =+3 - =+...
+ 9 + o2 + o3 +

> %

(a) (b)

%* %

21
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Vidime, ze se od druhého ¢lenu jedna o geometrickou radu s

kvocikem ¢ = 4 a prvnim ¢lenem a; = % Pac |¢| < 1, mizeme

9
radu secist:

l-¢ 1-%2 2 5
Pro celkovy obsah Kochovy vlocky tak dostavame
3 8
Seow=14+=-==
+ 5 5

Pokud obsah piivodniho zeleného tr. nebude jednotkovy a ozna-
¢ime jej S, dostavame

8
Soo = =5
501

3
Pfitom S; = \/T_az, takze mame Sy, = 2 - \/Tﬁaz a odtud

2v/3
SOO:T\/_CLQ

ResSeni obvodu:

Tak hele jiz u prvni iterace (prechod od obr.(a) k (b)) vidime,
ze obvod se zvetsi %"x. Jde tedy o geometrickou fadu s kvocikem
q = 3, kterd nenf zfejmé konvergentni (|g| > 1) a pa¢ prvni ¢len
rady je kladny a kvocik téz kladny, bude soucet fady zrejmé oc!
Obvod Kochovy kiivky je tedy nekonecny!

22
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Resba cv. 7: Zjednoduste

Zjednoduste vejraz:
Vysledek:
4
Reseni:
21.93 .91 .98 .26 . ... —
ol+g+i+tgtig — 92 —

23
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Resba cv. 8: Vyreste rovnici

Inz+InYz+nyr+In ¥+ =3

Vysledek:

Obsah...

Reseni:
Def. obor rce je ziejmé R*. Upravime levou stranu:
nz+Inyr+nyr+n Yz +--- =

1 1 1
Inz+-Inz+-Inz+ —lnz+---=

3 9 27
Inx 1+1+1—|—i+
39 27

Rada v zavore ma kvocik ¢ = % a prvni ¢len 1, takze soucet je

13

1—1 2
Odtud

§lnx—§

2 2

Inx =

r=e

24
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