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1 Veéta o tec¢né kruznice

Definice 1: Tecéna kruZnice

Tecna kruznice je takova primka, ktera s ni ma spoleény praveé
jeden bod.

Tato definice je obdobna ptuvodni Eukleidové definici 2 z knihy III.
jeho Zakladi®.

Véta 1: Véta o teéné kruZnice

Primka p je te¢nou kruznice k se stiredem S v dotykovém bodé T’
pravé kdyz je kolma na polomér ST (obr.1).

Obr. 1

Véta ma tvar ekvivalence, takze ditkaz udélame ve dvou krocich, kdy
dokazeme postupné dvé implikace:

Thttp://aleph0.clarku.edu/ djoyce/elements/bookIIl/defI112.html


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/bookIII/defIII2.html
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Krok 1: p 1 ST = p = tecna.

Jestlize primka p prochazi bodem 7' kruznice k se sttedem S a je
kolmd na polomér ST, potom je to tecna kruznice v bodé T'.

Toto tvrzeni najdeme v knize III. Eukleidovych zakladi v podobé
disledku véty 3.16%. ProtoZe véta 3.16 zahrnuje poznatky, které zde
nepotiebujeme (, horn angles), dokézeme si tento krok jinak.

Diikaz kroku 1. Mame tedy kruznici k, jeji libovolny bod T a kolmici p
vedenou bodem 7" na polomér ST'. Chceme ukazat, ze p je tecna kruznice
k, tedy ze kromé bodu T nema s kruznici zadny dalsi spoleény bod.

p L ST T X
k
S
Obr. 2

Na p zvolime libovolny bod X riizny od T' (obr.2). Usetka SX je

2

o Video 1 — https://youtu.be/NWenIXRjT7A
o Video 2 — https://youtu.be/GFNYgdFK-xY

o Heath online - http://aleph0.clarku.edu/ djoyce/elements/bookIII/pro-
pIIT16.html


https://youtu.be/NWcnIXRjT7A
https://youtu.be/GFNYgdFK-xY
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/bookIII/propIII16.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/bookIII/propIII16.html
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preponou v pravouhlém AST X, takze je jisté véetsi nez odvésna ST.
Ale protoze ST je polomér kruznice, znamena to, ze vzdalenost bodu X
od stfedu S je vétsi nez polomér a bod X nemuze lezet na kruznici k.
Jedinym spoleénym bodem primky p a kruznice k je tedy bod T'. Piimka
p je tedy tec¢nou kruznice k v bodé T'. Tim je Krok 1 dokazan. [

Krok 2: p =te¢na=p L ST.

Jestlize primka p je tecnou kruznice k v bodé T', potom je kolmad
na polomeér ST.

Toto tvrzeni najdeme v knize III. Eukleidovych zakladi v podobé
véty 3.18% a my si nyni Eukleidiiv diikaz predvedeme.

FEukleidiv dikaz kroku 2 — sporem. (p = tecna Ap [ ST.).

p = tecna 1

Obr. 3

3

o Heath online — http://aleph0.clarku.edu/ djoyce/elements/bookIII/pro-
pIIT18.html

o Video — https://youtu.be/xZ8qVv8Use8


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/bookIII/propIII18.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/elements/bookIII/propIII18.html
https://youtu.be/xZ8qVv8Use8
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Predpokladejme, Ze p je te¢na kruznice k v bodé T', ale neni kolmé na
ST (Vobr.3 tedy 8 < 90°). Na p musi proto existovat bod G # T takovy,
ze SG L p . Trojihelnik ASGT je tedy pravouhly s pravym thlem u
vrcholu G. (V obrézku 3 je tedy o = 90°, i kdyz do tak nevypadal!)

Vime, ze v kazdém trojuhelniku lezi proti vétsimu thlu vétsi strana,
a protoze a > 3, musi byt |ST| > |SG|. Z obrazku ale vidime?, ze
|SG| > |SB| = |ST|. Dostavame tedy, ze mé soucasné platit

IST| > |SG| A |SG| > |ST|

COZ je sSpor.

Te¢na v T tedy musi byt kolma na polomér ST. Tim je krok 2 do-
kazan. O

Poznamka: Vétu o tecné miizeme alternativné vyslovit také takto:

Véta 2: Véta o teCné kruznice — alter. formulace

Kazda kruznice se sttedem S ma v daném bodé T pravée jednu
teénu. Je to kolmice na ST v bodé T.

Krok 1 je navod na konstrukci tecny v bodé T' pomoci kolmice k
poloméru a Krok 2 ukazuje, ze kazda teéna musi byt touto kolmici,
tedy, ze te¢na v daném bodé je jedna jedina.

2 Dalsi moznosti dukazu Kroku 2

Eukleides dokazoval tuto implikaci sporem. Ukazme si jesté dikaz primy
a dukaz obmenou.

4Neméli bychom predtim dokazat, ze te¢na mize obsahovat kromé bodu dotyku
jen vnéjsi body kruznice (viz dale véta 3)? Eukleides to podle mé neudélal a spoléhd
se jen na obréazek a na to co vidime?!
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2.1 Primy dikaz kroku 2

Nejprve si vezmeme jednoduchy priklad a pomocnou véticku:

Priklad 1

Je ddna primka p a bod S ¢ p. Najdi bod T" € p tak, aby vzdéle-
nost ST byla minimalni.

D T X
/ <
=/ ’
s
Obr. 4

Diikaz. Na p zvolime libovolny bod X # T'. Ziejmé |SX| > |ST],
pa¢ SX je prepona v pravouhlém ASTX. Ze vsech bodu primky
p ma tedy bod T' nejmensi vzdalenost od S. (Minimum velikosti
tsecky |SX| tedy existuje a je pravé jedno.) ]

Véta 3: Pomocna véticka o teéné

Vsechny body teény kruznice (kromé dotykového bodu) lezi vné
kruznice.

Diikaz. Sporem. Predpokladejme, zZe tecna obsahuje néjaky vnitini bod
kruznice Y (obr.5).
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V ASTY plati |SY| < |ST|, protoze Y je vnitini bod k. V troji-
helniku lezi proti mensi strané mensi thel, takze thel u vrcholu 7' neni
jisté pravy.

Spustime-li proto z bodu S kolmici na primku 7Y, dostaneme patu
P#T.

Sestrojime bod T" osové soumérny s 1" podle osy SP.

p = tecna\ T

Obr. 5: Muze te¢na obsahovat vnitini bod kruznice Y?

Ze soumérnosti plyne |ST'| = |ST"|. Vzdalenost bodu 7" od S je tedy
rovna poloméru, takze T” lezi na kruznici. P¥imka 7Y ma4 tedy s kruznici
aspon dva spolecné body. To je ale spor s definici tecny. Tecna tedy
neobsahuje zadné vnitini body kruznice, takze vSechny ostatni body
tecny (kromé 7T') jsou vnéjsi body. O

Nyni mizeme dokazat Krok 2 ptimo:

Krok 2: p =te¢na=p L ST.

Jestlize ptimka p je tecnou kruznice k v bodé T', potom je kolmd
na polomeér ST

Primy dikaz Kroku 2. Vezméme nyni tenu kruznice v bodé T' (obr.6).

6
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Dle Véty 3 plati pro jeji libovolny bod X # T, ze lezi vné kruznice.
Proto plati |SX| > |ST|. Ze vSech bodu teény méa tedy dotykovy bod T'
nejmensi vzdalenost od bodu S, takze dle Prikladu 1 musi byt ST L
TX. Proto je tato tecna kolmici.

p = tecna X

k

Obr. 6

2.2 Dukaz Kroku 2 obménou

Obména implikace A = B je =B = —A. V nasem pripadé zni tedy
obména: ,, p £ ST = p # tecna.” Neni-li vSak piimka p tec¢nou a
pritom prochéazi bodem 7' kruznice, musi to byt secna, tedy:

Obména Kroku 2: p Y ST = p = seCna.

Jestlize primka p prochazi bodem T kruznice k£ a neni kolméa na
polomér ST, potom je to secna.

Diikaz. Ukézeme, ze v pripadé, ze p L ST, existuje kromé bodu T' dalsi
bod, ktery mé primka p spolecny s kruznici k, takze je to secna.
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Obr. 7

Protoze p Y ST, musi na p existovat bod P # T takovy, ze p L
SP (obr.7). Sestrojime bod T osové soumérny s 7' podle osy SP. Ze
soumérnosti plyne |ST| = |ST"|. Vzdélenost bodu 7" od S je tedy rovna
poloméru, takze 1" lezi na kruznici. Pfimka p ma dva spolecné body s
k, takze je to secna. [
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