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Metodologia: Recursos: Fecha:

Actividad matematica. Lapiz, papel, GeoGebra, | Semana 8.
Explorar, formular preguntas, | Recursos Educativos | Ana Maria Velasquez G
conjeturar y validar. Abiertos (REA).

ENFOQUE DE COMPETENCIAS
¢, Como pongo en juego los conocimientos que he adquirido?
¢, Qué problemas puedo resolver con esos conocimientos?

INSTRUCCIONES.
Atienda la presentacion preliminar del profesor, que le dara pautas para desarrollar el plan
de trabajo.

MOTIVACION.

La mayoria de los problemas que se resuelven con Matematicas aplicadas se aproximan
inicialmente con un modelo lineal del tipo Ax = b, para el cual se cuenta con resultados
tedricos estructurados, que facilitan la comprension del problema y los primeros acercamientos
a las posibles soluciones. Este tipo de modelo tiene la ventaja adicional, muy relevante hoy en
dia, de facilitar implementaciones computacionales altamente eficientes. Ya en la practica,
atendiendo a los comportamientos reales de los fenémenos estudiados, el modelo se corrige
introduciendo los posibles factores de error, que también son estudiados desde diferentes
perspectivas tedricas, y admiten experimentaciones numéricas que, en la actualidad, arrojan
grados de precisibn sumamente confiables.

EDO lineales.

1. En el contexto y = y(x), x € I, una EDO lineal de orden n tiene la estructura:
an(X)y™ + an-1(x)y®D + an—2(x)y®@=2 + --- + a1(x)y" + ao(x)y = g(x)

(Si g(x) = 0 se dice que la ecuacion es homogénea).

a. Describa con sus palabras las caracteristicas de las ecuaciones lineales.
R/ Son aquellas en las que la variable dependiente y sus derivadas son lineales
(es decir no esta elevada a otras potencias distintas a 1), ademas sus soluciones
deben ser LI y pueden obtenerse otras soluciones mediante combinaciones
lineales de dichas soluciones LI.

b. Revise las EDO de primer orden con las que usted haya trabajado hasta el
momento (por lo menos 5 casos concretos) y clasifiquelas como lineales y no
lineales.



R/

y’ =-2xy Lineal

= ,/x —y No lineal

y' = 1+y2 No lineal

Xy’ =2y Lineal
y=3y No lineal

c. Escriba tres ejemplos de EDO lineales (orden 2, 3y 4, respectivamente) y tres
ejemplos de EDO no lineales explicando, en los dltimos casos, donde falla la
linealidad.

Lineal

X2y”+ 2xy’+3y=cosx
3Xy”!+ Xsy” + eX yl_o

V5x—+6 +—+lxd = 6x?

No Iineales

x2(y”)?+2xy’+3y=cos(xy?) Falla la linealidad ya que la variable
dependiente y una de sus derivadas no son lineales (estan elevadas al
cuadrado)

3xy”’+ x3y” + eX y'+y3=0  Falla la linealidad debido a que la variable
dependiente esta eIevada al cubo.

V5x 2 —+ 6xy? — &y + 2+ lny— = 6x2 Falla la linealidad debido a que

la varlable mdependlente esta elevada al cubo y estd afectada por un
logaritmo natural.



2. Con toda EDO lineal de orden n, de coeficientes reales, se puede asociar un polinomio
de grado n:
P(r) =anr™ + an-1r""1+ an—2rv-2 4+ -+ + a1r + ao

que, de acuerdo con el Teorema Fundamental del Algebra, podra factorizarse en la
forma:
P)=an(r—r)(r—=r2)(r—r3) ..(r—1rn)

donde, en general, r; = a + bi es una raiz compleja.

a. Construya 4 ejemplos de polinomios (de grado 1, 2, 3 y 4, respectivamente), en
la forma factorizada, con raices reales solamente (b =0).
i. Asocie, con cada ejemplo, la respectiva EDO lineal homogénea.
ii. Verifique, en cada ejemplo, que para cada raiz rjla funcion y(x) = e””*
satisface la ecuacion respectiva

b. Construya dos ejemplos de polinomios (de grado 2 y 3, respectivamente), en la
forma factorizada, combinando raices reales y raices con parte imaginaria
distinta de cero. Repita los procesos iy ii del item anterior.

c. Explique, en sus palabras, por qué es intuitivamente razonable suponer que las
funciones exponenciales son soluciones de EDO lineales homogéneas.

3. Contoda EDO lineal de orden n, de coeficientes reales, se puede asociar un operador
de dimension n:
L = anD™ + an-1D"1 + an—2D"=2 + --- + a1D + ao

donde D es el operador diferencia{d_d . Por ejemplo, laEDO 2y" —y + 3y =x+5se
X

escribe en lenguaje de operadores como L(y) = x+ 5, con
L=2D2-D+ 3

a. Reescriba en el lenguaje de operadores los ejemplos de EDO lineales que ha
construido en los puntos anteriores de esta hoja de trabajo.
e y =-2xy > L(y)=0con L=D+2x
e xy =2y = L(y)=0con L=xD-2
o x%y"+ 2xy’+3y=cosx = L(y)=cosx con L=x2D2 + 2xD+3
o 3xy”+ x3y” + exy'=0 2 L(y)=0 con L=3xD3 + x3D2 4 exD
. m%+6x%+%+lnxz—z=6xz - L(y)= 6x?
con L=v5x D* +6x D3 + D2 + Inx D
o y”-3y"-4y +12y=0 - L(y)=0 con L=D3-3D2-4D+12
o y@® -y” -47y"+45y'+450y=0 - L(y)=0
con L= D*-D3-47D%+ 45D + 450
e y-4y=0-> L(y)=0conL=D-4
o y’-y-6y=0-> L(y)=0conL=D2-D-6



b. Muestre que el operador L = anD™ + an-1D"1 + an-2D"2 + -+ + a1D + ao
satisface las propiedades de linealidad que usted aprendié en el estudio de
transformaciones lineales en su curso de algebra lineal.

c. Muestre que el Nucleo de L: N. = {y: L(y) = 0}, conjunto de soluciones de la
EDO homogénea asociada a L, es un Subespacio vectorial del espacio de
funciones n veces derivables.



Resolucion y formulacién de problemas

1. Utilizando propiedades de las potencias de la unidad imaginaria i y combinando
adecuadamente las series de Taylor de las funciones e*, cos(x) y sen(x), reconstruya el
siguiente resultado:

ex = cos(x) + isen(x).

2. Escriba una prueba del siguiente resultado estudiado en algebra lineal: La solucién
general del Sistema de Ecuaciones Lineales no homogéneo Ax = b, se puede escribir
como x = xn + xp, donde xn €s la solucidn general del sistema homogéneo asociadoy
Xp €S una solucién particular del sistema no homogéneo. ¢ Usted considera que existe
un resultado analogo para el problema no homogéneo en EDO L(y) = g(x)? Explique
sus consideraciones e intuiciones.
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