Geodatische von Funktionsgraphen

Ich orientiere mich am Buch von Christian Bakls Beispiel soll uns der Graghc R3 der
V2 - cos(t)
Funktionf (x,y) = x* + y* dienen. Die Kurve(t) = | 7. sin(¢) | beschreibt einen Kreis

2
um diez-Achse in Hohe = 2, der inT verlauft.

Weiter wahlen wir den Punk?(v2|0]2) und die Tangentialebene an den Grapheii in

af of

1 0
PunktP. Sie wird aufgespannt von den Richtungsvektager <0> undt, = (1 )
ax dy

1 C. Bar.Elementare Differentialgeometri®e Gruyter Verlag, 2010.



Wenn wir eine a® angeheftet gedachtenearkombinationemw = A - t, + u - t, beider Rich-
tungsvektoren wahlen und obige Prozedur fir jedarkPder Kurvec wiederholen, dann er-
halten wir ein Vektorfeld’(t) mit der Eigenschaft, dass flr jedgsder Vektorv(t,) in der
Tangentialebene an den GrapHemn Punktc(t,) liegt. Ein fur unsere Zwecke besonders
wichtiges Vektorfeld mit dieser Eigenschaft ist @sschwindigkeitsfeld(t) unserer Kurve.
Im Beispiel oben isé(t) = V2 - t,.

In unserem Falle kann dann fir ein differenzierbafektorfeldv(t) die kovariante Ableitung
definiert werden als eimrthogonale Projektiononv(t) auf die Tangentialeberi® Mit Hilfe
des Skalarproduktes und einem Einheitsnormalenveigtaler Ebene lasst sie sich dann wie
folgt schreiben.

Y o®) = 5(8) — (5(0), ng) -

dt
—/2 - sin(t)
Wenn wir beispielsweise(t) = ¢(t) =| /2. cos(t) | Setzen, dann erhalten wir fir den
0
PunktP und seine TangentialebefAalen Einheitsnormalenvektor
af
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sowie die Ableitung
—V2 - cos(t) -2
v() =¢) =| —yv2- sin(t) bzw.v(0) = ( 0 ) in PunktP.
0 0

Somit ist die kovariante Ableitung i gegeben als
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Nachfolgend ist ein Ausschnitt vdhum den PunkP herum mit den wichtigsten Akteuren
gezeigt. Der eingezeichnete Vektigt) zeigt lotrecht auf die-Achse.

Fur eine Geodatische muss die kovariante Ableiteg Geschwindigkeitsfeldes der Kurve
verschwinden.

v,
%C(t) =0

Damit wird erstens offenkundig, dass unsere Beligmiee keine Geodatische ist. Zweitens
eroffnen uns die angegebene Gleichung und die geigotee Interpretation der kovarianten
Ableitung als orthogonale Projektion verhaltnisngginfache Naherungslosungen der Geoda-
tischen. Im Weiteren sei(t) = ¢(t). Mit dem Ublichen Differenzenquotienten schreiichs
die erste Ableitung von(t) wie folgt.

v(t+ h) —v(t)
h

o0 = fim,

Fir genlgend kleing liest sich die Bedingung = %v(t) = v(t) — (v(t),ng) - ng so, dass
v(t) parallel zung sein muss und dahen erster Naherungauchv(t + h) — v(t). Dann aber
kénnen wir schreiben(t + h) = v(t) + A - ng fir ein noch aufzufindendels Weiter verlan-
gen wir vonuv(t + h), dass er in der Tangentialebene rmenenKurvenpunktQ liegt. In einer
friheren Version des Applets wur@eausgehend von einem Hilfspurkt= P + h - v(t) er-
mittelt. DaQ’ Ublicherweise nicht mehr alifliegt, fallte ich von ihm aus das Lot atifund
nahm den Schnitt des Lotes riials neuen Punk@. Mit der Bestimmung des Lotes gingen
nicht nur erhebliche Komplikationen einher, ichtbauch keine Rechtfertigung fur diese Wahl
des Punkteg.



Der Graph'l ist das Bild vonF: R? — R3, P' = (xp,yp) — (xp,¥p, f(xp,yp)) = P. ZUP'
konstruieren wir nun eine Kuryg(t) mit y(0) = P’ und(F o y)'(0) = v(t). Der Tangenten-
vektor any in P’ soll also das Urbild vom(t) in P sein. Fir einen geeigneten Zeitschiitt
setzen wir schlie8lic’ = y(h") undQ = F(Q") € T'. Nachfolgend ist die Situation gezeigt fir
die Polarkoordinatenabbildurig, ¢) +— (r - cos(¢),r - sin(¢)) und eine GeradécC. Ihr Ur-

bild ist die Kurve im linken Bild. Weiter sieht maen Zusammenhang der Tangentenvektoren
u undu’ an die Gerade beziehungsweise an ihr Urbild.

Fir die Forderungu(t) = (F oy)'(0) = dF(P") oy'(0) machen wir den Ansatg’'(t) =

(Zg%) und setzen ein.
v® (1) 1 0
v (&) | = dF(P") oy’ (0) =( 0, 1 , ) Cﬁ%)
v(z)(t) f;c(P) fy(P)
u(0)
= v(0)

fe(P") - u(0) + £, (P") - v(0)

Hieraus lesen wir die Bedingungerf0) = v (¢) und v(0) = v’ (t) ab. Die einfachste
v® ()

. Mit ihr folgt
v(”(t)> 9

Kurve, die unseren Anspriichen genugt, ist dafie) = (;i) +7T- (
Q= F@) = F(y(W)) = F ((xs + K - (0,55 + ' -v(0)))
= (xp +h v, yp + b vI(), f (xp +h @),y + R v(”(t))>
& (xp +h' - v®@),yp + ' vO(O), f(xp,yp) + (P v (@) + £,(P) -
) (t))
= (xp + 1" v (©), yp + ' vO(E), f (. yp) + B - v O (D))

Die Differenz zuP = (xp, yp, f (xp, yp)) ist also ungefahr gleidhl - v(¢). Dies rechtfertigt die
Wahlh' = h.



Jetzt kbnnen wir mit einem Normalenvektgrder Tangentialebene &nn Q die weitere Glei-
chung(v(t + h),ng) = 0 schreiben. Mit ihr erhalten WK (t), ng) + A - (ng, ng) = 0, also die
beiden Auflésungen

_ _(U(t),np)
A= <nEﬁnF)
_ (v(t),np) .
'U(t + h) = U(t) —m Ng

Bemerkenswert fur unsere anschlieienden numeriddbechnungen ist, dass wir fur beide
Normalenvektoren keine Einheitsvektoren benétigarzéhler und Nenner beide mit den Lan-
gen vonng undng skalieren. Dafir werden in den Berechnungen diegéatialvektoren auf
Lange eins normiert, sodasslen ungefahren Abstand zweier Geodatenpunkte vgedeEin
weiter offenes Problem ist die Verbindung der bleneten Punkte zu einer Kurve. Die ein-
fachste ¢nd von mir bevorzugtd dsung ist die Verbindung zu einem PolygonzugRaum
um den Preis, dass die Kurve nicht im Grapheerlauft.

Abschlie3end diskutieren wir unser Eingangsbeidpieh = 0,1 und einhundert neu berech-
nete PunkteN = 100) mit je finfzig Zwischenpunktem(= 50), die intern berechnet, aber
nicht exportiert werden. Der letzte berechnete Phek3eR. Fir seine Koordinaten und den
zugehorigen Tangentialvektor entnimmt nggaogebra

R(—=2,076 | —1,948]8,104)

0,232
u= (—0,466).
0,855




Da unser Graph rotationssymmetrisch ist, kbnnerde#rSatz von Clairauawf ihn und seine
Geodatische anwenden. Er besagt, dass das PrazkiRadlius-(t) des Breitenkreises durch
einen Punkt(t) der Geodatischen und des Kosinus des von Gescigkeitsvektorc(t) und
Breitenkreis eingeschlossenen Wink&(s) konstant ist.

r(t) - cos(ﬁ(t)) = const.
Fur die Punkte® undR finden wir

0\ /0
Tp - (Up, tp) = V2 - ((1),(1)) =v2=1414...
0/ \o

0,232 0,684
1= " (Vg tr) = /(—=2,076)% + (—1,948)2 - ((—0,466) , (—o,729>) =1,419
0,855 0

Damit ist der Wert fir den PunRtgerade einma),3 % zu grol3.

Ein weiteres schdnes Beispiel stellt die Berechreingr Geodatischen auf einer Kugel dar,
die bekanntlich ein Grol3kreis ist.




Anhang

Javascript des Buttons Berechnung der Geodatischen

vari, j; /I Schleifenvariablen

var k;
var w;

varf_xn, f_yn, f xnl, f ynlj Partielle Ableitungen von f an den Stellen (xynn) bzw.
(x_(n+1), y_(n+1))

/I Einlesen der benutzerdefinierten Werte

var x, Y, z; /I x- und y-Koordinaten der Geodatenpunkte irdeeriRichtungen
var Xx_P,y P,z P; // x-und y-Koordinaten des Startpunktes P

varv_x,Vv_y,V_z, /Il x- und y-Komponenten des Geschwindigkeitsviekio bei-
den Richtungen

varv_xP,v_yP, v _zP; /I x- und y-Komponenten des Geschwindigkeitsvek#om
Startpunkt P - fUr die "negative" Richtung ist eW@zeichenumkehr notwendig

x_P = ggbApplet.getValue( "x(P)" ); Il x-Koordinate des Startpunktes P
y_P = ggbApplet.getValue(" y(P)");
z_P = ggbApplet.getValue(" z(P)" );

v_XP = ggbApplet.getValue( "x(v)"); /Il x-Komponente des Geschwindigkeitsvektors v
v_yP = ggbApplet.getValue(" y(v)" );
v_zP = ggbApplet.getValue(" z(v)");

var h = ggbApplet.getValue(" h ");// mittlerer Abstand zweier Geodatenpunkte

var N = ggbApplet.getValue(" N ")/ Anzahl der (exportierten) Geodatenpunkte

var n = ggbApplet.getValue(" n ");// Anzahl der (nicht exportierten) Zwischenpunkieier
benachbarter Geodatenpunkte

h=h/n; /l Rechnung mit "effektivem™ h

/I Setzen des Listenstartes auf den gemeinsamep8tkt P beider Geodatenabschnitte

ggbApplet.evalCommand("M_p ={("+x_P+ ", "yP+" ,"+z_ P +")}");
ggbApplet.evalCommand("M_n={("+x P+ ","WP+" ,"+z P+")}");



/I Schleife mit Anzahl N Durchlaufen zur Berechnuteg Geodatenpunkte in Richtung von v

x P;

y_P;

y

V_X=V_XP;

V_y =Vv_yP;
v_z=V_zP;

/I In jedem Iterationsschritt werden die partielfdnleitungen f x und f_y an den Stellen
(x_n,y_n) bzw. (x_(n+1), y_(n+1)) berechnet. Imaddfolgenden Schritt nimmt die Stelle
(x_(n+1), y _(n+1)) die Rolle von (x_n, y_n) ein. Umnoétigen Rechenaufwand zu vermei-
den, werden f_xn und f_yn mit den Werten von f_kadv. f yn1 Gberschrieben. Hierzu be-
darf es aber initialer Werte...

f xnl = ggbApplet.getvValue("f x( "+x+", "yw+")");

f ynl = ggbApplet.getvValue("f y( "+x+", "y+")");

for(j=0;j<N; j++)
{

/I Schleife mit n lterationsschritten

for(i=0;i<n;i++)
{
/I Lange des Geschwindigkeitsvektors
w = Math.sqrt( v_x*v_x + v_y*v_y +v_z*v_z);

/I Berechnung der partiellen Ableitungen von faktuellen Geodatenpunkt
f xn=f xnl,
f yn=f ynl,;

/I Berechnung des neuen Geodatenpunktes - oKoelinate
X=X+h*v_x/w;
y=y+h*v_y/w;

// Berechnung der partiellen Ableitungen von fra@uen Geodatenpunkt
f xnl = ggbApplet.getvValue("f x( "+x+", "yw+")");
f ynl = ggbApplet.getvValue("f y( "+x+",+#y+")");

/I Nebenrechnung fur Vorfaktor k in der Berechpaies neuen Geschwindig-
keitsvektors

k=(v.x*(fxn-fxnl)+v y*(fyn-fynl)/(1+f xn*f xnl+
f_yn*f_ynl);

/I Berechnung des neuen Geschwindigkeitsvektors
V_X=V_X+Kk*_xn;
V_y=Vv_y+k¥_yn;
Vz=Vv z-Kk;
} /I Ende der lterationsschleife



/I Export des aktuellen Geodatenpunktes - Anhaagetie Liste M_p
z = ggbApplet.getValue(" f( "+x+", "+y+H");

ggbApplet.evalCommand('L = CopyFreeObject(AppenddM_" +x +", "+y +",
n + Z + n )))ll);

ggbApplet.deleteObject("M_p");

ggbApplet.evalCommand("Rename(L, M_p)");

} /I Ende der Schleife

/I Schleife mit Anzahl N Durchlaufen zur Berechnutey Geodatenpunkte gegen die Rich-
tung von v

V_X=-v_xP;

V_y =-v_yP;
v_z=-v_zP;

// Wie oben erlautert, werden f_xn1 und f_yn1 aléiWerte zum Uberschreiben von f_xn
und f_yn zugeordnet...

f xnl = ggbApplet.getvValue("f x( "+x+", "yw+")");

f ynl = ggbApplet.getvValue("f_y( "+x+", "yw+")");

for(j=0;] <N; j++)
{

/I Schleife mit n lterationsschritten

for(i=0;i<n;i++)
{
// Lange des Geschwindigkeitsvektors
w = Math.sqrt(v_x*v_x+Vv_y*v y+v z*v _z);

I/l Berechnung der partiellen Ableitungen von faktuellen Geodatenpunkt
f xn=1f xnl,
f yn=f ynl,;

I/l Berechnung des neuen Geodatenpunktes - oKioemzlinate
X=X+h*v_x/w;
y=y+h*v_y/w;

// Berechnung der partiellen Ableitungen von fra@uen Geodatenpunkt
f_xnl = ggbApplet.getvValue(" f_x( "+x+", "y+")");
f_ynl = ggbApplet.getValue("f_y( "+x+",+#y+")"),



/I Nebenrechnung fur Vorfaktor k in der Berechpaies neuen Geschwindig-
keitsvektors

k=(v.x*(fxn-fxnl)+v y*(fyn-fynl)/(1+f xn*f xnl+
f yn*f_ynl),

/I Berechnung des neuen Geschwindigkeitsvektors
V_X=V_X+ k¥ _xn;

V_y=v_y+k¥ yn;

Vz=V z-Kk;

} /I Ende der lterationsschleife
/I Export des aktuellen Geodatenpunktes - Anhaagedie Liste M_p
z = ggbApplet.getvalue(" f( "+x+", "+y +H)"™);
ggbApplet.evalCommand("L = CopyFreeObject(Appendf "+x+", "+y+",
"tz ")),
ggbApplet.deleteObject("M_n");
ggbApplet.evalCommand("Rename(L, M_n)");
} /I Ende der Schleife
/I Verbinden der berechneten Punkte zu Polygonziigen
ggbApplet.evalCommand( " G_p = Polyline(M_p) " );
ggbApplet.setLabelVisible( "G_p", false );

ggbApplet.evalCommand(" G_n = Polyline(M_n) ");
ggbApplet.setLabelVisible( "G_n", false );



